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Geometriai szélsgérték-feladatok vizsgalata
Geogebra segitségével

MARKO GABOR

Ebben a cikkben néhany nevezetes geometriai szélsGérték-feladatot mutatunk be.
Megvizsgaljuk a hegyesszogi haromszog talpponti hdromszogének egy minimum tu-
lajdonsagat, a haromszog izogonalis pontjanak tulajdonsagait, valamint mutatunk
egy bizonyitast az Erdgs-Mordell egyenlStlenségre. Minden feladathoz a Geogebra
geometriai szerkesztGprogram segitségével animaciok késziiltek. FEzek a szerkeszté-
sek letolthetsk a http://www.math.u-szeged.hu/polygon/markogabor/ cimrél.

1. A talpponti haromszdg minimum tulajdonsaga

Feladat. Adott hegyesszogi hdromsziogbe irjuk be a legkisebb keriletd hdromsziget!

A feladatnak t6bb megoldasa is ismeretes, harom kiilénb6z6 megoldast muta-
tunk be.

1. megoldas: Schwarz megoldasa. Az ismertetésre keriil§ megoldas Hermann
Amandus Schwarz (1843-1921) német matematikus nevéhez fiizsdik.

Schwarz 1867-ben szerzett tanari diplomat, még ebben az évben a Hallei Egye-
tem docensének, késébb a Ziirichi Miiszaki Egyetem matematika professzorava va-
lasztottak. A Gottingeni Egyetem matematikai tagozatanak vezetGje lett, majd
1892-ben visszatért Berlinbe, ahol 1918-ig tanitott. 1890-ben publikalta mun-
késsagat, leginkabb a komplex analizis kapcsan ismerjiik, {6 munkaja a Cauchy-
Bunyakovszkij-Schwarz-egyenlGtlenség.

A bizonyitasban felhasznaljuk, hogy két pontnak mindig az egyenesvonala dssze-
kotése a legrovidebb, valamint az alabbi ismert probléma megoldasat.

Alapfeladat. Adott eqy f egyenes, és ugyanazon az oldaldn két pont, A és B. Az
A pontbol szeretnénk eljutni B-be a legrévidebb tton gy, hogy kézben érintsik az
f egyenest. Melyik a legrovidebb 1it, hol kell érinteni az f egyenest?
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A legrévidebb utat ugy kapjuk meg, hogy a B pontot tiikkrozziik az f egyenesre,
majd a kapott B’ tiikérképet 6sszekotjitk az A ponttal. Igy az AB’ szakasz kimetszi
az f egyenesbsl a P pontot, amit érintve a legrovidebb tton juthatunk el A-bol
B-be. A haromszog-egyenltlenség miatt ugyanis az f egyenes barmely més @
pontjara AQ + BQ = AQ + B'Q > B’A = AP + PB. Ahogyan az 1. abra
is mutatja, az AQB 1t minden esetben hosszabb lesz, mint az APB ut. FEzen
bizonyitas megtalalhato az Abral.ggb animécioban.

A

1. abra

Térjiink vissza az eredeti feladathoz. A megoldas soran tengelyes tiikrozések
sorozatat alkalmazzuk. FElgszor tiikkrozziik az ABCa-et a BC oldalegyenesre, a
tiikrozott haromszoget az A’C oldalegyenesre, majd ennek a két tiikrozésnek az
eredményét az A’B’ oldalegyenesre, ezutan még haromszor tiikrozziink, rendre a
C'B’', C'"A" és A”B” oldalegyenesekre.

Vegyiik észre, hogy a kezddhelyzeti ABC A parhuzamos eltolassal a véghelyzet-
ben levs A" B"C" p-be vihets. Ismert, hogy két egymast metszd tengely esetén
a két tengelyes tilikrozés szorzata forgatéassal helyettesithet, melynek kézéppont-
ja a tengelyek metszéspontja, a forgatas szoge pedig a tengelyek altal bezart szog
kétszerese. Ezek alapjan, ha az eredeti hdromszog szogeit «, B, ~ jeldlik, ak-
kor az ABC a-et atvihetjiik az A’B'Ca-be (a 3. helyzetbe) egy C cstcs koriili,
2v szogl, 6ramutatd jarasaval megegyezd irdnyu forgatassal. Hasonldé gondolat-
menetet kovetve a 3. helyzetbdl egy B’ pont koriili, 23 szogt, 6ramutatod jara-
saval megegyezG iranyu forgatéssal az 5. helyzetbe juthatunk (A”B’'C’A), innen
pedig a 7. helyzetbe (A”B"C" A) egy A” pont koriili, 6ramutat6 jarasaval meg-
egyezs iranyi, 2a szogd forgatassal juthatunk el. Igy Gsszességében az ABC a-et
2v+28+42a = 2(a+ S +7) = 360°-0s szoggel forgattuk el. Ez azt jelenti, hogy a 7.
helyzetre visszajutottunk a hdromszog eredeti allasaba, csak egy 6nmagéval parhu-
zamos eltolast végeztiink rajta a sajat stkjaban. Tehéat az eredeti haromszog olda-
lai parhuzamosak a véghelyzeti haromszog megfelels oldalaival, azaz AB || A”B",
BC || B"C" és AC || A"C".
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A hegyesszogti haromszog magassagainak talppontjai altal meghatarozott hé-
romszoget talpponti haromszognek nevezziik. Most pedig kivessiik végig az ABC A
talpponti haromszogének, az EF'G a-nek a tiikkrozések soran elfoglalt helyzeteit, ezt
a 2. abra szemlélteti.

2. abra

A bizonyitas soran felhasznaljuk a talpponti haromszogre vonatkozo alabbi se-
gédtételt.

Segédtétel. Egy hegyesszogii ABC a-be irt talpponti hdromszég (EFG ) oldalai
az ABC a oldalaival pdaronként egyenld szdgeket zdrnak be, azaz BGE4 = AGFg;
EFC4,=GFA4 és GEB4y = FEC (3. dbra).

B

G

A F\
SN

3. abra

Bizonyitas. Legyen H az ABC p magassagpontja. Thalesz tételének megfordita-
sabol adodik, hogy az AH atmérd folé irt kor atmegy az F' és G pontokon, a CH
atmérs folé irt kor Atmegy az F és F pontokon (a magassag merdleges az oldalakra),
tovabba az AG iven nyugvd AH G 4 keriileti sz6g egyenls az AFG 4 keriileti szoggel,
és hasonloan CFFE = C HE 4 a keriileti szogek tétele miatt. Azonban tudjuk, hogy
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AHG4 = CHE 4, mivel csucsszogek. Tehat AFGy = AHG, = FEHC=CFE,
amelybdl kovetkezik, hogy AFG, = CFE 4, a segédtételben pedig éppen ezt alli-
tottuk. Ugyanigy a talpponti haromszdg t6bbi cstcsanal is belathato a megfeleld
szogek egyenlésége. A bizonyitast a 3. abra és az Abra3.ggh szemlélteti. ]

A segédtétel alapjan kovetkezik, hogy ahogyan azt a 2. abra is mutatja, az
EG szakasznak a méasodik helyzete éppen egyenesvonalit meghosszabbitisa az el-
s6 helyzet F'E szakaszanak, és a tovabbi helyzetekben is mindig erre az egyenes
vonalra esik a talpponti haromszog valamely oldala. Ebbél kovetkezik, hogy a talp-
ponti haromszog tiikorképeinek megfelels cstucsai az EE” szakaszon helyezkednek
el. Igy ezen csticsok az EE" szakaszt 6 részre bontjék, a szakaszok hossza pedig
rendre az EFGa oldalainak hossza, két szakasz EF', két szakasz F'G és két szakasz
GFE hosszusagu. Tehat az EE" szakasz hossza pontosan a talpponti haromszog
keriiletének kétszerese.

Hasonlé modon végigkovethetjiik az ABC a-be tetszblegesen beirt UV IV 5 tutjat
a 4. abra, valamint az Abrad.ggb alapjan. Lathatjuk, hogy U-t6l U”-ig a harom-
sz0g oldalaibol alkotott UV'W'U'V"W"U" torottvonal vezet el, aminek hossza
pont az UVW A keriiletének kétszerese.

, .
\ \ / N

4. abra

Mivel BC' || B"C", ezért UE || U"E", tovabba UE = U"”E", mert egymésnak
megfeleld szakaszok az ABC A kiilonb6zd helyzeteiben, azaz az EE"U"U négyszog
paralelogramma, ahogyan ezt az 5. abra is mutatja. Ezért az FE'U"U négy-
szog méasik két oldala is parhuzamos és egyenls, azaz EE" = UU”, tehat az UU”
szakasz hossza is kétszerese a talpponti haromszog keriiletének. Az UU” szakasz
azonban biztosan rovidebb, mint az UV'W/U'V"W"U" torottvonal, ugyanis két
pont egyenesvonali 0sszekotése mindig a legréovidebb. Ebbé] egyenesen kovetkezik,
hogy a talpponti haromszog keriilete kisebb, mint az UVW A keriilete, barhogyan
is vessziik fel annak cstcsait feltéve, hogy nem esik egybe a talpponti haromszoggel.
Igy bebizonyitottuk, hogy a talpponti haromszog keriilete a legkisebb a hegyesszo-
gli haromszogbe irt haromszogek kozill. Az 5. abrahoz az Abra5.ggh animécio
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tartozik.

5. abra

2. megoldas: Fejér Lipot megoldasa két tengelyes tiikr6zéssel. Fejér Lipot
(1880-1959) magyar matematikus, akit tobbek kozott Schwarz is tanitott a berli-
ni egyetemen. Egykori taniranal egyszertibben, elemi eszkozokkel oldotta meg a
problémat, nem csoda, hogy didkkori bizonyitasa tobbek kozott Schwarz tetszését
is elnyerte. A bizonyitasa két tengelyes tiikrozéssel az alabbiakban olvashato.

Legyen a hegyesszogt haromszogiink ABC A, amelybe irjunk egy tetszés szerinti
UVW p-et a 6. abra szerint. Tiikrozziik az U pontot AC' és AB oldalegyenesekre,
a tikorképek legyenek U’ és U” .

6. abra

A tengelyes tiikrozés tévolsagtarté tulajdonsaga miatt UV = U’V tovabba
UW = U"W. TIrjuk fel az UVW o keriiletét: Kyyw, = UV + VW + WU, ez
az Osszeg pedig az el6bbi megéllapitasok alapjan egyenls az U'V + VW + U"W
Osszeggel, ami pont az U'VWU” torottvonal hossza. A 'V, W pontok mozgatasa,
de U pont rogzitése esetén U’ és U” pontok helyben maradnak, mert U és ABC o
meghatéarozza ezen két pontot. Rogzitett U pont esetén az U'VWU” torottvonal
a szintén rogzitett U’ és U” pontok kozott marad kifeszitve, hossza pedig mindig
az UVW a keriilete. Mivel két pont kézott mindig az egyenesvonali Osszekotés a
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legrovidebb, ezért U'VWU” torottvonal hossza és UVW a keriilete akkor a leg-
kisebb, ha U’, V., W és U"” pontok egy egyenesre esnek. Tehat rogzitett U pont
esetén a legkisebb ilyen beirt keriiletti haromszoget gy kapjuk meg, hogy az U'U"”
szakasz kimetszi az AB és AC oldalakbol az N és M pontokat (W, V pontok
minimumbhelyzete), és az igy kapott UM N A keriilete lesz minimaélis.

Belattuk, hogy ha az U pontot rogzitjlik, akkor UM N A keriilete lesz a mini-
malis a beirt haromszogek koziil, ezt megfigyelhetjiik az Abra6.ggb animécioban is.
Meg kell még vizsgalnunk, hogy az U pont mozgatasaval elérhets-e kisebb keriileti
UMN a ugyanezen modszerrel. Mivel Kyyn, = U'U", ezért UMN o kertilete
akkor minimalis, ha U’U" is minimalis. Vegytik észre, hogy AU = AU’ = AU" a
tlikrozés tavolsagtartod tulajdonsaga miatt, tehat AU'UX egyenl8szara, amelyben
U'U" szakasz a haromszog alapja. A tiikrozés szogtarto tulajdonsaga alapjan pedig
tudjuk, hogy UAB, = U"AB4 ¢s UAC 4 = U’ AC 4. Ezen megallapitasok alapjan

U”AU/<( = (UAB<I + U”ABQ) + (UAOq + U’ACq) - 2(UAB<I + UAOq)

ezért U” AU’ 4 nagysaga fiiggetlen U pont helyzetétsl, ABC o hatarozza meg.

A célunk, hogy az AU'U"” po-ben az U'U” alap a lehetd legkisebb legyen tgy,
hogy minden AU'U"” A csticsnal levd szoge megegyezik. Ezen egyenlGszara harom-
szogek koziil annak a legkisebb az alapja, amelynek a széara is a legrovidebb. Az
AU'U" 5 szérai azonban AU szakasz hosszanak felelnek meg, tehat U'U” szakasz
hossza akkor minimaélis, ha AU hossza is minimaélis.

Az AU szakasz A pont Gsszekottetése a BC' szakasz egy pontjaval. Egy pont és
egy egyenes legrovidebb dsszekotése azonban a pontbol az egyenesre allitott merdle-
ges szakasz hossza. Ebbdl kovetkezik, hogy az AU szakasznak BC-re merdlegesnek
kell lennie, azaz AU az ABC A A cstcséhoz tartozé magassaga.

Innen pedig mar megszerkeszthetjiik a legkisebb keriilett beirt haromszoget a
kovetkez6 modszerrel. Legyen az A-bol indulé magassag talppontja E, az E pont
AC' ¢és AB oldalakra vonatkozo6 tengelyes tiikorképe pedig E’ és E”, ahogyan azt
a 7. abra is mutatja. Az E'E" szakasz kimetszi AC és AB oldalakbol a minimalis
keriiletti beirt haromszog masik két cstuicsat, F-et és G-t, ezen minimalis keriilet
nagysaga pedig az E'E" szakasz hosszaval egyezik meg. Minden EFGa-t6l eltér
UVW a beirt haromszog keriilete nagyobb, mert ha U pontja nem esik egybe E-vel,
ekkor E'E" < U'U", azaz Kgpra, < Kyyvw,. Ha pedig V és W koziil valamelyik
nem esik egybe F-fel vagy G-vel, ekkor pedig az E'FGE" torottvonal biztosan
révidebb, mint az E'VW E” t6rétt vonal hossza, igy Kpra, < Kyvw, minden
esetben teljesiil.
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B E C
7. abra

A megoldasunk soran E pontot az A csticshoz tartozo magassag talppontjaként,
F és G pontokat pedig az FE pont megfelels tiikorképei segitségével hataroztuk meg.
Az ABCa-ben viszont minden A csiicsra vonatkozo eljarast elvégezhettiink volna
akar a B ponton is, azaz U pont tiikrozése helyett V pontot tiikrézhettiik volna
az AB és BC oldalakra, és igy haladhattunk volna tovabb. Ebben az esetben
a B-bdl kiindulé magassag talppontja F' lenne, és F' tiikkrozésével majd E és G
pontok kimetszésével kaptuk volna meg a minimélis keriiletdi haromszoget. Azt
méar belattuk, hogy pontosan egy legkisebb keriiletti haromszog van, ezért az A-
boél és B-bdl kiindulod konstrukcié soran kapott két haromszég megegyezik. A C
pontbol valé kiindulas esetén is erre a kivetkeztetésre jutnank, amelybdl kovetkezik,
hogy az E, F' és G pontok a haromszog egy-egy magassaganak talppontja. Tehat
bebizonyitottuk a talpponti haromszég minimum tulajdonsagara vonatkozo alabbi
tételt, és a feladatot is megoldottuk.

Tétel. Adott hegyesszogi hdromszdgbe irt haromszogek kézil a talpponti hdromszog
a legkisebb keriiletd.

Miért ,értékesebb” a magyar matematikus megolddsa?

Fejér megoldasanak nagyszertisége abban rejlik, hogy a tiikrézés tulajdonsagain
és a legrovidebb 1t elvén kiviil semmilyen més segédeszkozt nem hasznal, ellentét-
ben Schwarz bizonyitasaval (Théalesz tétele, keriileti szogek tétele), tovabba hat
helyett két tiikrozéssel oldja meg a problémat.

Megjegyzés. A feladatnak csak hegyesszogli haromszog esetén van megoldasa,
tompaszogl és derékszogli haromszog esetén nem jon létre talpponti haromszog,
ahogyan azt a 8. abran és a mellékelt animacioban is megfigyelhetjiik (Abra8.ggb).
Derékszogti haromszog esetén a befogokhoz tartozé magassagok egybeesnek a ha-
romszog oldalaival, igy a befogdk magassagainak talppontjai valojaban egybeesnek,
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a derékszognél levs csuccsal egyeznek meg. Azaz ebben az esetben a talppontok
nem alkotnak haromszoget. Tompaszogli haromszog esetén pedig valamely magas-
sdg nem metszi a haromszog oldalat, csak az oldalegyenesét a haromszogon kiviil,
igy a talppontok altal meghatéarozott haromszog nem lesz beirt haromszodg. Schwarz
a magassagok talppontjainak 6sszekotését beirt haromszégnek tekinti, ez azonban
csak hegyesszogi haromszog esetén teljesiil. Ezzel ellentétben Fejér levezetésében a
talpponti haromszog csak az eredményben jelenik meg, a hegyesszogtiség kikotése
pedig ott jon els, hogy az U'AU" ; < 180°, valamint az E € BC feltételeknek
teljesiilnie kell.

8. abra

A matematika sokszintiségét ismerve nem csoda, hogy még két megoldasa is
van a feladatnak. Az egyik Giulio Fagnano dei Toschi (1715-1797) nevéhez fd-
z6dik, aki differencialszamitassal oldotta meg a problémat. Az aldbbiakban egy
teriiletszamitason alapuldé megoldést mutatunk be.

3. megoldas. A 3. megoldas levezetése az Abra9.ggh animécioban is megtalalhato,
a bizonyitashoz a 9. dbra tartozik. Ismert, hogy egy haromszdg magassagpontjanak
az oldalegyenesekre vonatkozo tiikérképe a haromszog koré irt koréon van. Legyen
a hegyesszogli ABC A magassagpontja M, az M pont AC és BC' oldalegyenesekre
vonatkozo tiikorképe pedig B’ illetve A’. Ekkor az A’C' B’ o egyenlszaru, mivel a
tiikrozés tavolsagtartasa miatt B'C = CM = A'C.

Legyen az ABC A koré irt korének kozéppontja O, a kor sugara r. Mivel az
A'CB' o egyenl6szaru, ezért CO sugar merdleges A'B'-re. A tiikrozés tulajdonsa-
gai miatt a haromszog magassagainak B” és A” talppontja (Id. 9. abra) felezik
az MB', illetve M A’ szakaszokat, tehat B” A" szakasz kozépvonal az M A’ B’ ha-
romszogben. Ebbdl adodik, hogy B”A” || B'A’, és igy B” A" is merdleges CO-ra.
Tegyiik fel, hogy az ABC A egy tetszélegesen beirt haromszoge a PQR » , melynek
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PR, PQ és QR oldalai rendre «, 3 és -y szoget zarnak be az OA, OB és OC suga-
rakkal (1d. 9. abra). Az ABC A teriilete legyen ¢, ami egyben az APOR, BQOP
és CROQ négyszogek terliletének Gsszegével egyenls. Mivel a konvex négyszog te-
riilete feleakkora, mint az atlok és az altaluk kdzbezart szog szinuszanak szorzata,
ezért

2t=r-RP-sina+7r-PQ -sinf+r-QR-sin~.

Ha azonban PQR A helyett az EFG talpponti hdromszog esetét vizsgaljuk, akkor
a=p=vy=90° ezért:
2t=r-EF+r-FG+r -GE=r-k,

ahol k a talpponti haromszog keriilete. A teriilet kétszeresére kapott Osszefiiggése-
ket Osszevetve, majd r-rel osztva

k=RP -sina+ PQ-sinff+ QR -sinvy

adodik. Ebbdl latszik, hogy: k& < RP 4+ PQ + QR, egyenlGség pedig akkor és
csak akkor teljesiil, ha « = f = v = 90°, azaz a talpponti haromszog esetén.
Igy belattuk, hogy a talpponti haromszog keriilete minden mas beirt haromszog
keriileténél kisebb.

B A

9. abra

2. Az izogonalis pont szélsdérték tulajdonsaga
Feladat. Adott hegyesszogi hdaromszog belsejében van-e olyan pont, amelynek a hd-
romszdg csucsaitol vett tdvolsdgosszege minimdlis?

Megoldas. Legyen P tetszGleges pont az ABC s belsejében. Ahogyan azt a 10.
abra, valamint az Abral0.ggb animacié is mutatja, forgassuk el az APC a-et az
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A pont koriil 60°-kal. Igy az APC s atkeriil az AP'C’ 5 helyzetébe. A forgatas
tavolsagtartasa miatt az APP’ A egyenls szart, a szarszoge pedig PAP’  a forga-
tas szogével egyenld, azaz 60°. Ebbol kovetkezik, hogy az AP P’ o szabéalyos, tehat
AP = PP'. Szintén a tavolsagtartas miatt CP = C'P’, ezért a P pont csicsoktol
vett tavolsagosszegére AP + BP +CP = BP + PP’ + P'C’. Igy a BPP'C torott-
vonal hossza az ABCa P pontjanak az A, B és C csiucsoktol valo tavolsdganak
Osszege.

10. abra

Tudjuk azonban, hogy a C’ pont helyzete a P helyzetétdl teljesen fiiggetlen, ezért a
BPP'C’ torottvonal hosszéanak minimélis értéke megegyezik a C’ B szakasz hossza-
val, ugyanis két pont egyenesvonalii 6sszekottetése mindig a legrovidebb, ezt mu-
tatja a 11. abra is. Ebbdl adodik, hogy a PA 4+ PB + PC &sszeg minimuma
éppen a C’'B szakasz hosszaval egyenlS, ez a minimum pedig tgy érhets el, ha a
P és P'pontok illeszkednek a C'B szakaszra. Legyen P pont minimaélis helyzete
Py, amelynek helyzete pontosan meg van hatarozva, mert az APyC’ 4 60°-o0s. Igy
az APyC’ 4 mellékszoge, azaz APyB4 120°-0s. A szerkesztésbdl az is latszik, hogy
egyetlen ilyen minimumtulajdonsédgia pont van, tehat ha A pont helyett B vagy
C pontbdl indulunk ki, a szerkesztés ugyanahhoz a Py ponthoz vezet. Ebbdl az
alabbi kovetkeztetésre juthatunk. Ez a P, pont tehat olyan pont, amelyikbdl a
haromszog mindegyik oldala 120°-0s szog alatt latszik, valamint egy hegyesszogi
haromszognek a csiicsoktol vett tavolsagdsszege ebben a pontban minimalis. Az
ilyen tulajdonsaga pontot a haromszog izogonalis vagy Fermat-féle pontjanak ne-
vezzik.
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A feladat tovabbgondolasa. Adott konvex négyszogben van-e olyan pont, amelynek
a négyszog csicsaitol vett tdvolsagosszege minimdlis?

Megoldas. Ennek a feladatnak a bizonyitasahoz elég felhasznalnunk a haromszog-
egyenlGtlenséget. Ahogyan azt a 12. &bra és az Abral2.ggb szerkesztés is mutatja,
a cstcsoktol vett tavolsagosszeg a PA+PB+PC+ PD 6sszegnek felel meg. Huazzuk
be a négyszog atloit, legyen az 4tlok metszéspontja P’. A haromszog-egyenlStlenség
teljesiil az APC a-ben és a BPD a-ben, ez alapjan AC = PPA+ P'C < PA+ PC,
és BD = P'B+ P'D < PB + PD. Azaz a kérdéses Osszeget alulrol becstilve
PA+PC+PB+PD > P' A+ P'C+ P'B+ P'D. EgyenlSség akkor és csak akkor
lehetséges, ha a P és P’ pontok egyebesnek, ekkor a PA+ PB + PC + PD 0sszeg
minimalis értéke az atlok osszege, azaz AC + BD = P’A+ P'C + P'B+ P’ D, ahol
P’ az atlok metszéspontja.

13. abra

3. Erdés-Mordell egyenlétlenség

Feladat. Ha az ABC hdromszog belsejében levd P pont tdvolsiga a csucsoktdl p,

q, 7, az oldalaktdl x, y, z, akkor keressiik meg a EX9E"

tort minimdlis értékét!
r+y+z

Megoldas. Az elkésziilt Geogebra animécié (Abral3.ggb) alapjan megfogalmazha-
t6 sejtés szerint

pt+q+r
— >2, azaz +q+r>2x+y+2).
Tyt ptq (z+y+2)

A sejtés Erdds Pdltol (1913-1996) szarmazik, az elsé megoldast L. J. Mordell adta.
Tegyiik fel, hogy p, ¢, r rendre a P pontnak az A, B, C cstucsoktdl, x, y, z pedig a
BC, CA, AB oldalaktél mért tavolsaga, ahogyan azt a 13. Abra mutatja.

Segédtétel. ap > bz + cy; bq > cx + az; cr > az + bx.
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A bizonyitashoz tiikrozziik a B és C csicsot a BAC szog szogfelezGjére, a tii-
korképek C’, illetve B’, a P pont helyben marad. Ahogyan azt a 14. abra és az
Abrald.ggb szerkesztés is mutatja, az AB'C’ 5 oldalai most a tiikrozés tavolsagtar-
tasa miatt AC' = b, B'C’ = a és B'’A = ¢, tovabba a P pont tavolsaga B'C’, C' A,
AB' oldalaktol rendre z/, z, v.

Legyen az AB'C’' A A-hoz tartozd magassiga m,. Fz a szakasz biztosan nem
hosszabb, mint az A csticstol a P ponton at a B'C’ egyenesig vezets barmely ,at”,
azaz mg, < p+ 2, ezt mutatja a 14. abra is. Szorozzuk be a kapott egyenlétlenség
mindkét oldalat a-val, ekkor az am, < ap + ax’ egyenl6tlenséget kapjuk, ahol az
am, kifejezés pontosan az AB'C’a teriiletének kétszerese. Az AB'C’a teriiletét
azonban felirhatjuk az APC’, C'PB’, B’ PA haromszogek teriiletének osszegeként
is, igy az am, = ax’ + bz + cy < ap + ax’ egyenlStlenséget, majd az’ levonasaval
a bizonyitando6 ap > bz + cy Osszefiiggést kapjuk. Hasonlé médon a bq > cx + az,
cr > ay + bx egyenlStlenségek is belathatok.

A segédtétel egyenlGtlenségeit atrendezve juthatunk el a

b c c a
p=—z+ -y, q2 7T+ Sz, Tz -y+ -
a a b b c c

Osszefiiggésekhez. A kapott harom egyenlStlenség Gsszeadasa pontosan az Erd&s—
Mordell egyenlétleséghez vezet ugyanis

gx+%z+%y+ga:: (%+g)x+(§+%)y+ (g+g)z,

és mivel egy pozitiv szamnak és reciprokanak Osszege legalabb 2, ezért

b c
prqtr=>—z+-—y+
a a

c b c a b a
7+7)x+ (7+7)y+ (f—i-*)zZQ(x—Fy—i—z).
b ¢ a c a b

Az egyenl6tlenség két végét osszevetve kapjuk, hogy p+q+r > 2(z+y+ z), tehat
bebizonyitottuk az Erdés—Mordell egyenlGtlenséget.

Az egyenlGség egyik feltétele, hogy az oldalak és a reciprokaik Osszege ponto-
san 2 legyen, ez pedig csak a = b = c esetén teljesiil, azaz amikor a haromszog
szabalyos. Szabalyos haromszog esetén azonban a levezetésben szereplé ABC' és
AB'C’ haromszogek egybeesnek, igy az AP és az ' szakasz helyzete azonos az AP
és az x szakasz helyzetével. Tovabba m, akkor és csak akkor lehet egyenls a p + x
Osszeggel, ha P pont rajta van az m, szakaszon, és ugyanigy a P pontnak rajta
kell lennie az my, és m, szakaszokon is, azaz a B és C' pontokhoz tartozé magassé-
gokon is. Ebbdl kovetkezik, hogy egyenléség esetén a P pont csakis egy szabélyos
haromszog magassagpontja lehet.

p+q+r2(

Sugaregyenl6tlenség bizonyitasa az Erdés—Mordell egyenlGtlenség segitségével.
Az Erdés—Mordell egyenl6tlenség felhasznélasaval példaul a sugaregyenlStlenséget
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is igazolhatjuk. Legyen az ABCa koré irt kor O kozéppontjanak a haromszog
oldalaitol mért tavolsaga rendre x, y és z, ahogyan azt a 15. &bra is mutatja.
Jeloljiik tovabba a koriilirt kor sugarat R-rel. A bizonyitashoz felhasznéljuk a koz-
ismert Osszefiiggéseket, amelyek szerint © = Rcosa, y = Rcosf és z = Rcos~y
(bizonyitasa az Abral5.ggb animacioban megtalalhato). Ezek utan hasznaljuk
fel az ismert képletet (bizonyitdsa példaul megtalalhato [4]-ben), amely szerint
Rcosa+Rcos 8+ Rcosy = R+, ahol r a hdromszog beirt korének sugara. Helyet-
tesitsiink be R cosa, Rcos 3 és Rcos~y helyére x-et, y-t és z-t, igy x+y+2 = R+r.
A

14. abra 15. abra
Az Erdés-Mordell egyenlStlenség szerint pedig ha O a haromszog belsé vagy
hatarpontja, akkor mivel R a csticsoktol, x, y és z pedig az oldalaktol vett tavolsag,
ezért teljesiil, hogy R+R+R > 2(x+y+2) = 2(R+r), tehat 3R > 2R+2r. Ebbdl
pedig 2R levonasa utan megkapjuk sugaregyenlStlenséget, vagyis hogy R > 2r,
egyenlGség pedig csakis szabalyos haromszog esetén all fenn.
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