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Ronald Ross modellje a malaria terjedésére

DENES ATTILA

A Dbiologia, azon beliil is az él6lények egyedszaménak, népességviszonyainak
tér- és id6beli valtozasat vizsgald populaciddinamika a matematika legrégebbi al-
kalmazési teriiletei kozé tartozik: ha a Fibonacci-sorozatot — amely egy képzeletbeli
nytulcsalad névekedését irja le — szigoru értelemben nem is vehetjiik biologiai alkal-
mazéasnak, Edmond Halley 1693-ban sziiletett élettablazatait mar egyértelmiien a
matematika élettudomaéanyi felhasznalasanak tekinthetjiik. Az angol csillagasz Bo-
roszlo (Wroctaw) varosanak sziiletési és halalozasi adatait vizsgalva alkotta meg
tablazatat, mely megmutatja, hogy egy adott évben sziiletettek koziil hanyan ér-
nek meg egy bizonyos kort. A tablazatot életjaradékok aranak kiszamitasara is
felhasznalta. Nem sokkal kés6bb az elsd olyan matematikai munkak is megjelentek,
amelyek jarvanyos betegségekkel foglalkoznak: Daniel Bernoulli svidjci matemati-
kus a XVIII. szazad masodik felében annak a kockazatat vizsgalta, hogy egy adott
embernek érdemes-e magat megfertéznie a himl6é enyhébb lefolyédst betegséget els-
idézd korokozdjaval annak reményében, hogy a silyosabb kévetkezményt jarvanyt
taléli.

Napjainkban az egyik legszélesebb korben hasznalt modszert a fert6z6 beteg-
ségek terjedésének leirasara differencialegyenletes, in. kompartment- vagy rekesz-
modellek jelentik. Ez azt jelenti, hogy az adott jarvany terjedésének id6- és tér-
beli leirasahoz differencialegyenleteket hasznalunk oly médon, hogy a népességet
kiilonb6z6 osztalyokra (kompartmentekre) bontjuk a betegség egyes allapotainak
(pl. fogékony, lappango, fert6zs, felgyogyult stb.) megfelel6en. A modellt leird
differencialegyenlet-rendszerben szerepls ismeretlen fiiggvények ezeknek az oszté-
lyoknak a méretét adjak meg, az egyenletek jobb oldalan szerepl§ fiiggvények pedig
az egyes kompartmentek kozti mozgast irjak le: az osztalyok kozott pl. megbete-
gedés, felgydgyulas, kezelés utjan mozoghatnak az emberek.

Ronald Ross (1857-1932) az els6k kozott alkalmazott kompartmentmodellt egy
jarvany terjedésének vizsgalatara. Az Indiaban katonaorvosként dolgozd Ross a
malariat kutatta. Ez a betegség, amelyet a szinyogok altal terjesztett, a Plas-
modium nembe tartozé parazitdk okoznak, féleg a tropusokon fordul eld, millio
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feletti aldozatot kévetelve évente. Ross volt az, aki a parazitat megtalalta a ma-
lariasztinyogok nyalmirigyeiben, és sikeriilt madarakat mesterségesen megfertéznie
malariaval a szunyogcsipések altal. Ezzel bebizonyitotta, hogy a maléaria a szi-
nyogok csipésével terjed, nem pedig — ahogy korabban gondolték — a fertézott viz
fogyasztasaval. Ross eredményeiért 1902-ben orvosi Nobel-dijat kapott.

Bar Ross ravilagitott a moszkitok szerepére a maléria terjedésében, sokan két-
kedéssel fogadtak azt az allitdsat, miszerint a malaria kiirtasidhoz elegendd a szi-
nyogok szaméat csOkkenteni. A tudods ezért a matematikat hivta segitségiil, hogy
allitasait alatdmassza. Ross modelljében egy adott teriileten konstans népességet
és allando moszkitopopulaciot feltételezett, jeloljiik ezek létszamat N-nel, illetve
n-nel. Ross az emberek és a moszkitok populaciojat is két részre osztotta: fogéko-
nyakra és fertéz6ekre, ezeket jeloljiik S-sel és s-sel, illetve I-vel és i-vel (nagybetiivel
az emberek, kisbetiivel a moszkitok osztalyait). Az egyes osztalyok kozti mozgés,
illetve a fert&zés lehetséges utjait az 1. Abran szemléltetjiik. Mivel az Gssznépessé-
get mindkét esetben konstansnak tételeztiik fel, a valtozok szamat kettével csok-
kenthetjiik, hiszen a fogékonyak szamat kifejezhetjiik tigy, hogy az Gssznépességbdl
kivonjuk a fertéz6ek szamat.

020

1. abra. Ross modelljének folyamatabraja. Fehér szin jeloli az egészséges,
sziirke a fert6z6 kompartmenteket. Kor jeloli az emberek, négyzet a
moszkitok osztalyait. Folytonos nyil mutatja az osztalyok kézti mozgés,
szaggatott nyil pedig a fert6zések lehetséges utjait
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Ross két egyenletbdl allo differencidlegyenlet-rendszerében tehat a két ismeret-
len figgvény, I(t) és i(t) a malariaval fert6zott emberek, illetve moszkitok szaméat
adja meg a t id6pontban. Vezessiik be a b jelolést a moszkitok csipési gyakorisa-
gara; p, illetve p jelolje annak a valészintiségét, hogy egy szinyogcsipés alkalméval
a maléria atkeriil a sztinyogrol az emberre, illetve az emberrdl a szinyogra, at-
tol fiiggden, hogy melyikiik fert6zott; a-val fogjuk jelolni az emberek felgyogyulasi
ratajat, m-mel pedig a moszkitok halalozési aranyat.

Egy kis dt id6intervallum alatt minden fert6zott szunyog b dt embert csip meg,
akiknek (N —1TI)/N-ed része még nem fert6zott. A p atviteli valoszintiséget figyelem-
be véve bpi(N — I)/N ember fert6z6dik meg. Ugyanekkora id6 alatt a felgyogyulo
emberek szama al dt. Igy a fert6zott emberek, illetve moszkitok szaméra a kovet-
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kez6 egyenletrendszert kapjuk:
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Mivel a malaria a fert6zott orszagokban allandoan jelen van, Ross csak az egyenlet-
rendszer egyensiilyi helyzeteit vizsgalta, azaz azokat a pontokat, ahol a két popula-
cio, I(t) és i(t) egyarant konstans az id6ben. Az ilyen pontoknak az felel meg, ha a
két populécio valtozasat megadd jobb oldali fiiggvények mindegyike 0-val egyenld.
Az

I
Osz(n—i)ﬁ—mi

algebrai egyenletrendszert megoldva kénnyen lathato, hogy van egy betegségmentes
egyensily, amelyben mindkét fert6zott valtozo értéke 0. Szamunkra ennél érdeke-
sebb az az egyensilyi helyzet, amelynek mindkét koordinataja pozitiv:

7= 1 —amN/(b*ppn)
1+ aN/(bpn)
1 —amN/(b*ppn)
1+ m/(bp)

1=n

Ezt a két egyenletet az Ii szorzattal elosztva a
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lineéris egyenletrendszerhez jutunk, melynek valtozoi 1/1 és 1/i. Mivel most olyan
egyensilyi helyzetet kereslink, amelynek mindkét koordinataja pozitiv, I > 0-nak
és i > 0-nak kell teljesiilnie. Az el6bbi rendszerbdl kénnyen észrevehetjiik, hogy ez
csak akkor teljesiilhet, ha a moszkitok szama egy kritikus érték felett van, ponto-
sabban

Mindebbdl Ross azt a kovetkeztetést vonta le, hogy elegendd elérni, hogy a szi-
nyogok szama ez ald a kritikus szam alé csokkenjen, hiszen ekkor nincs pozitiv
egyenstlyi helyzet, vagyis a malaria eltiinik.
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Elméletének alatamasztasara Ross a valdosdgnak megfelels paraméterekkel vizs-
galta a modellt. Feltette, hogy a moszkitok mortalitasa akkora, hogy tiz nap utan
csak egyharmaduk van életben, vagyis m = (log 3)/10/nap, az emberek fele pedig
harom hénap utéan is fert6zott: a = (log2)/90/nap, b értékére pedig log(8/7)/nap
becslést adta. Feltette tovabba, hogy a fert6zott moszkitok a megfertézédést ko-
vet§ elsG tiz napon altalaban még nem terjesztik a betegséget. Mivel a moszkitok
harmada marad életben tiz napig, Ross feltette, hogy az Gsszes fert6zott moszkito-
nak koriilbelill egyharmada fert6z6, azaz p = 1/3, valamint p = 1/4. Ezeknek az
adatoknak a felhasznaldsaval Ross ki tudta szamitani a fert6z6tt emberek aranyat,
I/N-t az n/N arany, azaz a moszkitok és az emberek aranyénak fiiggvényeként.

Eredmeényeit a 2. abra segitségével mutatjuk be.
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2. abra. Az I/N arany az n/N arany fliggvényében

Az abrat vizsgalva észrevehetjiik, hogy a fert6zott emberek aranya méar akkor is
50% f6l6tt van, ha az n/N arany alig haladja meg a kritikus n* /N aranyt, viszont
egyre kevésbé valtozik, ha az n/N aranyt tovabb noveljiik. Ez megmagyarazza,
hogy a moszkitok szama és a malaria jelenléte kozti Gsszefliggést miért nem vették
észre korabban. Ross azt is megfigyelte, hogy a kritikus n*/N érték nagyon érzé-
keny a b paraméter valtoztatasara, ez viszont nem befolyasolja jelentGsen a gorbe
alakjat.

A Ross altal felfedezett n* kritikus érték jelentésének megértéséhez tekintsiink
egy fert6z6 embert, akit bevezetiink egy teljesen malariamentes ember- és sziinyog-
populacioba. Egy ilyen ember atlagosan 1/a ideig marad fert6z6. Egységnyi id6
alatt atlagosan an szinyog csipi meg, vagyis 0sszesen %
fert6zd, ezt a fertézés p valoszintiségével szorozva kapjuk, hogy egy ilyen ember

szunyog csipi meg, amig

atlagosan bpn/(aN) moszkitot fert6z meg fert6zésége teljes ideje alatt. E fert6zott
moszkitok mindegyike 4tlagosan 1/m ideig él, 2 embert csip meg és bp/m embert
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fert6z meg. Az els6 ember altal megfert6zott moszkitok altal megfert6z6tt emberek
szama Osszesen az el6zd két szam szorzata, vagyis
R, = PP

amN
Ez az Ry szam az egy fertéz8 embertsl szarmazo masodlagos fertézések szama.
Az id6ben folytonosan zajlo fertézési folyamatra egymast kovets generaciokként is
gondolhatunk. A malaria akkor tud elterjedni egy populacioban, ha Rg > 1, ez a
feltétel pedig ekvivalens az n > n* feltétellel.

A reprodukcids szamra adott képletbdl jol 1athato, hogyan cstkkenthetjiik an-
nak értékét: a szamldloban szereplé paramétereket csokkenteniink, a nevezdben
lévsket novelniink kell. Tehat a reprodukcios szam csokkentésére megfelel, ha csok-
kentjiik n-t és noveljiik m-et, vagyis irtjuk a sztinyogokat, vagy pedig csokkentjiik
a csipések szamat, ami szinyogriasztok, megfelels 6ltozet segitségével lehetséges.
Gyogykezeléssel lerovidithetjiik a betegség idStartamat, vagyis novelhetjik az a
paramétert.

Ross modelljét a késébbiekben szamos kutatd tovabbfejlesztette. Macdonald
1957-ben egy 1j osztalyt vezetett be a moszkitépopulacioban: a latensek osztalyat,
ugyanis a betegséget okozd parazita kb. tiz napot tolt a moszkitd szervezetében,
és a moszkité fert6zGségének kialakulasahoz sziikséges idGtartamot Ross nem vette
figyelembe. Anderson és May 1991-ben a modellt Gjabb osztallyal egészitették ki:
az emberi populéciéban is bevezették a latens osztalyt, ugyanis az emberben kb. 21
nap sziikséges a betegség kialakuldsdhoz. Mind a Macdonald-, mind az Anderson—
May-modell esetén a lappangési idGszak figyelembe vétele csokkentette a fertézé
osztalyok hossza téavi prevalencijat.

Szamos egyéb tényezét is figyelembe vehetiink, ha a modellt pontositani, valé-
szerlibbé tenni szeretnénk. A fogékonysag fligghet a kortol és a nemtdl, pl. Afri-
kaban a legtobb, malaria okozta halaleset 6t évnél fiatalabb gyerekeknél torténik,
mig az id&sebb korosztaly a betegségnek vald folyamatos kitettség kovetkezménye-
ként részben immunissa valik. Anderson és May korstrukturalt modellt allitottak
fel. Aaron és May az Rj osztaly bevezetésével az immunis népességet modellez-
ték. A gyogyszereknek ellenéllo parazitak megjelenésével fontos megkiilonboztetni
a rezisztens, illetve nem rezisztens torzsekkel fertézotteket. Miutan a moszkitok
szaporodésa fligg a hdmérséklettsl, csapadéktol, a kornyezeti tényezdk figyelembe
vétele is tovabbi lehetGség a modellek pontositasara.

Ross erésen szorgalmazta a matematika minél szélesebb kort alkalmazasat a
jarvanytanban, errél a kovetkezdket mondta:

Tulajdonképpen minden jarvanytani kérdést, amely egy betegség 1dd- vagy térbeli
vdaltozdsdt illeti, akdrhdny vdltozét is tartalmazzon, matematikailag kell megkize-
liteni, amennyiben egydltaldn tudomdnyosan kell megkozeliteni. Kijelenteni, hogy
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egy betegség bizonyos tényezdktdl figg, dnmagdban még nem sok, amig becslést nem
tudunk adni arra, hogy az egyes tényezdk milyen mértékben befolydsoljik a végered-
ményt. Es a matematikai mddszer valdjdban nem mds, mint a vizsgdlt problémdval
kapcsolatos koriiltekintd érvelés alkalmazdsa.

A tudos kivansaga valora is valt, hiszen ma mar talan nincs is olyan betegség,
amelynek terjedésére ne sziiletett volna matematikai modell, lehetévé téve, hogy a
matematika is segitse a jarvanyok elleni kiizdelmet.
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