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Egy négyzetgyokot kozelité rekurziv algoritmus

PAPP ZSOMBOR, TREMBECZKI CSABA

Bevezetd

Papp Zsombor, a Kaposvari Téancsics Mihdly Gimnazium tanuloja a kovetkezdt
irta fel nagybetiikkel egy ragyogd, napsiitéses napon, a 2017-2018-as tanév utolséd
el6tti matekorajan a 22-es terem tablajara:

ant1 = (k= Day, + kb,
b1 = an + (k—1)b,

Kérds tekintetemre széban annyi kiegészitést tett, hogy a két kezdd érték, ag és by
lehet barmi, csak egyszerre ne legyenek 0 (a telefonjan gyorsan negativ értékeket
is kiprobaltunk). Tovabba ha elosztja ket egymassal, a keletkezd a,, /b, tortek
sorozata v/k-hoz tart. (Még egy Csaba bdcsi is elhangzott, de ettdl most tekintsiink
el.) Neki az volt a kérése, hogy bizonyitsuk be ezt a konvergenciat — nekem pedig
az, hogy ugyan mesélje mar el, mégis hogyan jutott erre.

(a+2b)+2(a+b)

b a+2b b
\/

- ——
-

a+b

»Egyik este néztem egy Mathologer videdt [1], amiben geometriai iton bizonyi-
tottdk, hogy v/2, /3 nem lehet két egész hanyadosa. Elgondolkodtam a geometriai
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mddszer dtirdsdn gy, hogy bdrmilyen szdmra mikodjon. Aznap este mdr nem, de
mdsnap a buszon ijra elévettem a papirt, és kisérleteztem. A \/2 négyzetekkel va-
10 igazoldsdndl eqy a és két b oldali négyzetbdl kitndulva a kovetkezd lépésben egy
a+2b és két a + b oldalii négyzetet kapunk. A \/3 esetén 2a + 3b és a + 2b oldali
hdromszogeket haszndlunk. Ekkor gondoltam a tdbldra irt sorozatokra. Nekidlltam
szdmolni, a teszteléshez csindltam egy tabldzatot a szdmitégépen. Nagyon oriltem,
amikor ldttam, hogy nagyobb szdmokra is szépen kozelitenek.”

Mit tehet az ember, ha ez fogadja a tanterembe lépve a nyari sziinet kapuja-
ban? Hat el6szor is megvakarja a fejét, aztan elonti a boldogsag, aztan ezek atfedve
kovetik egymast hosszabb-révidebb idgintervallumokban. Igen am, de hogyan bizo-
nyitsuk, hogy a Zsombor altal felirt kettds rekurzio tényleg vE-t kozeliti? Az elsé
matematikaval kapcsolatos gondolat a rekurzi6 atirasa explicit alakba: a kapott so-
rozat vizsgalata talan mar nem okoz nehézséget. Rekurziot generdtorfiggvényekkel
tudunk explicit alakba frni [2]. Otletként felmeriilt, hogy bizonyitsuk a konvergen-
ciat a sorozatokra vonatkozo tételekkel, de elvetettiik, mert a vizsgalt példakban a
kozelits sorozatok hol mutattak monotonitast, hol nem (s6t, a konvergencia sem
volt minden esetben egyértelmi). Most, a cikk letisztazasakor mar latjuk, hogy ez
az ut milyen feltételekkel jarhato.

Irasunkban némi elokészités utan mindkét modszert bemutatjuk. Eldszor a
sorozatokra vonatkozo tételekkel, majd generatorfiiggvényekkel vizsgaljuk meg a
kérdést.

ElGkésziiletek
Az altalunk vizsgélni kivant rekurzi6 a kovetkezs:

ag=a; byg=0b; any1 =k —1Dan+kby; bpy1=an+ (k—1)by,

ahol a,b € R és nem egyszerre 0, illetve tetszéleges k € RT (k # 1). A kérdés, hogy
limy, o0 92 = Vk?

Irjuk fel elgszor a tortet és alakitsunk rajt egy kicsit, bevezetve a tortes alak
helyett egy linearist.

anﬂ_(k—l)an+kbn_(kfl)z—ﬁk_(k—l)cﬁk_c
bni1  an+(k—Dby =+ (k-1) ct+(k-1) "

Tételezziik most fel, hogy c¢,, sorozat tart valahova, jel6lje hatarértékét A. A konver-
gens sorozatokkal végzett mtiveletekre vonatkozé tételek alapjan az utolsd egyen-
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16ség két oldalanak hatéarértéke:

(k—1)A+k

A+ (k-1) =4

(k—DA+k=A>+A(k—-1)
Vi =14

Tehat ha tart valahova a sorozat, akkor csak és kizarolag vk vagy (—vk) lehet a
hatarértéke.

Figyeljitk meg, hogy a (k—1) A tag kiesik az atalakitas soran. Visszafelé olvasva
latjuk, hogy a (k — 1) egyiitthato helyére mas valos szam is frhato, a konvergen-
ciat elvileg a csere nem befolyasolja. Irjunk hat az egyiitthato helyére valamely p

konstanst:
pen + k

cntp
Ez a sorozat az eredetileg vizsgalt sorozat altalanositasa. Helyettesitsiink most
konkrét szamokat a k, ¢y és p paraméterek helyére! A tablazat minden példaja-

ban k = 9. A c¢), e), g) sorozat egész értékei valoban egész értékek, a tobbit a
tablazatkezeld kerekitette a cella mérete miatt.

Cn+1 =

klplc| a c2 c3 cq cs C6 cr cs Co c10
a)|9]| 5|10 3,9333]| 3,209 |3,0509]|3,0126|3,0032|3,0008|3,0002 3 3 3
b)[9] 4 | 2 |2,8333|2,9756 |2,9965 |2,9995 | 2,9999 3 3 3 3 3
c)|9] 3| 8 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
d)|9| 2 |10 |2,4167|3,1321|2,9743|3,0052 | 2,999 |3,0002 3 3 3 3
elolo] 5] 1,8 5 1,8 5 1,8 5 1,8 5 1,8 5
£)19]—1(100|—0,919|—5, 168|—2,297|—3,427|—2,807|—3,101|—2,951|—3,025|—2,988|—3, 006
9)|9|—3| 12 -3 -3 -3 -3 -3 -3 -3 -3 -3 —3
h)9]—5 2 0,3333|-1,571|-2,565| -2, 885|—2,971|—2,993|—2,908| —3 | -3 | -3
i)[9|—6| 8 | —19,5 |—4,941|—3,532|—3,168|—3,055|—3,018|—3,006|—3,002|—3,001| —3

A kovetkezd sejtéseket fogalmazhatjuk meg.

— Ha |p| > [Vk|, akkor ¢, sorozat szigortian monoton tart (co v/k-hoz viszonyi-
tott nagysagatol fiiggden néve vagy csokkenve) v/k-hoz vagy (—v/k)-hoz, p elgjelétsl
fliggen.

~ Ha |p| < |V/k|, akkor ¢, sorozat ,ugralva” tart (co v/k-hoz viszonyitott nagysé-
gatol fiiggden néve vagy csokkenve) v/k-hoz vagy (—v/k)-hoz, p eljelétdl fiiggden.

— Ha p = 0, akkor a sorozat két értéket valtogat.

~Ha |p| = |V/k|, akkor ¢, sorozat konstans v'k vagy (—v/k), p elGjelétdl fiiggGen.
Utobbi két sejtés konnyen igazolhato, ezek bizonyitasat az Olvaséra bizzuk.

Zsombor szandéka szerint a sorozatnak vk-t kell kizeliteni, ezért szoritkozzunk
ap > 0 esetekre. Rogton adodik, hogy az eredeti koncepcioban a (k—1) egyiitthato
csak akkor teljesiti ezt, ha k > 1, az eredeti forma csak ebben az esetben tarthato.
A tovabbiakban az altalanositott format hasznaljuk.
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Bizonyitani harom esetet kell, mi koziiliik az 1)-t részletezziik. A 2) eset hason-
loan adodik, 3)-at pedig paros és paratlan tagu részsorozatokra bontva ugyanigy
vizsgalhatjuk.

1) Hap > Vk és ¢y > VE, akkor a sorozat monoton csokkenve konvergal v/k-
hoz.

2) Ha p > Vk és ¢y < Vk, akkor a sorozat monoton noévekedve tart vk-hoz.

3) Ha 1 < p < V/k, akkor a sorozat ,ugralva’ konvergal v/k-hoz.

l. bizonyitas — A ¢,, sorozat monoton és korlatos

Az 1) esetben feltételezziik, hogy p > vk és ¢g > Vk. Alkalmazzunk teljes induk-
ciot.

1. Tudjuk, hogy ¢y > Vk.

2. Tegyiik fel, hogy valamely n-re ¢, > Vk.

3. Induljunk ki az indukcios feltevésbél, szorozzuk mindkét oldalt p — vk > 0
kifejezéssel:

en(p— VE) > VE(p — Vk)
k +pcn >p\/E+Cn\/E

k+
Cn+1: Pln >\/E
pP+cn

Tehét igazoltuk, hogy minden n-re ¢, > vk, azaz a sorozat alulrol korlatos.
Most induljunk ki abbél, hogy ¢, > vk. Mindkét oldalt négyzetre emelve,
majd pc,-t hozzdadva a relacié nem valtozik:

2+ pey >k + pey,

Ezzel azt is bizonyitottuk, hogy a sorozat szigorian monoton csékken.

Végiil felhasznaljuk, hogy monoton csékkend és alulrdl korlatos sorozat konver-
gens. Tehat a sorozat valoban konvergens. Korabban lattuk, hogy a hatarértékre
csak ¢, — vk adodhat. A tobbi esetet hasonléan bizonyithatjuk.

Il. bizonyitas — Generatorfiiggvények

11/1. Bevezetés. Legyen adott ag, a1, ag, ... valds szamsorozat, ez meghatarozza
az
aoxo + alxl + a2x2 + a3x3 + -
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hatvanysort. Mivel az egytitthatok adottak, ezért a kifejezés az x-nek, mint valto-
zonak fliggvénye. Feltessziik, hogy a sor konvergens, legalabb egy (—R; R) inter-
vallumon. Megforditva, ha adott a hatvanysor, mint fiiggvény, akkor az generdlja
az ag, a1, Ao, ... sorozat tagjait. Ezért az

oo
a(z) = apz® + ayxt + agx® +azaxd 4 - = Z anx" = Z apx"
= neN
hatvanysor Osszegét, amennyiben az konvergens, generdtorfiiggvénynek nevezziik.
A konnyebb kezelhetGség érdekében kiterjeszthetjiik a definiciot akar minden egész
szamra is (ilyenkor a; = 0, ha i < 0):

= g anpx”.

Sok esetben ismert formulak és elemi atalakitasok segitségével meg tudjuk hata-
rozni az Osszegét. Ilyen eset az, ha minden a; egyiitthato 1 és |z| < 1. Ekkor a
hatvanysort végtelen mértani sornak nevezziik, 6sszege

S:1+x+x2+x3+---:Zx":
neN

Ebbdl levezethets, hogy ha |z| < 1, akkor

O S=dtdo+da®+da®+-- =) da" =d(l+a+a"+a2°+-)
neN

:de =dS = di

Tovabblépve (feltessziik, hogy |cz| < 1):

(I) 8" =14cx+cPa? +c3a® 4+ = Zc =1+ (cx) + (cx)? + (cx)® + -
neN
_Z C$ _
S 1l—cz’
neN
(1) 8" =d+dcx + d(cx)? + d(cx)® + - = d[l + cx + (cx)* + d(cx)® 4 - -]
1
— d n — .
Z (cx) d1 o
neN

Az (I) esetben a ,generalt” sorozat az a; = d, a (II) esetben a; = c?, a (III) esetben
pedig a; = dc'.
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Forditsuk végil meg a dolgot: ha ldtunk egy kifejezést, amely uﬁ alaki és
lvy| < 1, akkor fel tudunk irni egy olyan u+u(vy) +u(vy)? +u(vy)® +- -+ hatvdny-
sort, amelynek pontosan ez az 6sszege.

Es ez utébbi fontos nekink: ha ki tudjuk fejezni a rekurzidhoz tartozdé generd-
torfligguényt zdrt alakban, akkor abbdl felirhatjuk a hatvanysor egyiitthatdit is zdrt
alakban: uv'.

11/2. A rekurzié atirasa. Ha a,b € R, a, b nem egyszerre 0, k € RT tetszéleges és
p a legegyszertibb p = 1, akkor az alabbi

ag=a; bo=b; any1=an+kby; bpr1=a,+b, (n=0,1,2,...)

rekurzioval megadott sorozatra teljesiil, hogy lim, o 7= = Vk.
Mivel k = 1-re a tortsorozat azonosan 1, ezért ezt az esetet a tovabbiakban
nem vizsgaljuk. Nézziink meg par n értéket tetszsleges a + b # 0 valds szamokra,

miel6tt igazolnank az allitdsunkat.

n |0 1 2 3
an | a | a+kb| (k+1)a+2kb| (3k+ 1)a+ k(k + 3)b
by |b| a+b | 2a+(kK+1)b | (k+3)a+ (3k+1)b

Most kialakitjuk az = hatvanyokkal szorzott Osszegeket, csak két kiilon sorozatra:

Zanx” :xZanx"—i—kabnx”—i—a; anx" = mZanx"+benw"+b.

neZ neZ nezZ nez nez nez

Ismét vezessiik be a generatorfiiggvényeket, legyen a(z) = ZnEZ anz® &s b(z) =
Enez bpx™. Ezzel az

a(x) = za(z) + kab(z) + a;  b(x) = za(x) + zb(z) + b

formulakhoz jutunk. Tekintsiink az el6z6 két kifejezésre, mint egyenletrendszerre,
melyben a(x) és b(x) a két ismeretlen. Oldjuk meg! A méasodik egyenletbdl talan
egy fokkal kénnyebb kifejezni b(x)-t:

Adodik egy feltétel = alkalmassagéra: = # 1. Az els6 egyenletbe helyettesitve
kapjuk, hogy

a(z) = za(z) + ke ( b, m(x)) +a

1—2x 1—=x
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Ebbdl a(x)-re rendezve

ka? ] kbx
= =+ R

1—x
a — ax + kbx a+ (kb—a)x

) = T —ke? T T Ra? 2241

alz) [l—x—

1—=z

adodik. Ha visszahelyettesitiink b(x)-be, az alabbiakra jutunk:

b x o (z) = b 4" a+ (kb—a)zx
l—-z 11—z l-2z l1—z(1l-k)a?2-2z+1
b(l—k)a? —2bx +b+axr+ (kb—a)z?  bx? —br+b— bz + ax — ax?
- (1—2)[(1- k)22 —2z+1] T Q-o)Q-k22-22+1
(1 —z)[ax + b— bx] B ar +b—bx

1-2)[1-k)a2-22+1] (1-k)z2-2z+1

b(x)

Osszesitve az eredményinket az

a4 (kb—a)z __ bt(a-b)
a($>_(1—k)z2—2x+1’ (x)_(lfk)m2*2x+1

formaba irhatjuk fiiggvényeinket. Alakitsuk szorzattda a nevezét! Ujabb feltételt
kapunk x-re, hiszen a nevezdében szereplé méasodfoku kifejezésre
4—41—k) 2£2vk  1+Vk

2+
T2 # 2(1— k) T21—-k)  1-k’

ahonnan x; # ﬁ; To # ﬁ A nevezd igy

(1—k)z? — 2z 4+1=[(1 +Vk)z - 1][(1 — VE)z — 1],
ami alapjan
o) = a+ (kb—a)x o
[(1+VE)z — 1[(1 ~ V&) — 1]

Kovetkezzen a(z) tortekre bontéasal

() A n B
a\xr) = ’

A+vVE)r—-1 (1-vVE)z-1
ezért Osszegiikben az x Gsszevont szorzotényezGje megegyezik (kb — a)-val, a kons-
tans tag pedig a-val egyenls. Bel6liik ismét épithets egy egyenletrendszer, melyben
A-t és B-t keressiik:

b+ (a—b)x
[(1+VE)z = 1[(1 = VE)z — 1]

b(x) =

A+B=—a
A+B+(B—-AWVk=kb—a’
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megoldasa B = WET_“ és A= —WE%. Hasonléan

C N D
A+vVE)z-1 (1-Vk)z-1

b(z) =

amelybdl a
C+D=-b
C+D+[D-CWk=a—b’
egyenletrendszer megoldasa D = azi\k/% 6s C = —atbV/k
Eddigi eredményeink segitségével fel tudjuk irni a(z) és b(x) hatvanysorainkat
mas, zart alakban.

a(a) = A N B
(14 vVEz—-1 (1-VEaz-1
7a+b\/E 1 Jrafb\/E 1

2 1-Q0+Vk)e 2 1-(1-Vk)e

b(x) = ¢ + D
S (A+VE)z-1 (1-VEkz-1
a+ bk 1 Wk —a 1

2k 1—(1+\/E)x+ Wk 1—(1—-Vk)z

Hatvanysor-forméba visszairva:

a(z) = a+2b\/E[1+(1+\/E):c+(1+\/E)2x2+...]+

a— bk
2

+ 1+01—-VE)z+(1—-VE)2®+--]
a+b\/E+a—b\/E+(a+b\/E)(1+\/E)+(a—b\/E)(1—\/E)x+

2 2
(a+bVE)1+VE)? + (a —bWk)(1 —VEk)? ,
+ 5 T+
(a+0vVE) 1+ VE)? + (a — bVE)(1 = VE)®
+ 5 34,

ami azt jelenti, hogy az a(z) hatvinysorban az egyiitthatok alakja:

o = (@t VE) A+ VE)" + (o = bVE)(L = VE)"
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Elég bonyolultnak tinik a kapott formula. Tényleg elGallitja azokat a szamlalo-
kat, amiket a rekurzié meghataroz? Ellenérzésképpen helyettesitsiink be 0,1,2,3
szamokat n helyére: az

ag=a; a=a+kb; as=(k+1)a+2kb; a3=3k+1a+k(k+3)b

értékeket kapjuk, ami megfelel az elején kiszamolt szamlalok értékeinek. Miikodik!
A fenti atalakitasokat b(x) hatvanysorra is elvégezve a szerepld egyiitthatok

Wk +a)(1+ VE)" + (0Wk —a)(1 — VE)"

2Vk '
Ezt ismét ellendrizve, n = 0,1, 2,3 esetén az eredeti tablazatban kiszamitott érté-
keket kapjuk.

11/3. A konvergencia bizonyitasa. Miutan elgallitottuk a rekurzivan felirt
hanyados-sorozatunk szdmlaloit, nevezsit, vizsgaljuk meg magét a tortet! Az at-
alakitasok kozben emlékezziink ra, hogy a, b, k megfelelg konstansok és n — oc.

an _\/%(a+b\/g)(1+\/g) Wk) (1 — VE)"

+(a—
b (OVE+a)(L+ VR + 0VE - a) (- V)"
\/Ea—i—b\f—l-(a—b\f)(l f)
b\/EJraJr(b\/Efa)(H%)

by =

Tudjuk, hogy ¢, sorozat konvergens és 0-hoz tart, ha |¢| < 1. Tekintsiik a pozitiv
nevezGjui tortet:

1-Vk
1+Vk
“1-Vk<1-VEk<1+Vk

-1< <1

Az els6 egyenlStlenség biztosan teljesiil, hiszen —1 < 1. A masodik esetén

. . , . L . 1,\/E . 17\/E n
—Vk < vk, ami szintén teljesiil. Tehat mivel |m| < 1, ezért (m) —0. A

konvergens sorozatokkal végzett miiveletekre vonatkozo tételek miatt

lim —= =k lim a+bf+(a_bf)(1+f>
= Vi i, WE+at Wk —a) (22)"

~ atbVE+(a—bVE)-0
_\/Eb\/E—Fa—F(b\/%—a)ﬂ_\/E
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ami tételiink &llitasat bizonyitja.
Nyugodt szivvel kijelenthetjiik, hogy Zsombor algoritmusa valéban v/k-hoz kon-
vergal, mégpedig (a feltételeken beliil adott) a és b értékétsl fiiggetlendil.

A hatvanysoros szamolas hosszabb és nehezebb volt, mint a monotonitas és
korlatossag vizsgalata. Azonban tobbet is kaptunk eredményiil: az els§ szakasz-
ban csak a ¢, tortek sorozatanak egyes tulajdonsagair6l tudtunk nyilatkozni, most
viszont az n-edik tag pontos képletét is megkaptuk.

Végszo6

Tegyiink egy kis kitekintést: vegyiik a rekurziot leird, R \ {—p} halmazon értel-
mezett f(z) = % fiiggvényt, melyre © = ¢, esetén f(x) = c,41 barmely n
indexre. Matematikai szakzsargonnal élve iterdciot végziink, ha alkalmas xy-bol
kiindulva, a fiiggvénybdl kapott értéket djra és Gjra visszahelyettesitjiik. Most ez-
zel a modszerrel megkapjuk a sorozat tagjait: co = xg, ¢1 = f(z0), c2 = f(f(0)),
cs = f(f(f(zo))) stb. Figyeljik meg: f(vk) = Vk. Ezt gy nevezziik, hogy
=k az f(z) figgvény firpontja. (Altalaban, f : D/ — R fiiggvénynek xo € D/
fixpontja, ha f(xzg) = xo).

Az immar bizonyitott konvergencia gyonyortien lathatova valik, ha szamitogé-
pen megjelenitjiik. Az aldbbi két Abran az x( kiindulasi értékbdsl iteralva hataroz-
zuk meg a fixponthoz tarté sorozatot. Szépen lathato, hogy p > Vk; zo < Vk = 2
esetén szigortian névekvs sorozattal, 0 < p < vk esetben ,ugralva” tartunk a 2
fixponthoz. A kialakulé abrat az iteracio pokhdlo-diagramjinak nevezziik.

i i

Il
x

f(x)

flx)

+ . : : "
¢ 7 i i 1y iz @ i 3 3 % 5

k= =005 |p=[1 Start kSd =05 |p=F (iSlady

K6szénetnyilvanitas. Szeretnénk koszonetet mondani a cikk lektoranak, aki na-
gyon hasznos megjegyzésekkel jarult hozza irasunk végsé forméjahoz.
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sualising irrationality with triangular squares cimd vide6rol van szé.
https://www.youtube. com/watch?v=yk6wbvNPZWO.

[2] Ronald L. Graham — Donald E. Knuth — Oren Patashnik, Konkrét Matematika,
Miiszaki Konyvkiado, 1998, 1422 old.
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