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Egy érdekes egyenletrendszer

RETKES ZOLTAN

Bevezetés

Az egyenletrendszerrel még Edinburghban, a National Library olvasétermében ta-
lalkoztam, ahol forrasok és kapcsolatok utan kutattam éppen. Igy talaltam ra
Stephen Siklos, Advanced Problems in Core Mathematics: Preparing for Univer-
sity cimi egyetemi elGkeszit6 feladatgytijteményére, ami online elérheté olvasasra
és szabad letoltésre. Mindig kedveltem az elemi problémakat sokszintiségiik és ins-
pirativ hatasuk miatt. Ebben a gytjteményben mar a masodik kidolgozott prob-
léméanal megragadt az elmém és elkezdtem elemezni, Gjabb és Gjabb megkdzelitési
lehetGségeket taldlva. A probléma a kovetkezd:

Kidolgozott feladat. Az x1,29,...,2,, (n > 3), pozitiv szdmok kielégitik az
1 1 1 1
=14+ —, 2o=14—,.. 2y 1=14+—, 2, =14+ —
Zo €3 T X1

egyenleteket. Mutassuk meg a kovetkezdket

i) z1,22,...,2n > 1,
se _ _x32—x
i) @y —wp = — 528,

és hatdrozzuk meg x1 értékét.

A cikkben a tovabbiakban KF-ként fogunk hivatkozni a fenti problémara. Hogy
miért is érdekes a fenti nemlinearis rendszer? A tovabbiakban ki fog deriilni, hogy
KF 6sszekoti a matematika hat teriiletét, amint azt a sematikus 1. abra szemlélteti,
[2]-ben a szerz6 elemi algebrat hasznalva szorzatta alakitassal bizonyitja (iii)-t és
adja meg x; értékét. Ezt a bizonyitast kissé tomoritve fogom bemutatni az 1.)
fejezetben, mivel Siklos professzor igen részletes magyarézattal latta el a megoldast,
segitve ezzel a didkokat a gondolkodasi stratégiajuk fejlesztésében.
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1. abra. F6 kapcsolodasi teriiletek

A ko6z0lt megoldas utan egy postmortem fejezetben tovabbi részletes stratégiai
elemzés talalhato, amitdl itt eltekintiink, majd felvazol - mintegy utoiratként - egy
Fibonacci sorozatot hasznalo otletet, amit teljesen kidolgozott forméajaban a 2.)
fejezetben mutatunk be. A 3.) fejezetben megmutatjuk, hogyan alkalmazhato a
Banach-Caccioppoli tétel KF megoldéséra, illetve ez a fejezet mar atvezet a 4.)
fejezet szimultan approximacios megkozelitésére, melynek keretében bemutatunk
egy érdekes, az iteracids sorozat altal generalt vizualis modellt. Végiil a rovid, &m
elegans 5.) fejezetben egy lanctorteket hasznalé "egysoros" bizonyitassal fejezziik
be a cikket.

1. Algebrai bizonyitas

Ebben a fejezetben és a kovetkezs fejezet els6 bekezdésében megtartottuk a szo
szerinti forditas stilusat és szohasznélatat azzal a szandékkal, hogy az olvasd az
egész konyv hangulatardl képet kaphasson.

,Ugy gondolom, el6szor a legutolso allitast fogom hasznalni és lassuk mi torté-
nik. Tegyiik fel, hogy x1 = zo = - - - = x,, = x. Ezt helyettesitve barmely egyenlet-

beazx =1+ % egyenldséget kapjuk, ami ekvivalens az 2
145

2
feladat kittizésébdl kovetkezen egy megoldast varunk). Lathatoan 1_2‘/5 < 0, ami
ellentmond az x; > 0 feltételnek. (Nem az (i)-beli allitasnak! Azt még hasznalni
fogjuk késsbb). Egyediil (iii)-t hasznaltuk x; kiszamitasidhoz, igy arra szamitha-
tunk, hogy vagy (i) A(il) = (iii), vagy pedig (i)= (ii)= (iii). Nem feledve, hogy
x; > 0 minden 7 indexre, lathatoan (i) nyilvanvalo. Mivel x5 > 0, igy 1/x9 > 0 és
az x1 = 1+ 1/x9 egyenlet mutatja, hogy x1 > 1 és hasonléan zs, ..., z,. Tekintsiik

— 2 — 1 = 0 masodfoku

egyenlettel. Innen x = ami két lehetséges értéket ad (annak ellenére, hogy a

most (ii)-t. Az itt szerepls egyenletben x1,x9 és x3 szerepelnek, igy bizonyosan az
els6 két egyenletet kell majd hasznalnom az egyenletrendszerbél:

1 1
=14+ —, zo=14 —
xTo I3
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Mivel x1 — zo-re vagyok kivancsi, nézziik mi torténik, ha kivonom a két egyenletet
egymésbol:

1 1 1 1 3 — —x:
(1) $1—$2=<1+)—(1+>=—:m3 T2 R %

T2 €3 ) x3 T2T3 T2T3

Ugy tiinik ez miikodik.

Egy tulajdonsag, amit eddig nem hasznaltam, az egyenletek ciklikussiga - az
a mod ahogyan z,, visszacsatolodik xq-hez. Nézziikk mi torténik, ha folytatom a
kiilonbségek elsallitasat. Mivel z1 és x5 semmiféle specialitassal nem bir, igy (1)
tovibbra is érvényes marad, ha az indexekhez hozzaadok 1-t.
X3 — T4

2 e — —
(2) Ty — 23 v,

Ha most (2)-t beirom (1)-be, kapjuk a kovetkezgt:
T2 — I3 T3 — T4

1‘1—1‘2:— = 3
o3 T2X3T4

Itt mar lathato, hogy hova vezet ez az eljaras. Ismételve az el6zd 1épést kapjuk

Xy —@ry Ty —T5
v 2.2
2L3T4 T2T3TYT5

és végiil visszaériink (x; — x9)-hoz.

T4 — s + Tl — T2
xl_xQ__xT_'”_ 2,202, p2 2
2L3TY Ty T2X3T4 X5 TyTIT2
azaz
(3) ( )(1 . 0
1 — X2 T 53 2.2 =
a2
LILRQXZLY LG * = = Ty

Azért irtam =+ jelet, mert minden lépés egy (-) jelet hoz be és nem vilagos, hogy
végiil (—1)" vagy (—1)"~! lesz a helyes eljel. Késsbb kideriil (példaul kidolgozva
az n=3 specialis esetet), de ebben a pillanatban nem fontos. (3)-bol nyilvanvaldéan
kovetkezik, hogy vagy

x%x%x%xix% e xfl =41 vagy pedig =z = 2,
(amit szeretnénk). Most valik vilagossa (i) szerepe. Nyilvan

piedaieie? - ax? # +1

mivel 1 > 1,29 > 1,..., igy ©1 = x2. Mivel semmi speciélis nem volt x1 és xo
valasztasdban, kovetkezik xo = x3, és a tobbi.”
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2. A Fibonacci-sorozat

"Utoirat. Most tiint csak fel, hogy van mas 0t is a megoldashoz. Hasznaljuk az
egyenletek ciklikussagat. x, az els§ egyenletben xs-vel van kifejezve, a masodik
egyenletbdl xo-t beirva xsz-mal és ezt folytatva a ciklikus visszatérés miatt végiil
x1-gyel. Az igy kapott egyenlet jo esetben megoldhato xi-re. Probaljuk meg!
Valosziniileg el6 kell allitani egy formulat x,-re, x;-vel kifejezve speciélis esetekbdl,
majd indukciéval bizonyitani. Hasznos lesz a kdvetkezd sorozat: Fy = F; = 1 and
F,y1 = F, + F,_1.(A sorozat tagjai a Fibonacci-szamok). Azt kell kapnunk, hogy
ha x, = x; valamely n-re (n > 1), akkor z,, = 1+T\/5'”

Meritve Stephen Siklos fenti gondolatmenetébdl, a kovetkezdt fogjuk bizonyita-
ni: minden 1 <4 < n indexre z; gytke a Fibonacci-sorozat 2?2 — x — 1 karakteriszti-
kus polinomjénak. Ez a tény, és az x; > 0 feltétel egyiitt azx1 =20 =+ =2, = ¢
megoldasrendszert adja, ahol ¢ = %, az aranymetszés ardnyszama. A jobb at-
tekinthetdség kedvéért a kovtkezs allitast fogalmazzuk meg:

1. Allitas. Tegyiik fel, hogyn > 2, x; > 0 i = 1,....n és az x;-k kielégitik a
kovetkezd egyenletrendszert:

1 1 1 1
=14+ —, 2o0=14—, ... zp_1=14+—, 2, =1+ —.
xo 3 Tn 1
A fenti feltételek mellett
DEIES e
i) 22 —2; —1=0
iii) 22 —2;, —1=0i=2,...,n.

Az i) bizonyitasahoz az {F,} -, sorozat definicioja és az Fy = Fy = 1 kezdeti
feltételek elegenddk.

1
1 .’L’2+1_F2$2+F1 F2(1+?3)+F1_F2+F1+%

r1=14+—= = =
1 To To Fixq )2 (1 + m%) Fi + %
1
_ Fs + % o Fsyxs + _ - For, + Fh_1 - Iy (1 + E) T Fnoy
B+ P+ B Foazn+Foe g (1 + i) + Fy o
_ Fn+Fn71+% :Fn+1+%:Fn+1l‘1+Fn
Fn—1+Fn—2+F;7;l Fn‘f’F;i;l anl“”Fn—l.

Mivel F,x1+F,_1 > 0igy 1) <~ an%—i—Fn,lxl =F,x+F, = (Fn-i-Fn,l)l‘l-i-
F, <= F,(2? — 2, — 1) =0 és F,, # 0, tehat ii) bizonyitott.
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A ii) segitségével bizonyitunk az z,, X,_1,...,2Za -re, ebben a forditott sorrend-
ben. Ez egy ritka indukcios utvonal: 1 = n = (n—1) = --- = 2, ami a ciklikussig
kévetkezménye.

) 1\° 1 11 1,

r,—r,—1=(14+—] —(1+—|-1=—-14+—+F5=——5(]—21-1)=0
Z1

Hasonléan kapjuk, hogy

2

1
xnfl—xn,l—lz—I—Q(Jci—xn—l):0,...,563—332—1:——2(x§—$3—1):0,
n

amivel a bizonyitas teljes.

3. Banach-Caccioppoli tétel

Ez a fejezet komolyabb eszkozt fog hasznalni, az tigynevezett kontrakcios elvet, vagy
gyakran Banach fixpont tételként is talalkozhatunk vele. En Banach-Caccioppoli
tételként ismertem meg ezt az eredményt. Az olvashatosig megkonnyitése érdeké-
ben a tételt itt felidézziik, feltételezve az itt szerepls fogalmak ismeretét.

2. Tétel. (Banach-Caccioppoli) Legyen (X,d) teljes metrikus tér, valamint f :
X — X szigord kontrakcid - azaz létezik olyan 0 < a < 1, hogy minden x,y € X
esetén d(f(x), f(y)) < ad(z,y). Ekkor f-nek pontosan egy firpontja létezik, azaz
egyetlen olyan x* € X, melyre z* = f(x*) teljesil. Emellett barmely xo € X-re
az Tpy1 = f(xn) n > 0 iterdcids sorozat konvergdl az x* fixzponthoz. Az iterdcids
sorozatot az f xo-bol indulé orbitjdnak nevezzik, és Orb(f, xo)-lal jeloljik.

A tovabbiakban a fenti tételre BC-ként fogunk hivatkozni. BC alkalmazaséval
megmutatjuk, hogy z; = 29 = --- = x,, . Mindenekel6tt gondoljuk meg, hogy
minden i = 1,2,...,n esetén 3/2 < x; < 2. Ennek igazolasat az olvasora bizzuk.
Most definialjuk a tételbeli X teljes metrikus teret és az f leképezést. Legyen

X ::f[l B,?] C R"”,

valamint

1 1 1
f: XX, flar,...,xp_1,2n) = <1+,...,1+,1+>.

A fenti definicibban a produktum jel Descartes szorzatot jelol, tehat X nem mas,
mint egy % élhosszusagi n-dimenzios zart hiperkocka, melynek az origbhoz legkd-
zelebbi csicsa a (%, %, ol %) pont. Vilagos, hogy x = (z1,%2,...,T,) pontosan

akkor megoldasa KF-nek, ha fixpontja f-nek.
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Ahhoz, hogy BC alkalmazhato legyen, harom feltételt kell ellendrizni:

1. X teljes metrikus tér,

2. Ran(f) C X, ahol Ran(f) = {f(x) : x € X'} az f képtere,

3. f szigori kontrakcio.
Mivel R” teljes metrikus tér a klasszikus Euklideszi metrikaval és X ennek zart alte-
re, igy 1.) teljesiil. Az f(x) = 1+ 2 fiiggvényre f : [3,2] — [3,2], kovetkezésképp
f valoban X-t énmagaba képezi. 3.) bizonyitasahoz legyen x = (z1,...,2,), ¥ =
(1, -, yn). Ekkor a kivetkezs becslés all fenn:

n

||f(x)f(Y)|2—Z(;l.) :Z x? yl Z é

i=1 i=1 2

ahonnan kévetkezik, hogy [|f(x) — f(y)|| < 3 [[x — y||, ami bizonyitja 3.)-t az a = 3
Lipschitz allandéval. BC értelmében az x = f(x) egyenletnek pontosan egy megol-
désa van X-ben, mondjuk jeldlje ezt x*. Emellett az x;11 := f(x;), j >0, x9 € X

orbit konvergél x*-hoz minden xy € X esetén. Legyen az orbit kezdGépontja speci-

alisan az xg = (%, %, ce %) pont. Ekkor
lim x; = (¢, 2%,...,2") =x",
J o0

és pontosan ezt szerettiik volna bizonyitani. Innen, a mar latott médon, KF meg-
oldésa egyszertien befejezhetd.
Az itt definialt {x]} 2 orbit szerkezetérsl tobbet is tudunk mondani, neveze-

tesen x;“ = ?j“ ahol x az x; vektor k-adik koordinatéja, ahonnan
F; 1 5
lim 2* = lim j+4:¢: + V5 V1 <k<n,
oo T {5 s 2

ami a Fibonacci-sorozat explicit elgallitasanak egyszert kdvetkezménye. Ezzel las-
san atnyalunk a kovetkezs fejezet kérdéskorébe.

4. Szimultan approximacié

Lattuk, hogy BC alkalmazisa eldallit egy {x;}32, C X vektorsorozatot, ami
nem mas mint az f leképezés xg = (g’, ;’,...,2) bol indulé orbitja. Emellett
limj ,oox; = © = (¢,9,...,0). Mas szavakkal az {x;}?2 sorozat fokozatosan
L5,

Ez egy speciélisan egyszeri szerkezetd szimultdn approximécid, amikor is minden

approximalja a ¢ aranymetszés vektort, melynek minden koordinataja ¢ =
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koordinata ugyanugy miikodik, generalva egy jol attekinthets struktarat, amely a
Fibonacci szamokbdl épiil fel az alabbi dbra szerint:

3 3 3
2 2 2
5 5 5
3 3 3
8 8 8
5 5 5
Fny1 Fnia Fnia
Fy, F, n
3 1 1
¢ ¢ ¢

Ez a mintazat az altalanos esetben, amikor is az x¢ indulé vektor koordinatai
nem mind egyenlk, sokkal érdekesebb. Ebben a szakaszban ezeket az altalanos
palyakat fogjuk szemléltetni. Ahhoz, hogy teljes egészében lassuk mi torténik,
el6szor az 1-dimenziés problémat tekintjiik at, majd kihasznélva a ciklikussagot az
orbit koordinatait szinkdéddal azonositjuk és a keletkez§ sorozatokat egy hengerre
feltekerve reprezentdljuk. Ha most n — oo, akkor ez a reprezentéicioé egy hengerre
feltekert szivarvanyt eredményez, ami lefedi a lathatd szinspektrumot. Az n = 2
specidlis esetben egy kettGs spiral (ami erdsen emlékeztet a DNS szerkezetére )
keletkezik a hengeren (lasd 4. abra). Elgszér dsszefoglaljuk az f(z) =1+ 1 =2
egyenlettel kapcsolatos alaperedményeket, melyek gyakorlo feladatnak tekinthetGek
a rekurziv sorozatok targyalasakor.

—_
ylt+z

2. abra. Egydimenziés KF

3. Tétel. Haoxg >0 ésxpr =1+ i, n > 0, akkor a kévetkezdk dllnak fenn:
i) Ha xo < ¢, akkorx0<x2<-~-<x2n<-~-¢-~-<x2n+1 << a3 < @y
i) Ha xg > ¢, akkor x1 < x5 < -+ < Topy1 < ¢+ < Top < -+ < Ty < To.
iii) Ha ¢ = ¢, akkor x,, = ¢ minden n > 1 esetén.
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1+2‘/5 -vel egyenld.

iv) A lim;_, o x; hatdrérték létezik és ¢ =

Az 2. abran jol lathato az n = 1 esetben az oszcillalo orbit.

Tekintsiik most az altalanos esetet azzal a megszoritassal, hogy az induld

xo = (z},223,...,2}) vektor minden koordinatéja kiilonbozs. A cq,ca,. .., ¢, kii-
16nb6z6 szinekkel szemléltetjiik rendre az zf, 22, ..., 28 értékekbdl induld egyedi

orbitokat ahhoz, hogy lathatéva tegyiikk az egyes iteracios lépésekben a valtoza-
sokat. Az n = 3 esetben bemutatjuk az abrazolast részletesen, az altalanos eset
ebbdl mar vildgosan lathato. A 3. abran jol lathaté, hogy minden oszlop harom
kiilonb6z6 kezdGértékbsl induld egyedi orbit fésiis egyesitéseként all elg. Minden
ilyen orbit konvergal ¢-hez, tehat az oszlopok lefelé konvergalnak ugyancsak ¢-
hez. Ez az a pont, amikor az egyenletrendszer ciklikussagat hasznaljuk. Ha most
az igy kapott téglalapot a hosszanti élei mentén Gsszeragasztjuk, akkor egy olyan
hengerfeliilet keletkezik, amelyen harom kiilénb6z6 szint spiral lathato. Ha most
a szinspektrumot n egyenld részre felbontjuk (nagy n-ek esetére) az n-dimenzios
probléma ilyetén szemléltetése egy hengeres szivarvanyt eredményez (lasd 4. abra).

W, x; H
x; W B
H B x;
| x; E
x; H B
| B x;
o x; I
x, B B
B, B x;

Lo

¢ o ¢
3. 4bra. Orbitok fésis egyesitése. 4. 4dbra. Kettds spiral és henger-szivarvany

Az abran az n = 20 eset lathatd a jobb oldalon. A bal oldali dbran az n = 2
eset kettss spiralja.
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5. Lanctortek

Ez a rovid kis fejezet — mintegy a pont a mondat végén — zarja a kiilonb6z6 nézs-
pontok sorat, amit mindenki kedve szerint b&vithet. Az alabbi megkozelités nagyon
testreszabottnak tint szdmomra. Az [ag; a1, as,...] szimbolika a lanctortek elmé-
letében a kovetkezd tortet jeldli:

1

ao+ ————
a1+ az+-L

A lanctortekrol részletesebben olvashatunk pl. [1] kényv 9. fejezetében vagy [4]-
ben. Felhasznalva az els6, mésodik,... egyenletet a kovetkezét kapjuk

n db 1 n db 1 n db 1
e N— —— —
1'1:[1,‘(52}:[1,1,1'3]:: 1;1,...,1,%1]: 1;1,...,1,1,1,...,1,$1]:...
n db 1 n db 1 n db 1

——
=01, 11,1, 1,1,1,...,1,...].

Maésrészt ¢ = 1+2\/5 aranymetszésre ¢ = 1 + é, igy

o=[L¢l =19 =[1,1,¢]=...=[11,1,1,..],

ezért x1 = ¢, és ugyanez all fenn minden x;-re a ciklikussag miatt.

Kdészonetnyilvanitas. Koszonettel tartozom Stephen Siklos professzornak, aki ta-
pasztalataval és értékes megjegyzéseivel segitette ezen iras megsziiletését, a lektor-
nak, aki segitett véleményével kialakitani a végleges valtozatot, valamint a Kocsis
csaladnak, akik széallast adtak nekem és nap mint nap elviseltek.
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