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1. Bevezetd

Egy korabbi cikkiinkben bebizonyitottuk [4, Theorem 4.2] a kivetkez6t. Az egy-

masba irt ABCA és A*B*C* /A haromszogek esetén a bels6 ABC'/A haromszog
cstcsain rendre atmend azon fa4, fp és fo egyenesek, melyek harmonikus egyenes-
négyeseket alkotnak az A, B és C cstuicsokon athalado tovabbi harom-harom oldal-
egyenessel, nevezetesen a b, c,a”, c,a,b* és a,b, c* oldalegyenes-harmasokkal, pon-
tosan akkor illeszkednek egqy kozds pontra, ha van olyan ellipszis, melynek ABC' A
eqy beirt, A*B*C*/\ pedig egy korilirt hdromszage.

Dolgozatunk az ebben az eredményben megmutatkozo jelenséget vizsgalja.

2. A feladat megfogalmazasa

Az A*B*C*A haromszoget az ABC/A haromszog hozzdirt hdromszégének nevez-
ziik, ha megfeleld csicsaival szemkozti a*, b* és ¢* oldalegyenesei rendre tartalmaz-
zék az ABC /A haromszog megfelels cstcsait, vagyis A € a*, B € b*, és C € ¢*. Két
haromszoget egymdshoz irtnak mondunk, ha valamelyik a masik hozzairt harom-
szoge. Az A*B*C*/\ haromszoget az ABC/A haromszog korilirt hdromszégének
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nevezziik, ha oldalai rendre tartalmazzék az ABC'A héaromszog megfelel§ cstcsa-
it, vagyis A € B*C*, B € C*A*, és C € A*B*. Ilyen haromszogek esetén az
ABCA haromszoget az A*B*C* /A haromszog beirt haromszigének nevezziikk. Két
haromszoget egymdsba irtnak mondunk, ha valamelyik a masikba beirt haromszog.

Tekintsiink egy ABC/A haromszoget megfelel§ cstcsaival szemkozti a, b és ¢
oldalegyeneseivel. Legyen az A* B*C*/A haromszog az ABC /A haromszog egy hoz-
zairt haromszoge. Legyen az A, B és C csicsokon atmend tovabbi egy-egy egye-
nes rendre fa, fp és fo, és jeloljink meg tovabbi harom pontot: X := a Na”,
Y :=bNb* és Z :=cNec*. Igy az ABC/ minden csiicsan négy egyenes megy at
(lasd a 2.1. abrat). Harom fontos pont nem jelenik meg a 2.1. abran. Ezek az f4,
Yo

2.1. abra. Az alapkonfigurécio két esetben

B &s fc egyenesek metszetei a szemkozti oldallal, vagyis A’ := faNa, B’ :== fgNb,
és C' := fc Nec. A tovabbiakban ebbél az alapkonfigurdcicbdl indulunk ki.
A feladatunk olyan feltételek meghatarozasa, melyek garantaljak, vagy akar
ekvivalensek azzal, hogy az fa, fp és fc egyeneseknek legyen egy kézos pontja.
A mar hivatkozott [4, Theorem 4.2] eredmény szerint ilyen feltétel az, hogy
legyen az ABC' A haromszognek olyan koriilirt H ellipszise, amely rendre érinti az
a*, b* és c* egyeneseket, és (b, c;a*, fa) = (¢, a;b*, f5) = (a,b; ¢, fo) = —1.

3. ElGismeretek

Bels6 ponttal rendelkezs, konvex ponthalmaz hatarat konvexr gorbének nevezziik.
Ha ez minden pontban differencialhaté, akkor owdlisrdl beszéliink. Egy O ovalis-
nak minden O pontjaban pontosan egy érintGje van, melyet tg jelol!. Egy ABCA
haromszoget az O ovalis beirt hdromszigének neveziink, ha O tartalmazza a csu-
csait. Az ABC /A haromszoget az O ovalis hozzdirt hdromszogének nevezziik, ha O
érinti az oldalegyeneseit. Az olyan hozzairt haromszoget, amelynek minden érintési
pontja a hdromszog oldalan van, kérilirt hdromszognek nevezziik.

1Ha a kontextusbdl vilagos az ovalis, akkor az egyszertibb to = tg jelolést hasznaljuk.
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A kollineéris, rendezett P, @, R pontharmasok (P,Q;R) osztéviszonya olyan
valos szam, melyre R # @Q esetén (P, Q; R)RQ = PR érvényes.? A kollinearis, ren-
dezett P,Q, R, S pontnégyesekre, ahol P # Q, a (P,Q; R,S) = (P,Q; R)/(P,Q;5)
valos szamot kettdsviszonynak nevezzik.

3.1. Ceva-tétel. [7, 113. old.] Az ABCA hdromszdg rendre a, b és ¢ oldalegyene-
sein lévd, a csucsoktol kilonbozé A, B' és C' pontok dltal meghatdrozott AA’, BB’
és CC" egyenesek akkor és csak akkor konkurensek, ha az osztéviszonyokra

(3.1) (B,C; A")(C,A; B')(A, B; C') = 1.
A A o
A !
C/ B/ B,
A/B
. o R S W— .
B A C ' B coA

Ceva-konfiguraciok

A (szokasos) affin sikon a parhuzamosségi relacié ekvivalenciaosztélyait idedlis pon-
toknak, ezek halmazat idedlis egyenesnek nevezziik. Két egyenes parhuzamossaga
igy azt jelenti, hogy ,metszetiik egy ideélis pont”.

Innentél projektiv sikon dolgozunk, amelyre az idealis pontokkal
és az idealis egyenessel kib&vitett affin sikként gondolunk3.

Miutan kibévitéssel megkaptuk a projektiv sikot, az egyenesek egyforma szerepet
jatszanak, akarcsak a pontok. Ezért a projektiv sik egyenesei nem megkiilénboztet-
het&ek, igy a projektiv sikban az, hogy melyik egyenest tekintjiik idealisnak, csak
valasztas kérdése. Ha kijeloliink egy idealis egyenest, akkor a projektiv sik ,ma-
radéka” egy affin sik. A projektiv sik négy kollinearis pontjahoz hozzarendelhetd
a kettdsviszonyuk, mert annak értéke nem fiigg attol, hogy mely projektiv egyenes
elhagyéasaval kapott affin sikban szamoljuk ki kettGsviszonyuk értékét.

Papposz tétele [6, 23. oldal] szerint igaz, hogy ha négy konkurens egyenes
metsz két tetszbleges egyenest, akkor az egyeneseken kapott négy-négy metszéspont
ugyanolyan sorrendben vett kettésviszonyai megegyeznek. Ezt a barmely metszd
egyenesen kialakul6 kettGsviszonyt hivjuk a konkurens egyenesnégyesek kettdsviszo-
nydnak.

2A szokéasokat kovetve, Q@ = R esetén (P, Q; R) értékét végtelennek, ha pedig R a PQ egyenes
(végtelen tavoli) ide4lis pontja, akkor —1-nek tekintjiik.
3 Az idealis pontok az egymaéssal parhuzamos egyenesek kozos végtelen tavoli pontjaként kép-

zelhetdk el, mig az ideélis egyenes egy végtelen tavoli, minden egyenest metsz6 egyenesként. Lasd
(1, 6].
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A projektiv sik kettGsviszonyt megtartd kollineacioit projektivitisoknak nevez-
ziik. Egy kor projektivitas melletti, vagyis projektiv képe az azt nem metsz6 idealis
egyenes altal ,meghagyott” affin sikban mindig ellipszis*.

A val6s projektiv sik egyik alapvets ismérve a Desargues-tulajdonsdg. Tekint-
slink olyan nem elfajulé ABC és A*B*C* haromszogeket, amelyekre A # A*,
B # B*, és C # C*. Ezeket pontra nézve perspektivnek mondjuk, ha a haromszo-
gek megfelels csticsain atmens AA*, BB* és CC* egyenesek egy — esetleg ideélis
— kozos pontra illeszkednek. FEgyenesre nézve perspektivnek mondjuk Sket, ha a
haromszogek megfelels oldalegyeneseinek AB N A*B*, BC N B*C* és CANC*A*
metszéspontjai egy — esetleg ideélis — kdzos egyenesre illeszkednek.

A C
\/ O
B B
N n/ A
i '
B’ B’ )

Desargues-konfiguraciok

3.2. Desargues-tétel. (7, 172. old.] A wvalds projektiv sik Desargues-tulajdonsdgi,
vagyis a nem elfajulé hdromszogpdrok pontosan akkor perspektivek pontra nézve, ha
egyenesre nézve perspektivek’.

Képzeljiik most el, hogy az eredeti Ceva-konfiguraciot kiegészitjik az a, b, il-
letve ¢ oldalegyeneseknek a végtelen tavoli egyenessel vett X, Y, illetve Z (idedlis)

pontjaival.
A

Cl

Z Y

4Ezt kénnytd latni, hiszen egyrészt masodrendii gérbe, és mint ilyen, barmely affin sikban
ellipszis, parabola vagy hiperbola, masrészt mivel nem metszi az idealis egyenest, az ez altal
meghagyott affin sikban korlatos, tehat ellipszis.

5Keét haromszoget tehat perspektivnek mondunk, akir pontra, akar egyenesre nézve perspek-
tivek.
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Ekkor (A, B;C") = —(A, B; Z,C"), hiszen (A, B;Z) = —1, és a (3.1) egyenl8ség-
ben szerepld tobbi osztoviszony helyébe is a megfelel§ kettdsviszony ellentettje 1ép.
Ugyanakkor Papposz tételére tekintettel a rendre a C', A, és B pontra illeszkedd
egyenesnégyes kett@sviszonya megegyezik a ¢, a, b egyenessel vett metszéspontok
kettGsviszonyéaval, vagyis

(BvA; Zvcl):(avb;C*afC)ﬂ(CvB;X7A/):(bvc;a*afA)v(Aac;KBI):(Cva;b*va)7

tehat az alabbi eredményt kapjuk.

3.3. Projektiv Ceva-tétel. Tekintsik az alapkonfigurdciot.

(1) Ha az fa, [B €és fo egyenesek konkurrensek, és az X, Y, Z pontok kollined-
risak, akkor

(32) (avb;C*;fC)(baC;a*7fA)(caa;b*afB):71'

(2) Ha (3.2) teljesiil, akkor az X,Y, Z pontok pontosan akkor kollinedrisak, ha az
fa, fB és fo egyenesek konkurrensek.

4. Egymasba irt haromszogek perspektivitasa

Egymasba irt haromszogek esetén a projektiv Ceva-tétel jelent&sen kibgviti a pers-
pektivitas megallapitasanak lehetGségeit.

4.1. Ceva-féle Desargues-tétel. Tekintsik az alapkonfigurdcict.

(1) Ha fa, fB és foc konkurensek, és
(4.1) (a,b;c", fo)(b,c;a™, fa)(e,a; 0%, fp) = —1,
akkor az A*B*C*/\ és ABC/\ hdromsziogek perspektivek.

(2) Perspektiv hdromszdgek oldalegyenesein kivili minden M pontra az fa =
AM, fg = BM és fo = CM egyenesek teljesitik a (4.1) egyenldséget.

Bizonyitas. (1) A (4.1) és a projektiv Ceva-tétel értelmében az X = anNa*, Y =
bNb* és Z = cNc* pontok kollinearisak. Ez a Desargues-tétel szerint azt jelenti,
hogy a két haromszog perspektiv.

(2) Legyen M (ahogyan a 4.1. dbra mutatja) egy tetszéleges pont (a héa-
romszog oldalegyenesein kiviil), és tekintsik az f4 = AM, fp = BM és
fc = CM egyeneseket. Mivel a két haromszog perspektiv, az X = a N a*,
Y =bNb* és Z = ¢Nc* pontok kollinearisak, igy a projektiv Ceva-tétel miatt
(a,b;c*, fe)(b,c;a*, fa)(e,a;b*, fg) = —1. m
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4.1. abra. Projektiv Ceva-tétel és perspektivités

A Ceva-féle Desargues-tétel azt mutatja, hogy a (4.1) egyenletben azon tul, hogy
a szorzat —1, mindegy, hogy az (a,b;c*, fc), (b,c;a*, fa) és (c,a;b*, fp) szamok
milyenek. Se tobb, se kevesebb, hanem csak annyi kovetkezik, hogy az egymésba
irt haromszogek perspektivek. Ha tehéat valamilyen geometriai objektumot szeret-
nénk az egymasba irt haromszogek perspektivitdsdhoz rendelni — olyasmit, ami
pontosan akkor létezik, ha az egymasba irt haromszogek perspektivek —, akkor
maést kell keresni. A keresett objektum a most kovetkezd allitas szerint az ellipszis.

4.2, Ellipszises Desargues-tétel. Tekintsik az alapkonfigurdciot.

(1) Ha ABCA és A*B*C* /A rendre a K ellipszis beirt, illetve hozzdirt hdrom-
szoge, akkor ABC/A és A* B*C*/\ perspektiv.

(2) Ha az ABCA és az A*B*C* /A hdromszogek perspektivek, akkor létezik egy
és csak eqy olyan IKC ellipszis, mely dtmegy az ABC/\ csicsain, és ezekben
rendre a*, b* és c* az érintdje.

4.2. abra. Ellipszises Desargues-konfiguraciok
A bizonyitast itt nem kozoljiikk, mert az (1) Brianchon tételének [6, 74. oldal]
specialis esete, a (2) pedig a kupszeletek alaptételének [6, 65. oldal] és Brianchon
tételének kozvetlen kévetkezménye.
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Kétféle Deasrgues-tételiinket Gsszevetve a projektiv Ceva-tétel feltétele is meg-
jelenithets egy illeszkedd ellipszissel, ami bizonyos értelemben teljes valaszt ad a
feladatunkban megfogalmazott problémaéra.

4.3. Ellipszises Ceva-tétel. Tekintsik az alapkonfigurdcidt.

(1) Ha ABCA a K ellipszis egy beirt hdromsziége, A*B*C*/A\ pedig egy hozzdirt
hdromszége, akkor az fa, fB, fc egyenesek pontosan akkor konkurrensek, ha

(4.2) (b,c;a”, fa)(e,a; 0%, fB)(a,b;c”, fo) = —1.

(2) Amennyiben (4.2) teljesil, az fa, fp és fo egyenesek pontosan akkor kon-
kurrensek, ha létezik az ABC/A hdromszdgnek olyan K korilirt ellipszise,
melynek A* B*C*/\ egy hozzdirt hiromszdge.

Bizonyitas. (1) Ha fa, fB, fc konkwrrensek, akkor a projektiv Ceva-tétel és az
ellipszises Desargues-tétel szerint (b, ¢; fa,ta)(c,a; fB,t5)(a,b; fo,tc) = —1.

(2) Ha (b, c; fa,ta)(c,a; fB,tB)(a,b; fo,te) = —1, akkor az ellipszises Desargues-
tétel szerint az X =t4Na, Y =tgNbés Z =tc N c metszéspontok kollinearisak,
igy a projektiv Ceva-tétel szerint az fa, fB, fo egyenesek konkurrensek.

A forditott irdny igazoldsa. Mivel fa, fg, fc konkurensek, és (4.2) teljesiil, a
projektiv Ceva-tétel szerint X, Y és Z kollinearitasa kovetkezik. A Desargues-tétel
szerint ebbdl kovetkezik, hogy ABCA és A*B*C* A perspektivek. Az ellipszises
Desargues-tétel szerint ebbbdl kivetkezik, hogy van olyan K koriilirt ellipszise az
ABCNA haromszognek, melynek A* B*C* A egy hozzairt haromszoge. ]

5. A 7- és m*-tulajdonsagi ovalisok

Az Ellipszises Ceva-tétel felveti a kovetkezs kérdést: Vajon létezik az ellipszistdl
kiilonbozd olyan ovdlis, amely ugyanigy jellemzi a perspektivitdst?
Most erre a kérdésre adunk vélaszt.

tp

5.1. dbra. Ovalis és perspektivitas



8 Kurusa Arpdd, Kozma Jézsef

Legyen (a, 3,7) olyan valés szamharmas, hogy - 8-y = —1. Egy O ovalist w4 g.~-
tulajdonsdagunak mondunk, ha minden beirt ABC/A héromszogre a rendre annak
cstcsain athalado fa, fB, fo egyenesek konkurrensek, amennyiben (b, c¢;ta, fa) =
a, (c,a;tp, fB) = B, és (a,b;te, fo) =, ahol ta,tp és to az O ovalis érintéit jeloli
a haromszog megfeleld csiucsaiban (lasd az 5.1. abrat).

A [4, Theorem 4.2] eredmény a kovetkezs tétel specidlis esete az (a, 8,7) =
(—=1,—1,—1) szamharmasra.

5.1. Tétel. Egy ovdlis akkor és csak akkor 7o g ~-tulajdonsdgu, ha ellipszis.

Bizonyitas. Az Ellipszises Ceva-tétel (1) pontja szerint az ellipszisek 7o g ,-tulaj-
donsaguak.

A forditott allitas igazolasahoz tekintsiink egy 7, 3 4-tulajdonsagi H ovalist és
ennek egy beirt ABCA haromszogét. Mivel egy 7, g ,-tulajdonsagi ovélis pro-
jektiv képe is 7, g ,-tulajdonsagi, és van olyan projektiv transzformacio®, amely
az A, B, C pontokat rendre a sik (0,1), (0,—1) és (1,0) pontjaba, a t4 és tp érin-
t6ket pedig rendre az y = 1 és y = —1 egyenesbe viszi, elegends a bizonyitést az
utobbi esetben elvégezni.

ta A Y
H(ep)
RS
<QQ\ tu
i z
o o] ]c=H
A,B,ta,tp
H H(p)

B tp

Tehat A= (0,1), B=(0,—-1),C = (1,0),ta = {y =1}, és tp = {y = —1}, amiért
az O := (0,0) pont a H altal hatarolt konvex tartomany bels§ pontja, igy minden
ebbdl indul6 félegyenes egyetlen H pontban metszi a ‘H ovalist.

Eszerint a H ovalis H(yp) pontjaiba mutat6 vektorokat megadhatjuk a h(p) =
r(¢)u, polarkoordinatas alakban, ahol ¢ az irdnyitott COH < szbg, 7(p) egy po-
zitiv szam, u, = (cos ¢, sinp) pedig a ¢ iranyszogl egységvektor. Az A, B, H(p)
pontok és a t4,tp érinték a kupszeletek alaptétele [6, 65. oldal| szerint meghaté-
roznak egy Sfl’(istA’tB ellipszist, melynek egyenlete megfelels a,, pozitiv szamra
22

5.1 21
(5.1) ai+y

6Lasd [6, Kollineaciok alaptétele a 39. oldalon]
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alaka, hiszen t4 és ¢ parhuzamos az z-tengellyel. Mivel H(yp) is az £ A’BstA’tB egy
pontja, igy ra is teljesiil (5.1), vagyis 1 = rz(ga)(coj# + sin® ), amiért
@
2(¢p) cos?
(5.2) a2 = R (p)cos™y
1 —12(yp)sin”
H
A
H
H
£
B
5.2. dbra. ti £ t§ esetén [} és f§ is killonbozik
A, B tA,tB

Minthogy H és EA B tA’tB is o, p,4-tulajdonsagi, a H(p) pontban a H és £

érintGje megegyemk mert kiilonben a megfelels f} és f& T egyenesek nem mehet—
nének at egyforman az f, N fz metszésponton (lasd az 5.2. abrat).
Ennek a kozos ty(,) = t7f = t§ érintének egy irdnyvektora [5, 2. old.|

(5.3) h(p) = #(p)u, + r()ug,
ahol 'u,j = (—sinp, cos ) az u,-re merdleges egységvektor.
Masteldl az Eﬁkist“’m érintGjének meredeksége (5.1) miatt dy/de = 57, igy a
H(p) pontban
7(p)sinp +r(p)cosp  —cosy
7(p) cos @ — r(p) sin g ~ a?sin 0’

(5.4)

hiszen (5.3) miatt h(p) = (7(p) cos @ — r(y) sin o, 7() sinp + () cos ). Ebbsl
kifejezve az 7(p)/r(¢) mennyiséget, majd felhasznélva az (5.2) egyenlGséget

T COSZ .
i(p) (1 —a?)sinpcosy (1- %ﬁ) singcosg

IO T T G e

—~

1—r%(p)) tge

adodik. Tehat, ha r(p) # 1, akkor WM = tg ¢, melyet integralva
-1 1—
]

-1 “(o)l

pn BT W —1In|cosp|+ ¢y
2 r2()
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kovetkezik valamilyen cy konstanssal. Eszerint r2(p) = m valamely c;

konstansra, amit az (5.2) egyenletbe helyettesitve az egyszeri

_costp cos? 1
14cq cos? ¢
(55) GQ(QO) = sin2 = 2 2 =
17% c0s? p &£ ¢1 cos? 1+
Osszefiiggésre jutunk. Ez azt jelenti, hogy a(y) az Osszes 52’(§’t/"t3 ellipszisre
ugyanaz a konstans érték, vagyis az ellipszisek megfelel6 tengelyei egybeesnek.
Csakhogy a H(p) pont mindig rajta van az 5?1’(%“’753 ellipszisen, igy ebbdl az

kovetkezik, hogy H pontjai az

.’132

(56) e

+y? =1
egyenlet( ellipszisen vannak. Mivel H(0) = C' = (1,0), nyilvan ¢; = 0, vagyis H
egy egységsugaru Kor. m

.
JAAN

Egy ovalist m-tulajdonsdginak mondunk [2, 3], ha minden beirt ABC'A haromszo-
ge, valamint az annak csicsaiban rendre vett t 4, tp és t¢ érintéknek A* =tgNtc,
B* =tc Nty és C* = to Ntp metszéspontjaibdl alkotott A* B*C*/\ haromszog
perspektiv.

5.2. Tétel ([8]). Egy ovdlis akkor és csak akkor m-tulajdonsdgi, ha ellipszis.

Bizonyitas. Az 5.1. Tételre tekintettel elég belatnunk, hogy egy ovalis akkor és csak
akkor m-tulajdonsagi, ha m, g ~-tulajdonsagt. E tulajdonsagok ekvivalencidja a
Ceva-féle Desargues-tétel kozvetlen kovetkezménye. [

Egy ovalist 7*-tulajdonsdginak mondunk, ha minden beirt ABC' /A haromszog
esetén az X = BCNty, Y =CANtg és Z = AB Ntc pontok kollinearisak.

5.3. abra. A w*-tulajdonsag
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A kovetkezd tétel nem igényel 6nallo bizonyitast, mert az 5.2. Tétel dudlisa’.
5.3. Tétel. Egy owvdlis akkor és csak akkor w*-tulajdonsdgi, ha ellipszis.

A szerz6k koszonik a tartalom alapos kritikai elemzését Kincses Janosnak.
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"Projektiv geometridkban a dualitas azt jelenti, hogy az egyenes és pont, valamint az illesz-
kedési (példaul ,rajta van” és ,atmegy rajta”) kifejezéseket felcserélve igaz allitasbol szintén igaz
allitast kapunk. Lasd [5, 24. oldal, Dualitasi tétel] vagy [1, 77. oldal, Dualitas elve].
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