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Egyszeriisités pingpongban. Amikor a gyerekek a torteket tanuljak, mindig elstitik
az Gsi beugrato kérdést: ,/Tiz hatod meg tiz hatod az mennyi?” Az 4ldozat ravagja:
Hiusz hatod!”, és meglep6dik, mert meghtzzak a hajat. Az okosabb gyerek, akinek
eszébe jut, hogy a husz hatodot egyszertisiteni is lehet, igy valaszol: ,, Tiz harmad!”
Erre a kérdezének marad tatva a szaja.

Tegyiik fel, hogy erGsebb jatékossal pingpongozunk, és az ellenfél éppen 9 : 5-re
vezet. Milyen jo lenne, ha a pingpongban is lehetne egyszeriisiteni! Ha meg-
nyernénk a kovetkezs adogatést, 9 : 6 helyett 3 : 2 lenne a pontarany, ha meg
elvesztenénk, akkor 10 : 5 helyett 2 : 1. Igaz, igy sokdig tarthatna a jaték, de aki
szeret pingpongozni, annak ez csak 6rom!

Nevezzik aritmetikai pingpongnak azt a jatékot, amelynek a szabélyai meg-
egyeznek a pingpong szokasos szabalyaival azzal a kiilonbséggel, hogy amikor a
pontarany, méas szoval a jatszma allasa a szokasos szabalyok szerint m : n lenne,
akkor ha m és n legnagyobb koz0s osztéja d, és d > 1, az allas automatikusan
(m/d) : (n/d)-re valtozik. Ezért az aritmetikai pingpongnak a 0 : 0 kezddallas-
tol kiilonb6zd lehetséges m : n allasaiban el6forduld m és n egészek mindig relativ
primek. A jelenlegi szabalyozas szerint a pingpongjatszmaban az a jatszo fél a gy6z-
tes, amelyik megnyer 11 labdamenetet, azaz szerez 11 pontot ugy, hogy ekézben
ellenfele legfeljebb 9 pontot ér el. Ha pedig az allas 11 : 10, a jatszma folytato-
dik, és az nyer, aki kett6vel tobb pontot szerez, mint ellenfele. Igy barmely olyan
m:n (m > n) végallas lehetséges, amelyre m = 11 és n < m — 1, vagy m > 11 és
n =m — 2. Ilyenkor az m szdmot nyerd, az n szdmot vesztd pontszdmnak nevez-
ziik. A nyerési szabaly masodik része az aritmetikai pingpongban f6losleges, mert
a 11 : 10 allas csak 10 : 10 utan johetne létre, ilyen allas azonban nincs. Innen azt
is latjuk, hogy a 11 pontig jatszott aritmetikai pingpongnak nem minden (m,n),
11-nél nem nagyobb relativ prim egészekbdl allo szampéar lehet allasa. (Kisebb
szamok alkotta példat sem nehéz talalni.)

A masodik szerzd esetében a kutatast az OTKA 115518 szamu palyazata tamogatta
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A 21. széazad kezdetéig érvényes szabalyok szerint hosszabbak voltak a ping-
pongjatszmak: az a fél nyert, amelyik 21 pontot szerzett ugy, hogy ellenfele ek6zben
legfeljebb 19-et. A 21 : 20 allas utan pedig akkor is az nyert, aki kettével tobb pon-
tot ért el, mint ellenfele. Az aritmetikai pingpongot is jatszhatjuk 21 pontig. ,A
matematikus két esetbdl mar altalanosit” — mondta Rédei Laszld. Kovetve ezt a
boéles mondast, tetszdleges k(> 1) természetes szamra bevezetjiik a k-pingpongot,
amelyben az nyer, aki legalabb két pont kiilonbséggel legaldbb k pontot szerez, és a
k-aritmetikai pingpongot, amelyben az nyer, aki k pontot szerez. Szandékosan fog-
tuk ilyen révidre az utobbi definiciot, mert a két pontnyi kiillonbséget megkovetelni
a k > 2 esetben épp tgy {6l0sleges, mint a mar tekintett & = 11 esetben (mas szoval,
a k-aritmetikai pingpongban a nyerd pontszam mindig k), az egyébként is trivialis
k = 2 esetben pedig értelmetlen. A kovetkezSkben mindig feltessziik, hogy k > 2, és
helykimélés végett aritmetikai pingpong helyett a-pingpongot, k-aritmetikai ping-
pong helyett k-a-pingpongot irunk, ezek jatszmait pedig a-jatszmdnak, illetve k-
a-jdtszmdnak nevezziik. Latni fogjuk, hogy az a-pingpongra vonatkozoan érdekes
kérdések tehetdk fel, s tobb ilyen kérdésre nevezetes szamelméleti tételek segitsé-
gével valaszolhatunk.

Jatszmak és allasok. A tovabbiakban az a-pingpongot olyan, allapotat lépésen-
ként valtoztatd rendszernek tekintjiik, amely a kovetkezs tulajdonsagokkal definial-
hato:

(a) kezdgallapota a (0,0) szampar;
(b) tovabbi lehetséges allapotai a relativ prim nemnegativ egészekbél allo (m,n)
szamparok;
(c¢) allapota minden lépésben két lehetséges modon, mégpedig a
d 'd

H: (m,n) — (m“ ”)

(d =Ink.o.(m+1,n)), és a

m n+1
Vi(m,n)— (cl”d’)

(d =1Ink.o.(m,n+1)) szabalyok (masképpen: egyvaltozos miveletek) egyike
szerint valtozik;

(d) végallapota minden, a kezddallasbol véges szamu lépéssel elérhets (k,n) al-
lapot, ahol k& 2-nél nagyobb rogzitett egész szam, és k > n.

Az a-pingpongot tehat nem diszkrét matematikai jatékként, hanem a dinami-
kai rendszerekre emlékeztets tulajdonsagokkal jellemezziik. Megtartjuk azonban
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a jatékoknal megszokott terminolégiat: allapot helyett dlldst, allapotvaltozas he-
lyett lépést, palya (vagyis a kezdGallasbol végallasba vezetd lépéssorozattal el6allo
allassorozat) helyett jdtszmdt mondunk.

Az a-pingpong allasai szamparok; ezért a sik racspontjaival (derékszogi
koordinatarendszer egész koordinataju pontjaival) abrazolhatok. Hasznalhatjuk
(m,n) helyett a jatékoknal szokasos m : n jelolést is. A kezddallastol kiilonbozs
lehetséges allasok az els6 siknegyedben 1évs olyan (m,n) racspontok, amelyekre m
és n relativ primek. Megemlitjiik, hogy ezeket Erd&s és Suranyi ldthato pontoknak
nevezi ([1], 71-72. o.), mert a koordinatarendszer kezdSpontjaban il pontszerd
megfigyels csak ezeket latja; a tobbieket ezek eltakarjak. Mi a (0,0) pontot is a
lathato pontok kozé soroljuk.

Ha a szokésos pingpongban A vezet B ellen, B néhany sikeres labdamenettel at-
veheti a vezetést. Ez el6fordulhat az a-pingpongban is, de csak azon az aron, hogy
A és B a jatszmat 1 : 1 allassal ujrakezdik. Igy barmely befejezett a-jatszmaban
az utolso tjrakezdésnél (vagy, ha tjrakezdésre a jatszma folyaman nem keriilt sor,
a jatszma elején szitkségképpen) felléps 1 : 1 allast kovetSen végig ugyanaz a jaté-
kos — megallapodhatunk abban, hogy A — vezet. Ertheté moédon az nem érdekel
benniinket, hogy a t6bbszor elkezdett jatszmaknak az utolsé 1 : 1 allashoz vezetd
szakaszaban A és B koziil ki, mikor és hogyan vezetett, ezért a tovibbiakban min-
dig feltessziik, hogy a tekintett jatszmak &allasa az els6 1épés utan 1 : 0, és benniik
nem fordul el6 tjrakezdés. Igy elegends a kezdéallast jells (0,0) racspont mellett
csupan az elsd siknyolcadban levé — tehat az In.k.o.(m,n) = 1 feltétel mellett az
m > n feltételt is teljesité — (m,n) racspontokat vizsgalnunk. (Ezt elére latva

Egy jatszmét leirhatunk a jatszmaban egymés utan felléps allasok felsorolé-
séval, vagy a benne egymés utan kovetkezd 1épések jelének felsorolasaval. A H
és V lépést nevezziik redukdlonak, ha d > 1, ill. d' > 1; az ilyen lépés mindkét
komponensét csokkenti az allasnak, amelyre alkalmazzuk.

Azt a lépéssorozatot, amely a H lépés r-szeri megismétlésébsl all, H" jeloli; ha-
sonloan értelmezziik a V" hatvanyt. Altalanosabban, a két 1épés vagy lépéssorozat
egymas utani elvégzésével kapott lépéssorozat jele ezek jeleinek a (formaélis) szor-
zata. Példa: a (7,5) allasbol a S = H8V? lépéssorozat visszavisz a (7,5) éllasba
(Id. 1. abra (a); az abran kovér pont jeloli az elss siknyolcad lathato pontjait, vo-
nal mutatja jatszméank menetét, csillag a kezdd- és végallast, lires pont a redukald
lépéssel elallo allast). Ilyen jeloléssel barmely a-jatszma felirhato. Megallapodunk
abban, hogy ezutan a redukalé lépésekre utanuk irt fiiggéleges vonallal hivjuk fel
a figyelmet, tehat példankban S = H3 | H>V*4,

Minden befejezett jatszma kezdGlépése is, befejezs 1épése is H. Trividlisnak ne-
vezzitk a HV H*~! k-a-jatszmat, amelyben tehat a sziikségképpen eléforduld 0 : 0,
1:0,1: 1 allasok utdn A minden labdamenetet megnyer. A 9-a-pingpongban
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(a) (7,5)-bdl (7,5)-be (b) Nemtrivialis 9-a-pingpong jatszma

1. abra

van nemtrividlis jatszma: HV HSV4AH? (1d. 1. dbra (b)). MAsrészt nem tul hosszi
végiggondolni, hogy a 11-a-pingpongban csak trivialis jatszma van. Megmutatjuk,
hogy ha k > 11, akkor a k-a-pingpongban mindig van nemtrividlis jdtszma. Isme-
retes Csebisev klasszikus tétele (1850, lasd [1], 129. o., [2], 193. 0.), amely szerint
barmely 2-nél nagyobb k egész szamhoz létezik legalabb egy olyan p primszam,
amelyre k/2 < p < k. Erre a tételre Ramanujan egyszertibb bizonyitast adott
([6]), azt is megmutatva, hogy a tétel altalanosithato: bdrmely n-hez létezik olyan
k, hogy minden k-ndl nagyobb egész szam és a fele kizé legaldbb n szamai kilonbozd
primszam esik, és pl. n = 2-re k = 12. Ha tehat k > 11, akkor léteznek olyan p1, po
primszamok, hogy k/2 < p; < ps < k. Ekkor HV HP2~1VP1=1 [F=P2 pnemtrivialis
k-a-jatszma.

Az a-jatszma nem csak ujrakezdéskor keriilhet vissza olyan allasba, amelyben
maér volt; erre példat is lattunk. Nevezziik egyszertd jdtszmdnak az olyan a-jatszmat,
amelyben minden &llas legfeljebb egyszer fordul el§. Barmely k-a-jatszma minden
végallasa egyszeri k-a-jatszmanak is végallasa. Nevezziik nagyon egyszerd jdtszmd-
nak az olyan a-jatszmat, amelyben redukalo lépés nem fordul el6. Minden nagyon
egyszerd jatszma egyuttal egyszert is. Megmutatjuk, hogy ennek a megfordité-
sa nem igaz: a 38-a-pingpongban van olyan egyszerd jdtszma, amelyben eldfordul
redukdlo lépés. Ilyen lesz a

(1) HVHV>H | H*V*H V2 HVZH

jatszma. Ennek belatasahoz elegendé szemiigyre venni a 2. abrat.
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2. abra. Az (1) lépéssorozathoz tartozo 38-a-pingpong jatszma

Kérdések és valaszok. Felsorolunk néhany nyilvanval6 tényt a szokésos pingpong-
ra.

1. Barmely m és n nemnegativ egészekhez létezik olyan k, hogy m : n a k-
pingpongnak allasa. 2. Egy m : n végallasa k-pingpongjatszmaban elGforduld
allasok szama kisebb, mint 2m, és ez a korlat pontos: barmely pozitiv e-hoz 1é-
tezik olyan m : n végallasi jatszma, amelyben (2 — €)m-nél tobb allas fordul el6.
3. Epp tgy, mint a 11-pingpong esetén, m : n (m > n) pontosan akkor végallasa
a k-pingpongnak, ha m =k ésn < k — 1, vagy m > k és n = m — 2; ezért az
(m,n) (m > n) nemnegativ egész szamparhoz akkor és csak akkor létezik olyan k,
hogy m : n a k-pingpongnak végallasa, ha n < m — 1.

Kevésbé nyilvanvalo a valasz az a-pingpongra vonatkozo megfelel§ kérdésekre:

1. Mely (m,n) parokhoz van olyan k, hogy m : n allasa a k-a-pingpongnak?

Valasz: Ha m > n és m,n relativ primek, akkor mindig létezik olyan k, hogy
van olyan k-a-pingpongjdtszma, melyben az (m,n) dllds eléfordul. A bizonyitashoz
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a szamelmélet egy ugyancsak klasszikus eredményét hasznéljuk: Dirichlet tételét
(1837, [1], 111. o., [2], 67. 0.), amely szerint, ha egy pozitiv egész szdmokbdl dllo
végtelen szamtani sorozat kezddeleme és kiilonbsége relativ prim, akkor a sorozatban
van primszdm. (A tétel konklazio-részét rendszerint igy mondjak ki: ... akkor a
sorozatban végtelen sok primszam van.” Gondoljuk meg, hogy ez ekvivalens a tétel
altalunk adott, szerényebben hangzo alakjaval.) Tekintsiink egy (m,n) pozitiv
egész szampart, ahol m > n és In.k.o.(m,n) = 1. Dirichlet tétele szerint a 2m — 1
kezdGelemi és m kiilonbségl szamtani sorozatban van primszam. Jel6ljon p egy
ilyen primszamot, és legyen p = 2m — 1+ t¢m (¢t > 0). Akkor p+1 = (¢t + 2)m.
Masrészt (t 4+ 2)n < p. Igy az § = HVHP~'VEH2)n—1[] | lépéssorozatban az
egyetlen redukalo 1épés az utolso lépés, és S az (m,n) allashoz vezet. Megmutatjuk,
hogy S befejezett jatszmava folytathatd. Azt fogjuk belatni n szerinti indukcioval,
hogy ha In.k.o.(m,n) =1 és m > n, akkor barmely p-nél nem kisebb k-ra az (m,n)
allasbol a-pingponglépésekkel el lehet jutni a k-a-pingpong valamely végéllasaba.
Ha n = 1, akkor H* ™ a kivant lépéssorozat. Ha n > 1, akkor ugyanebben a
lépéssorozatban vagy nincs redukalo lépés, és igy az ekkor is a (k,n) végallasba
visz, vagy pedig van, mégpedig az (m + t,n) allasbol. Ez a lépés egy ((m +t +
1)/d,n/d) (d > 1) allasba vezet, amelyb6l az indukci6-feltevés szerint alkalmas R
lépéssorozattal a k-a-jatszma egy végéllasaba jutunk.

Bizonyitasunk els6 fele tomor algebrai nyelvezetet hasznalva azt mutatja, hogy
az Osszes lathaté pontok halmazan a H és V' egyvaltozos miiveletek altal létrehozott
algebrai strukturanak a (0,0) pont generator-eleme. Ez érdekes parja Stern és Bro-
cot tételének (1858-60, [3], 117-119. o.), amely hasonléan fogalmazva azt mondja ki,
hogy a (0, 0)-t6l kiilonbozé lathaté pontok halmazan a medidn-mivelettel (vagyis
az

a+c b+d
b d) =
(a.b)e (e,d) (ln.k.o.(a—&-c,b—&-d)’1n~k-0-(@+c’b+d)>

kétvaltozos mitivelettel) keletkezs algebrai struktiranak a {(0, 1), (1,0)} halmaz ge-
neratorrendszere. (Brocot francia 6rasmester volt, aki pontos orakhoz sziikséges
fogaskerék-rendszereket tervezve fedezte fel ezt a tényt.)

Konnyt belatni, hogy paros m-re az (m, m— 1) allasba egyszerd lépésekkel nem
juthatunk el, tehat ezek az allasok nagyon egyszert a-jatszméakban nem fordulhat-
nak elg. A (4,3) allasbol Gjrakezdés nélkiili a-jatszma csak a HH | vagy HVH | H |
lépéssorozattal folytatodhat (ellendrizziik!), amelyek a (2,1) allasba vezetnek, ez
az allas azonban minden jatszma elsG lépése utan elgall. Innen latjuk, hogy (4, 3)
egyszerd a-jatszméaban sem fordulhat el. Ugyanez hasonloan igazolhato a (6,5)
allasra, de a (8,7) allashoz mar talalunk — és a kovetkezSkben meg is adunk — olyan
egyszeri a-jatszméat, amelyben el6fordul.

2. Legfeljebb hany kiilonbozs allas fordulhat el egy k-a-jatszméaban?
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Tetszoleges k-a-jatszmakat tekintve, ha a tobbszor is el6fordulo allasokat csak egy-
szer vesszik figyelembe, az el6forduld allasok szdma nyilvanvaléan kisebb, mint a
lehetséges allasok, vagyis az olyan relativ prim pozitiv egészekbdl allé (m,n) szam-
parok szama, amelyekre k& > m > n. Ugyanezek a szampéarok lépnek fel a k-adik
Farey-sorozatban, amelynek elemei a névekvs sorozatba rendezett Osszes, 0 és 1
kozotti értékd, k-nal nem nagyobb nevezdji, egyszertsithetetlen n/m racionalis
tortek; a sorozat kezddelemének tekintik a 0 szamot ([1], 69. o.). (Farey angol geo-
logus volt, aki amatér matematikusként figyelte meg ezeknek a sorozatoknak egy
lényeges tulajdonsagat. Azutan a 19. szazad kiemelked6 matematikusai — Cauchy,
Sylvester — vizsgaltédk a Farey-sorozatokat.) Az Euler-féle ¢ szamelméleti fliggvény
értéke minden n helyen az n-nél nem nagyobb, hozza relativ prim pozitiv egészek
szama ([1], 206. o., [2], 68. 0.) Ezért a k-a-pingpong (0, 0)-t6] kiilonb6zs lehetséges
allasainak szama

(2) (1) +¢(2) + - + @(k).
Mar Euler tudta, hogy ez az Gsszeg k méasodfoku fiiggvényével, mégpedig a

3

3) s

fiiggvénnyel kozelithets. (Ez kapcsolatban van a kovetkezd érdekes kérdéssel: Mi
annak a valoszintisége, hogy két véletlenszeriien kivéalasztott pozitiv egész relativ
prim? A vélasz is ismert: a keresett valosziniiség 6/7%, azaz a négyzetszamok
reciprokaibol 4ll6 sor dsszegének reciproka.!) Innen kévetkezik, hogy barmely k-
a-pingpongjatszmaban kevesebb, mint (3) szama allas fordul els. (A (k,n) alaka
allasok koziil csak egy; tovabba az egyszert lépésekkel el nem érhetd (u,v) allasok
koziil legfeljebb azok, amelyekre u < k/2, mert a tobbiek redukaléd lépéssel sem
érhetdk el.) Ez durva fels6 becslés; pl. egy 21-a-jatszmaban legfeljebb 113 allas
fordulhat el6, k = 21-re (2) a 140, (3) pedig a 134 értéket adja.

Az (1) 38-a-jatszmabdl latjuk, hogy egyszerid k-a-pingpongjatszmaban elfor-
dulo6 allasok szaméanak nem fels6 korlatja 2k: itt az allasok szama 100 > 2 - 38. A
legkisebb &llas, amely egyszert 1épésekkel nem érhetd el, de egyszerd jatszmaban
elsfordul: (8,7). Ezt a

(4) HVH78V69H | H5V4H6V6H12V12H22V18H20V24H7

egyszerl 80-a-jatszma tartalmazza, amelynek végallasa 80 : 71. Az allasok szama
(4)-ben 287, ami nagyobb, mint 3-80. Tovabbi a-pingpongjatszmak vizsgalata utan

1Precizebben fogalmazva, ha tetszdleges N természetes szamra oy jeloli annak a valoszint-
ségét, hogy az {1,2,..., N} halmazbol véletlenszerden kivalasztott a és b természetes szamokra

Ink.o.(a,b) =1 teljesiil, akkor ay — —;, amint N — oo.
b
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felmeriil a kérdés: létezik-e olyan ¢ pozitiv konstans, hogy barmely k-ra egyetlen
egyszerd k-a-jatszméaban sincs ¢ - k-nal tobb allas. Szamitogép segitségével meg-
adtunk olyan egyszeri k-a-jatszmat, amelyben az allasok szama k-nak t6bb, mint
1481-szerese, tehat, ha a mondott ¢ 1étezne, nagyobb lenne 1481-nél. Ehhez termé-
szetesen igen nagy k sziikséges; példankban k = 199922. (Ezek utan az is érthetd,
hogy a széban forgo jatszmat itt nem irjuk fel.) Azt sejtjiik, hogy barmely pozi-
tiv c-hez van olyan k, hogy létezik olyan k-a-jatszma, amelyben az alldsok szama
tobb, mint ¢ - k; méasképpen fogalmazva, az allasok szama nem becsiilhets felilrsl
k linearis fiiggvényével.

Végiil, ha nagyon egyszerd jatszmakra szoritkozunk, az el6fordulé allasok szé-
maéra a szokasos pingpongnal megfigyelthez hasonlé pontos felsg korlatot adhatunk:
nagyon eqyszerd k-a-jdtszmdaban csak 2k-nal kevesebb dllds fordulhat eld, de bdrmi-
lyen kicsi pozitiv e-hoz létezik olyan nagyon egyszerd k-a-jdtszma, amelyben eld-
forduls dlldsok szama tébb, mint (2 — €)k. Ennek belatasahoz Ingham kovetkezs,
szomszédos primszamok tavolsdgara vonatkozo tételét hasznaljuk ([1], 108. o., [4]):

Jelolje pr. a természetes rendezésben k-adik primszdmot. Létezik olyan b
pozitiv szam, hogy minden n-re ppi1 — pr < bpi/g.

Ingham tételébsl Mills egyszerten levezette ([5]), hogy elegendden nagy szomszé-
dos kobszamok kozétt mindig van primszém. (Ezt a tényt Mills segédtételének
nevezziik, § ugyanis annak megleps ténynek a bizonyitédsara hasznalta, hogy léte-
zik olyan « valés szam, hogy a minden pozitiv egész kitevds hatvanyanak egész
része primszam. Mills segédtétele nem megleps: mar az elsé két kbbszam kozott 4
primszamot talalunk, a nagyobb szomszédos kobszamok kozott pedig egyre tébbet,
de véges szamu eset megfigyelése nem bizonyitas. Egyébként a szomszédos négy-
zetszamokra vonatkozo hasonlo allitast mindméig nem sikeriilt bizonyitani.) Ha
ugyanis n > b® és pr a legnagyobb olyan primszam, amely kisebb n3-nél, akkor

n3 < Pr+1 < Pk +bp2/8 <P+ < n?< (n+ 1)37
tehat a (k + 1)-edik primszam n? és (n + 1)3 kdzdtt van.

Legyen 0 < € < 1, tovabba n olyan pozitiv egész, amelyre teljesiilnek a kovet-
kez6 feltételek: n — 2 > b® és 9/n < e. Az elsé feltétel biztositja, hogy létezik egy
p primszam (n — 2)% és (n — 1) kozott és egy q primszam (n — 1)% és n® kozott.
Akkor HV H1~'VP~—1 " ~4 nagyon egyszerii n>-a-pingpongjitszma, aminek a be-
latasahoz csak azt kell igazolnunk, hogy az utolsé n® — ¢ szamu lépés egyike sem
redukilo. Ezekkel a lépésekkel a (¢, p), (¢+1,p), ..., (n3,p) allasok jonnek létre. A
masodik feltételbél kovetkezik n > 10. Indukcioval igazolhatjuk az (n —2)3 > n3/2
egyenlGtlenséget, amelybdl kdvetkezik, hogy allasaink komponensei relativ primek.
Jatszmankban az dllasok szdma n® +p—1 > n3+ (n—2)3, és a masodik feltételbél

az is egyszertien megmutathat6, hogy az utébbi szam nagyobb, mint (2 — €)n3.
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A 3. 4bran a nagyon egyszeri 29-a-pingpong, illetve 31-a-pingpong jatszmékat
szemléltettiik, amelyekbdl rendre 125, illetve 158 darab van.
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3. abra. Nagyon egyszeri k-a-pingpong jatszmak (k € {29,31})

3. Mely n-ekre lesz m : n végallasa az m-a-pingpongnak?

Ennek a vizsgalatahoz elegend§ csak a nagyon egyszerd jatszmékat tekinte-
niink, mert bdrmely k-a-jdtszma minden (k,l) végdlldisa egy nagyon egyszerd k-
a-jdtszmdnak is végdlldsa. Legyen ugyanis p a legnagyobb primszam, amely kisebb
k-nal. Ekkor Csebisev emlitett tétele szerint k/2 < p. Tegyiik fel, hogy tekintett
jatszmankban van redukald 1épés, és tekintsiik az ilyen lépések koziil az utolsét. Ha
ez az (m/d,n/d) allast hozza létre, ahol d = In.k.o.(m,n), akkor m < k és d > 2
miatt m/d < p. Ekkor jatszméankban els fog fordulni olyan (p, ¢) allas, amely utan
kovetkezs allasok mind (p/, ¢’) alakaak, ahol p’ > p, mind nemredukald lépéssel
keletkeznek, és koziiliik az utolso: (k,1). Jelolje ezeknek a lépéseknek a sorozatét
S. Ekkor a keresett, redukalo lépés nélkiili jatszma HP~1VI~1S.

Vilagos, hogy m : 1 végallas minden m-re, m : 2 pedig egyetlen m-re sem
végallas; altalanosabban, m : 2k egyetlen m-re és egyetlen k-ra sem végallas. Az
m : 3 dllds akkor és csak akkor végdllds, ha m 3-ndl nagyobb 2 -3 -t + 2 alaku
egész. Ha ugyanis m = 6t + i, akkor i # 0, 3, tovabba mivel a megel6z6 allas csak
(m—1) : 3lehet, ¢ # 1,4 is igaz. Ha pedig i = 5, akkor a megel6zs allas (6t+4) : 3;
ilyen &llas azonban egyszerd lépéssel nem allhat el§. Masrészt barmely (6t + 2) : 3
allast elérhetiink a HV H5V? H lépéssorozattal. Hasonlé médon, de tébb munkaval
igazolhato, hogy azm : 5 dllds akkor és csak akkor végdllds, ha m 5-nél nagyobb és
2-3-5-t+1 alaku egész, aholt a 2,3,4,8,9,12,13,14, 18,19, 24 szdmok valamelyike.
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Ennek végiggondolasat — és esetleg az m : 7 végallasok diszkusszidjat — az érdeklsds
olvasora bizzuk. Kénnyen belathato, hogy m : (m — 2) sem lehet végéllas, tovabba
m : (m—3) csak akkor lehet végallas, ha m 6t+2 alaku. Ez a feltétel nem elegendd;
a legkisebb ellenpélda m = 26 (1d. 4. abra).
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4. dbra. Nagyon egyszerd 26-a-pingpong jatszméak

Az m nyerd pontszammal befejezett szokasos pingpongjatszmak lehetséges vég-
allasainak szama m — 1. Mivel paros szam nem lehet veszt6 pontszam, az m-
a-pingpong végallasainak szama m felét sem érheti el. Azt azonban egyszertien
igazolhatjuk Ramanujan el6z6kben is hasznalt tétele segitségével, hogy ha m min-
den hataron tul ng, akkor az m-a-pingpong végéllasainak szama is minden hataron
tal né. Ha ugyanis k olyan szdm, hogy minden néla nagyobb egész és a fele k6zott
legalabb n primszam van, akkor, ha m > k és p1 < po < -+ < pp_1 < p, az
m és m/2 kozotti primszamok, az i = 1,2,...,n — 1 szdmok mindegyikére m : p;
végallasa lesz a

(5) HV HPn—lypi—1gm—pn

a-jatszméanak, s ezért az m-a-pingpongnak minden k-nal nagyobb m-re legalabb
n kilonbo6zs végallasa van. Nem nehéz belatni, hogy ha ebben a mondatban k-t
mindeniitt &', a fele” szot pedig ,harmada” helyettesiti, (5) akkor is szabalyos m-a-
jatszma marad, és a mondat allitasa valtozatlanul igaz lesz. A végallasok szaméra
ennek figyelembe vételével adodo alsd becslés még mindig durva, pl. m = 50-re
n = 10-et ad a tényleges 14 helyett.
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