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Elagazé folyamatok szemléletes bevezetése
generatorfiiggvények segitségével

FEKETE ARPAD

1. Bevezetés

A generatorfiiggvények a matematika szamos agaban jelentGs alkalmazésokkal ren-
delkeznek, tobbek kozott felhasznalhatjuk ezeket rekurziv egyenletek megoldasara,
kombinatorikus képletek igazolasara, valamint multiplikativ szamelméleti fiiggveé-
nyek tulajdonsagainak vizsgalatara.

Az 1970-es években a generatorfiiggvényeket a sztochasztikdban is alkalmazni
kezdték az elagazd folyamatok problémakorében. E téma a 19. szazadig nyulik
vissza. Sir Francis Galton és Henry William Watson angol tudésok nemesi csa-
ladnevek kihalasanak valoszintiségét vizsgaltdk. A téma alapjanak az 1874-ben
megjelent ,On the probability of extinction of families” cimi cikkiik tekinthetd [6].
Ezt a problémat kés6bb mas matematikusok altalanositottak, igy alapvets jelents-
ségiivé valt példaul a populaciodinamikaban, a nuklearis lancreakcié vizsgélataban
vagy a fizikdban a gyenge elektronaram felergsitésére szolgalod elektronsokszorozd
miiszer hatékonysaganak elemzésében.

E cikk célja, hogy az olvasé kizarélag elemi valdszintiségszamitasi fogalmak isme-
retére tamaszkodva és felhasznalva a generatorfiiggvények tulajdonsagait — tjszert
modszertani megkozelitésben — bevezets képet kapjon az elagazéd folyamatokrol és
ezek néhany alkalmazéasarol.

2. Elagazoé folyamatok

Az elagazo folyamatok olyan sztochasztikus folyamatok, amelyekben a valoszint-
ségi valtozok lehetséges értékei megszamlalhatdéan végtelen halmazbol keriilnek ki,
vagy mas szoval az allapotteriik megszamlalhatoan végtelen. Sztochasztikus fo-
lyamat alatt id6ben végbemend véletlen folyamatot értiink, amely nem mas, mint
val6szintiségi valtozok serege az id§ szerint indexelve. Tovabb sziikitve, az elagazd
folyamat egy Markov-folyamat, amely egy populéciot modellez, amelyben minden
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n. generacioban 1évs egyed véletlen szamu utédot hoz létre, akik majd az (n + 1).
generaciot alkotjak. Ebben a modellben feltessziik még, hogy minden egyed azonos
valoszintiségi eloszlas szerint hoz létre utdédokat és az egyedek egymastol fiiggetleniil
szaporodnak. Ha egy egyed létrehozta véletlen szamu utédat, akkor utédna elttiinik
a rendszerbdl. Annak valoszintisége, hogy egy egyed pontosan k£ db utoédot hoz
létre pr. Ha a & valoszintiségi valtozo jelenti egy egyed utédainak szamat, akkor ez
formaélisan:

(2.1) P =k)=py, k=0,1,2,...
Nyilvan Z;io pr = 1. Jeldlje X,, a populaciot alkotd egyedek szdmat az n. ge-

nerdcioban. Az egyszerd eldgazo folyamat egyetlen Gst feltételez, & alkotja a 0.
generaciot, azaz Xg = 1. Az 1. abra egy elagazo folyamatot mutat:

Xo=1
X, =3
Xy =4
X3 =6

1. abra

Ilyen feltételekkel {X,,} Markov-lanc az S = {0,1,2,...} allapottéren.

2.1. Definicié. Markov-lincnak nevezzik az olyan diszkrét idében valtozo szto-
chasztikus folyamatot, amelynek az allapottere véges vagy megszamlalhatéan vég-
telen halmaz, és az egyes allapotok bekovetkezésének valoszintiségei csak a kozvet-
lentl elsttiik allo allapotoktol fiiggnek.

Markov-lancoknal p;; jeloli az atmenetvaloszintiséget, ami annak a valoszintisé-
gét jelenti, hogy egy j allapotba keriiliink, feltéve, hogy az i allapotban vagyunk.
Ez tehat egy feltételes valoszintség:

A p;; szamok matrix formajaban is elrendezhetSk. A P := (p;;) matrixot a folya-
mat dtmenetvaldszintiség-mdtrizdnak nevezzik:

Poo  Po1i
P:= | Pio P11
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A p;; mennyiségek nyilvan kielégitik a

(23) Dij 2 O, Zaj 2071723"'7

(2.4) > piy=1, i=0,12,...
=0

feltételeket. A (2.4) feltétel csupan azt fejezi ki, hogy valamilyen atmenet biztosan
bekovetkezik minden egyes allapotbol. A Markov-lancot teljesen meghatarozza,
ha (2.1) adott és X, valoszintiség-eloszlasa rogzitett. A Markov-tulajdonsdg azt
jelenti, hogy a folyamat jovébeni allapota csak a jelen allapottol fiigg, a miltbeli
torténésektsl nem, azaz a rendszer jelenbeli dllapota a lényeges, és nem az, hogy
miként keriilt a rendszer ebbe az allapotba. Populaciés modelliinkben ez azt jelenti,
hogy az egyetlen lényeges informécio az utols6 ismert populacio nagysaga, mivel az
utodok szama csak a jelenlegi populéacié nagysaganak fliggvénye. Matematikailag:

(25) pij = P(XnJrl = j|X() = i(),Xl = il, ...Xn,1 = infl,Xn = Zn = Z)
= P(X,41 = j| X, =19).

Tehat {X,} = Xo, X1, Xo,... egy Markov-lanc, ahol X, valoszintiségi valtozo a
populécioé nagysaga az n. generacioban. Az n. generacioban lévé X, szamu egyed
egymastol fliggetleniil f%"), fé") .. ,55?3 szamu utodot hoz létre az (n + 1). gene-
racionak. 5](-”) tgy foghato fel, mint az (n + 1). generacié azon egyedeinek szama,
melyek az n. generacio j. egyedének utodai. Nyilvan {fj(-n), n > 1,7 > 1} azonos
eloszlasu (a kozos eloszlas {py}), nemnegativ, egész—értékd valoszintségi valtozok.
E jelolésekkel:

(2.6) Xpy1 = 65") + fén) +o Tt 55?73

Igy egy {X,,n > 0} elagazo folyamatot definialtunk, amelyben Xo = 1, X; =
§0), X, = 551) + fél) + §§f, X, = §§n71) + fénil) + - —|—§§?7;11) Konnyen
lathato, hogy ha valamely i-re X; = 0, akkor X;; = 0, azaz a folyamat véget ér,
vagyis a populécié kihal.
Természetes Otletként meriil fel megvizsgalni, hogy mennyi az n. generacioé
egyedszaméanak varhato értéke, varianciaja és mennyi a kihalas valoszintisége. Je-
16lje 1 az egy egyed altal létrehozott utdédok szdmanak varhato értékét, azaz

p=EE) =) kp
k=1

Jeldlje 02 a ¢ variancidjat, azaz Var(¢) = o2. Jelolje E(X,) az n. generacié nagy-
saganak varhato értékét és Var(X,,) a varianciajat. Ekkor a populacié méretének
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varhato értéke az (n + 1). generacioban, feltéve, hogy az n-edikben k darab egyed
volt:

(2.7) EXpn|Xn=k) = E(én) + gé") 4. 51(;‘)) —
=B+ EEM) + ...+ B(E") = k.

Ez alapjan a teljes varhato érték tételébsl meghatarozhato az E(X,,):

o

(28) E(Xn) P(Xn—l = k)E(Xn|Xn—1 = k) = iP(Xn—l = k)kﬂ
k=0

o

0
pY kP(Xn_1 = k)= pBE(X, ).
k=0

Ezt n-szer megismételve az alabbit kapjuk:
(2.9) E(X,)=pu"E(Xo) =p". (Az elején feltettiik, hogy E(Xy) = 1.)

Var(X,,+1)-re a kovetkezd szamithato ki: Var(X,11) = E(X,)o? + u? Var(X,,).
Ezt felhasznalva teljes indukciéval megmutathato, hogy

no?, hap=1

02;/"1%, ha p # 1.

(2.10) Var(X,) = {

(2.9)-bdl levonhato az a kovetkeztetés, hogy a kihalas valoszintisége direkt modon
fligg a p értékétsl. Ha p > 1, akkor a populécié méretének varhato értéke névekedni
fog, ha p < 1, akkor a varhatoé érték tart nulldhoz, ha n tart a végtelenbe, azaz
lim,, o E(X,) = 0. Ha u = 1, akkor a populacio méretének varhato értéke allando.

A populéacié kihalasa nyilvan akkor kovetkezik be, ha a populacié mérete va-
lamelyik generacioban lenullazodik. Jelolje T' a kihalas véletlenszertd id&pontjat,
azaz azt az els6 n-et, amelyre X,, = 0, azaz T := min,>¢{X,, = 0}. Nyilvan ekkor
Xp+i =0, minden ¢ > 0 esetén. Legyen

(2.11) un = P(T' < n|Xg = 1) = P(X,, = 0| Xo = 1)

a kihalas valdszintisége az n-edik vagy az az el6tti generacidban.

Nézziik meg a folyamatot az elejérél. A 0. generdcidoban egyetlen egyed van,
Xo = 1. Ez az egyed k szamu utddot hoz létre. Ezen utodok azutén sajat utodokat
produkalnak. Megfigyelhetjiik, hogy ha az eredeti populéci6é az n-edik generacio-
ban kihal, akkor ezen k szamu 4g minden egyes darabja legkéssbb az (n — 1)-edik
generacioban elhal. Mivel mind a k szamu részpopulacio egymaéastol fiiggetlen és
ugyanazok a statisztikai tulajdonsagaik, mint az eredeti populécionak, ezért annak
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valoszintisége, hogy ez a k darab Ag mindegyike kihal az (n — 1)-edik generaci-
oban: wu,_;. Tehat a teljes populacio kihalasdnak valoszintisége az (n — 1)-edik
generéacioban: (u,_1)*. A teljes valoszintiség tételét felhasznalva kapjuk, hogy

(2.12) Up = Zpk(un_l)k =®(up—1), n=12...
k=0

A (2.12) kifejezést generdtorfiiggvénynek nevezziik. A kovetkezs fejezetben targyal-
juk a generatorfiiggvények legfontosabb tulajdonsagait, hogy a (2.12) egyenletet
tovabb tudjuk elemezni. Annak valoszintisége, hogy a kihalas méar az elsé genera-
cioban bekovetkezik, nyilvan u; = pg = P(§ = 0) = ®(up). (2.12)-b8l adédnak a
kihalési valoszintségek: ug = 0, up = P(up), uz = ®(uq), ...

3. Generatorfiiggvények és a kihalas valosziniisége

Fiiggetlen valoszintiségi valtozok Osszegének vizsgalataban rendkiviil hasznos sze-
repet jatszanak a generatorfliggvények, igy az elagazd folyamatok targyalasahoz
fontos eszkdznek bizonyulnak [3].

Legyen £ egész-értékii valoszintiségi valtozo, melynek eloszlasa (v.6. (2.1))

P¢=k)=pr, k=0,1,2,...

A {pr} eloszlas generatorfiiggvénye egy hatvanysor, melynek egyiitthatoit a
{po,p1,p2, ...} sorozat adja:

(3.1 O(s) :=po+sp1 + *po+ - = Zpksk =E(s%), 0<s<l.
k=0

Konnyt észrevenni, hogy s > 0 esetén ®(s) monoton nové fiiggvény, ®(0) = po
és ®(1) = Y22 ,pr = 1. Differencidlva a generatorfiiggvényt és a derivaltba az
s = l-et helyettesitve a & varhato értékét kapjuk, azaz

(3.2) (1) =p1+2p2 +3p3 +--- = E().

®(s) masodik derivéltja s = 1 esetén:

(1) =2py+3-2p3+4-3ps+---= > k(k—1)pr = B - 1))
k=2

= B(E —©) = B(E) - B(©).

Atrendezve:
E(¢%) = @"(1) + E(¢) = ®"(1) + @'(1).
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Igy
(3.3) Var(€) = B(€?) — [E(©))” = "(1) + @'(1) — ['(1)]*.

Még két fontos tulajdonsagot sziikséges megemliteni. Ha &, &s,...&, fliggetlen,
azonos eloszlasu valoszintiségi valtozok a

e, (5) = ey (5) = ... = Be, (5) = (s) = B(s°)

generatorfiiggvénnyel, akkor az Osszegiik generatorfiiggvénye a generatorfiiggvénye-
ik szorzata:

(84)  Derrerrog, (s) = B(sSHEH6) = (s 6. gn)
= B(s9)B(s%) - B(s) = Bg, (5)Bg, (5) - B, (5) = [(s)]".

A levezetésben azt hasznaltuk ki, hogy fliggetlen valoszintiségi valtozok szorzatanak
varhato értéke a varhato értékeik szorzata.

Legyen most N nemnegativ, egész-értékd valdszintiségi valtozo, mely fliggetlen
&1, &, .. -6l és generatorfiiggvénye @y (s) = E(sV). Legyen Xy = & +&+--+E€n
egy véletlen tagszami Osszeg, és legyen ®x, (s) = E(s*¥) az Xy generétorfiigg-
vénye. Ekkor

(3.5) Dx,(s) =Pn(D(s)).

Ennek bizonyitéasa a teljes varhato6 érték tételén alapul, melyet itt nem részleteziink.

Térjiink vissza a kihalas valdszintiségéhez, amelyre azt kaptuk, hogy u, =
D(up—1) (Id. 2.12). Legyen

u:= lim u, = P(X,, =0 valamely m > O-ra).
n—oo

Felhasznalva, hogy @ folytonos, adodik, hogy v = ®(u). Ennek az egyenletnek az
u = 1 mindig megoldésa, mivel lattuk, hogy ®(1) = > 72, px - 1¥ = 1. Fontos tény
az is, hogy ®(u) konvex fiiggvény minden 0 < u < 1 esetén. Valoban,

O (u) = Z k(k —1)ppu*=2 >0, minden 0 < u < l-re.
k=0

A kovetkezd tétel donts fontossdgu a kihalas valoszintiségének vizsgalataban [4].

3.1. Tétel. Ha p= E(§) > 1, akkor a kihalds valdszindsége az u = ®(u) egyenlet
legkisebb gyioke, melyre 0 < u < 1. Ha E(§) < 1, akkor a kihalds valdszindsége 1,
azaz u=1.
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t t
p>1 p<1
f =y t=®(u)
®(0)q
t=®(u) A
2(0),
: u u
0 Vkihalds 1 0 1 kihalds
val6szintisége valészintisége
2. abra 3. abra

Bizonyitas. Szemléletesen, grafikusan mutatjuk be. Mivel ®(0) = py > 0, ezért a
®(u) gorbe ordinatatengely metszete az origd folott van. Ha p > 1, akkor ®(u)
gorbéje a ®(1) = 1 pontbodl a ®(0) = po pontba tgy halad, hogy kézben metszi a
t = u egyenest (2. abra).

Igy az u = ®(u) egyenletnek biztosan van megoldasa 0 és 1 kozott. Ez a megoldas
a kihalas valdszintisége, mivel ez a mennyiség a legkisebb nemnegativ megoldas.
Ebben az esetben a kihalds nem biztos esemény, mivel E(X,,) végtelenbe tart,
amint n — oo. Ezt a folyamatot szuperkritikusnak nevezziik.

Ha p < 1, akkor a ®(u) gorbe a ®(1) = 1 pontbol tgy halad a ®(0) = po
pontba, hogy nem metszi a t = u egyenest (3. abra).

Igy az u = ®(u) egyenletnek az u = 1 megoldason kiviil nincs mas megoldasa,
azaz a kihalas valoszintisége egy. A kihalas tehat biztosan bekdvetkezik, mivel
E(X,) — 0, amint n — oo. Ezt a folyamatot szubkritikusnak nevezziik.

Ugyanez a helyzet &ll elg, ha p = 1. A kihalas ebben az esetben is biztosan
bekovetkezik, mivel F(X,,) = 4™ = 1, minden n-re. Ezt a folyamatot kritikusnak
nevezzik. Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik. m

Még egy fontos formulat megemlitiink. A (3.5) egyenletet elagazé folyamatunk-
ra alkalmazva kapunk egy rekurziv formulét:

(3.7) Dpp1(u) = P (P(u)) = B(Pn(u)).

Nézzlink néhany szamitasi példat elagazo folyamatokra, melyekben meghatarozzuk
a kihalas val6szintiségét.

3.1. Példa. Legyen py = 1/4, py = 1/4 és po = 1/2. A generatorfliggvény @ (u) =
1+ tu+ 2u® Ebbél p = @'(1) = 5/4, és az u = ®(u) egyenlet megoldésai 1 és
1/2, tehat a kihalas valoszintisége 1/2.
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3.2. Példa. Legyen pg = 1/2, p1 = 1/4, po = 1/4. A generatorfiiggvény ®(u) =
14 fu+ 3u®. Ebb6l = ®'(1) = 3/4, és az u = ®(u) egyenlet megoldasai 1 és 2,
tehat a kihalas valoszintisége 1. (Ez abbol is latszik, hogy p < 1.)

3.3. Példa. Legyen pg = 1/4, p1 = 1/2, po = 1/4. A generatorfiiggvény ®(u) =
14+ Lu+Lu? Ebbél p = ®(1) = 1, és az u = ®(u) egyenletnek most csak az u = 1
a megoldasa, tehat a kihalas valoszintsége 1. (Ez abbol is latszik, hogy u = 1.)

3.4. Példa. Tekintsiik az alabbi elagazo folyamatot. A 0. generécios 6s A para-
métert Poisson eloszlas szerint hoz létre utédokat, majd innentél kezdve az Gsszes
tobbi nemzedékben az utdodszam generatorfiiggvénye: ®(u) = %u?’ + %u + %.
Meghatéarozzuk a kihalas valoszintiségét.

Annak valoszintsége, hogy az els6 generacioban k(k = 0,1,2,...) darab egyed
él, a Poisson eloszlas szerint: eflif‘k. Ezek egymastol fiiggetleniil elinditanak egy
®(u) generatorfiiggvényi elagazo folyamatot. A teljes rendszer akkor hal ki, ha
mind a k darab els6 nemzedékbdl szarmaztatott folyamat kihal.

Elssként kiszamitjuk, hogy valamely ilyen ®(u) generatorfiiggvényd folyamat
milyen valoszintiséggel hal ki. Az u = ®(u) egyenletet atalakitva: Ju’—2Hy+ 23 =
0 adodik, ennek keressiik a legkisebb nemnegativ gyokét. Mivel &(1) = 1, igy a bal
oldalon 16v6 polinombol kiemelhetiink (u — 1)-et:

1 1 24
D 2t Zu=—22) =0,
(u )(2u +5u 50) 0

Ebbdl pedig u; = f%, %, uz = 1 adodik. Tehat us lesz a kihalas valoszi-
niisége, jeloljiik ezt a szamot mostantol g-val. Legyen tovabba @ az az esemény,
hogy a teljes, nulladik generacioébol szarmaztatott folyamat kihal, és jelélje ennek
valoszintiségét qo.

Ha az els6 nemzedéknek k szamu egyede van, akkor az altaluk inditott k£ darab
elagazo folyamat fiiggetlensége miatt a teljes kihalas valoszintisége g*lesz. A teljes
valészintiség tétele alapjan:

Ug =

oo —
e )\/\k

k!

g =Y P(QIX1 =k)P(X1 =k) = il
k=0

s Qo)
qkzekz(q)
k=0

k=0
_ _2
—e /\e/\q:6 £A

lesz a kihalés valdszintisége.

3.5. Példa. Legyen a szaporodasi eloszlas: po = 0,3, p1 = 0,5, po = 0,2, és
tegyiik fel, hogy Xy = 1. Mi a valészintisége annak, hogy a populécié a mésodik
generacioban kihal (X = 0), feltéve, hogy az els6ben nem hal ki (X7 > 0)?
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A kérdéses feltételes valoszintiség az alabbi modon irhato fel:

P(Xs = 0%, > 0) = 212 ;&l{gl >0}) _ P(lei(])p)(}i)%) = 0)

Itt a P(Xy = 0) valoszintiséget kell meghatéarozni. Az els6 generacio eloszlasa @ (u)
egylitthatoibol, a masodiké pedig (3.7) alapjan ®(®(u)) egyiitthatoibol adodik.
Tehat ®(u) = 0,3 + 0,5u + 0, 2u?, és
O(D(u)) = 0,3+ 0,5(0,3 + 0, 5u + 0,2u2) +0,2(0,3 + 0, 5u + 0, 2u?)?
=0,008u* + 0,04u® + 0,174u% + 0, 31u + 0, 468.

Az egyedek szaméanak eloszlasat az alabbi tablazat mutatja:

Egyedek szama 0 1 2 3 4
0. generacio 0 1 0 0 0
1. generacio 0,3 0,5 0,2 0 0
2. generacio 0,468 | 0,31 | 0,174 | 0,04 | 0,008

Most mar irhatjuk, hogy P(Xs = 0|X; > 0) = % = 0,24. Tehat 0,24 a
valoszintisége, hogy a populacié a masodik generacioban kihal, feltéve, hogy az

els6ben nem hal ki.

4. Az elagazé folyamatok alkalmazasai

e Gyakran talalkozunk az interneten ,Kiildd tovabb!” tipusu levelekkel. Feltehet-
jiik, hogy egy személy py (k = 0,1,2,...) valosziniséggel k szami embernek kiild
tovabb egy tlizenetet. Ha elkiildiink egy levelet egy ismeretlen cimre, elagazo6 folya-
matot generdlunk. Az elindito lesz a nulladik generacios 6s, az ismerdsei, akiknek
tovabbkiildi az els§ nemzedék, és igy tovabb. Itt a folyamat kihalasa annak felel
meg, hogy valamely generacioban egyik személy sem kiildi tovabb a levelet.

e Egy szervezet valamely génje mutéans génné alakulhat bizonyos kiils6 hatasokra.
Tegyiik fel, hogy ez bekovetkezik, az igy létrejott mutans gén lesz a nulladik genera-
ci6s 6s. Innentdl kezdve a kovetkezs generacio k darab egyedében py (K =0,1,2,...)
valoszintiséggel Gjra megjelenik a mutans gén. Az elagazo folyamatok segitségével
megbecsiilhetjiik a mutéans gén kihalasdnak vagy elterjedésének valdszintiségét.

e Ha neutron részecskék egy atommaggal iitkbznek, széthasitjak azt. A hasadas
eredményeként m szami neutron keletkezik. Ebben a folyamatban az utédok lehet-
séges szama 0 vagy m, el6bbi pg, mig utébbi p,, = 1 —pg valésziniiséggel kévetkezik
be. Ezt a problémat az atombomba miikodése kapcsan vizsgaltak. Ha beindul a
maghasadas (azaz a részecskék szama korlatlanul novekszik), akkor bekovetkezik a
robbanés.
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e Gyenge elektronaram felerdsitésére elektronsokszorozd miszert hasznalnak. Az
elektronok utjaba kis lapocskikat helyeznek el. Mikor ilyennek iitkozik egy elekt-
ron, véletlen szamu 1j elektront szakit le. A probléma jol modellezhets elagazo
folyamattal. Mivel a fémlapok szama véges, itt nincs értelme azt vizsgalni, hogy
mi torténik n — oo esetén, de fontos kérdés, hogy mennyi az utols6 fémlaprol
tavozo elektronok széma, azaz mennyire sikeriilt felersiteni az aramot.

e Osi csaladnevek fennmaradasanak valoszintségét is vizsgalhatjuk elagazo folya-
mattal [5]. Ehhez elég a fit utoédokat tekinteniink, hiszen a vezetéknév altalaban
altaluk oroklodik. Tegyiik fel, hogy az egyedek szaporulata fiiggetlen és azonos el-
oszlasu: py (k=0,1,2,...) valoszintiséggel sziiletik k szamu fia gyermeke valakinek.
Ezzel azért leegyszertsitjiik a feladatot, hiszen tarsadalmi hatasok is befolyasolhat-
jék a természetes szaporulatot, ezaltal p, generacioként valtozhat. A fiiggetlenség
sem mindig teljesiil, de kis finomitéassal az elagazo folyamat jo modellje a problémé-
nak. A csaladnév kihalasa akkor kovetkezik be, ha valamely generacioban minden
egyednek 0 fia utéda sziiletik. A. J. Lotka 1931-ben az USA-ra vonatkozoan kisza-
mitotta, hogy a férfisgak kihalasanak valészintisége 0,819.

Magyarorszagon is jol megfigyelhetd, hogy a régi szép csaladnevek koziil egyre
tobb egyre ritkdAbban fordul eld, ugyanakkor egyre tobb ember vezetékneve: Kis,
Nagy és Kovacs. Jelenleg minden tizedik magyar allampolgar Nagy, Kovacs, Szabo,
Toth vagy Horvath.
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4. abra
Kinadban ma kb. 3100 csaladnév fordul el6, de par szaz éve ez még 12000

volt. A népesség 22%-a harom csaladnéven osztozik (ez 300 millié ember) és a 200
leggyakoribb név lefedi a népesség 96%-at.
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Vietnamban kb. 100 csalddnevet ismernek és a népesség 60%-a harom csalad-
néven osztozik. Egyediil a Nguyen nevet a népesség 40%-a hasznélja és a maradék
90%-a 15 nevet visel.

Koreaban a népesség 43%-a osztozik harom csaladnéven, Kim 21%, Ri 14% és
Park 8%.

A csaladnevek kihalasat mutatja a 4. abra, Poisson eloszlast feltételezve (A az
eloszlas paramétere):

A < 1 esetén a kihalas 1 valoszintiségt, de a fennmaradasnak még tgy is kicsi a
valészintisége, ha A > 1.
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