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A legrovidebb utak probléma specialis esetének értelmezési
tartomanyara vonatkozé megfontolasok

TOROK ARPAD

Bevezetés

Jelen cikk egy graf két cstucspontja kozotti legrovidebb ttvonal meghatarozasara
iranyul6 feladat értelmezési tartomanyanak korlatozaséaval kapcsolatos megfonto-
lasokat mutat be. Célunk az értelmezési tartomany korlatozasaval a legrovidebb
atvonal kivalasztasara iranyulo feladat egyszertsitése.

Legyen a vizsgalt véges, egyszerl, nem siulyozott, sikba rajzolhaté graf, G =
(V, E, s,t), melynek élei egyenes szakaszok ahol V' = (vg,...,vn_1) a graf csics-
pontjainak halmaza, E C V2 a graf éleinek halmaza, s € V a kiindulési cstcspont
ést € V acél csucspont. Az i-edik cstucspont koordinatait jelolje (z;, y;). Két csucs-
pont tehat szomszédos, ha éllel vannak 6sszekotve. A G graf éleit reprezentélja a
C szomszédsagi matrix (Sawitzki, 2004).
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A G graf két kiillonbo6zd s, t cstcsat 0sszek6td legrovidebb dtvonalon a graf cstcs-
pontjainak azon sorozatat értem, mely a graf szomszédos csacspontjaibol épiil fel, s
kezd6ponttal, ¢ végponttal rendelkezik, és a sorozatot alkot6 szomszédos csticspon-
tok Osszegzett tavolsdga a G-beli s-et t-vel 6sszekotd ttvonalakra nézve minimalis
értekid (Seidel, 1995).
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Az értelmezési tartomany korlatozasanak kezdeti lépései

A graf két pontja kozott a legrovidebb ut meghatarozasanak tobb modja ismert.
Egyéb modszer mellett algebrai szélsGérték problémaként is felirhatjuk a feladatot
(Xiao, Thulasiraman, Xue, & Jiittner, 2005), illetve ttvonal keresd algoritmusok-
kal (pl. Dijkstra altal kidolgozott eljaras segitségével) is megoldhatjuk a problémat
(Dijkstra, 1959), kisebb méret sikba rajzolhato graf esetében azonban akar szemre-
vételezést kovetGen is lesziikithets a megolddshalmaz néhany lehetséges titvonalra.
Az alabbi példa jol szemlélteti az emlitett esetet. Ha ranézésre becsiiljiik az s és t
csucspontok k6zotti legrévidebb dtvonalat felépits élek halmazét, az alabbi sikbeli
tartomanyt jelolhetjiik ki.

E tartoméany jol sziikiti a problémat, feltételezésem szerint egy képzeletbeli sza-
kasszal kotottem Ossze az s és t pontot, mely szakasz a két pont kozotti tavolsag
becslésére szolgal. Ezutan e képzeletbeli szakasz € kornyezetében talalhato dtvona-
lakat jelltem ki, mint lehetséges legrovidebb utvonalak. Fenti megoldas menetének
leképezése céljabol els6 1lépésként célszert felirni az s és t pontok altal meghataro-
zott f(x) egyenes egyenletét. Legyen f(z) = ax + b. A vizsgalando élek az alabbi
egyenesek altal hatarolt sikbeli tartomanyon beliil helyezkednek el:

g9(x) = f(z) +e,
h(z) = f(x) —e.

A G részgrafjat reprezentald A szomszédsagi matrix a teljes graf azon éleit tartal-
mazza, melyek f(x) egyenes e kornyezetébe esnek.
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_ )¢ ha h(z;) <y < g(x;) és h(z;) < y; < g(xj),
0  egyébként.
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K matrix jelolje az € altal kijel6lt részgrafot reprezentald A szomszédségi matrixnak
az 1-t6l a Z-edik hatvanyig torténd osszegzését, ahol ahol Z jel6li azon élek szadmat,
melyek teljes terjedelmiikkel az e altal kijel6lt tartomanyban talalhatok. K matrix
kst eleme megadja tehat, hogy legfeljebb Z darab él érintésével lehetséges-e eljutni
s-bél t-be.
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Az e altal meghatarozott tartoményt ugy kell megvélasztani, hogy € minimalis
értéke mellett a K méatrixnak létezzen ks > 0 eleme.

A vizsgalati tartomany ajradefinialasa az eljaras alkalmazhatésaganak
javitasa céljabol

A megoldashalmaz korlatozasara iranyulé — fentiekben leirt — vizsgalati tartomany
szamos graf esetében nem tartalmazza a legréovidebb utvonalat, hiszen nem ritka
az olyan véges egyszerii graf, mely esetében f(x) egyenes miniméalis ¢ kornyezeté-
ben megtalalt s-et t-vel 0sszekdts utvonalnél 1étezhet révidebb az e altal kijelolt
vizsgalati tartoméanyon kiviil.

Annak céljabol, hogy ezeket a lehetséges legrévidebb utakat is megtalaljuk, djra
kell definidlnunk a vizsgalati tartomanyt, vagyis azt a tartomanyt kell meghataroz-
nunk, melyre igaz, hogy a tartomanyon beliili atvonalak mindenképpen révidebbek,
mint a tartoméanyon kiviil talalhato csticspontot is tartalmazé ttvonalak hossza.

Legyen f(x) egyenes minimalis ¢ kornyezetében megtalalt s-et t-vel 6sszekots
legrévidebb ttvonal (pl. s—1—2—3—4—5—6—7—t) hossza d. Az ttvonal barmely u
pontjara az su szakasz hossza, a hiromszog egyenl6tlenség miatt legfeljebb akkora,
mint az Ut s-t6l u-ig terjedd része és hasonloan, az ut szakasz hossza legfeljebb az
it u-tol t-ig terjeds része. Tehat su + ut < d.
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Ennek megfelelGen a vizsgalati tartomany hatarvonala egy olyan ellipszissel irhato
le, melynek fokuszai s és t, a vezérsugarak Osszege pedig d.

u(ug, ug)

Ezt figyelembe véve az el6zGekben meghatarozott f(z) egyeneshez képest a vizsga-
lati intervallum az alabbi szerint médosul:

V(uy = 51)2 + (ug — 52)? + V/(u1 — 11)% + (ug — t2)? < d.

u pont koordinatait a graf i-edik csicspontjanak (x;,y;) koordinataival helyet-
tesitve az alabbi egyenl6tlenséghez jutunk, mely megadja a vizsgalandoé részgraf
cstucspontjait:

V(i —s1)2 4 (yi —s2)2+ V(2 —t1)2 + (y; — t2)2 < d.

Fentiekkel osszhangban elmondhato, hogy f(z) egyenes minimalis e kornyezete he-
lyett mar az eljaras kezdeti szakaszaban célszerd lehet egy 2c¢ paraméteri ellipszis
altal kijelolt tartoméanyban keresni az s és t kozott kapcsolatot teremts dtvonalat,
ahol 2c = v/d? — 4b? az ellipszis fokuszpontjainak tavolsaga st tavolsagtol indulva
novekszik, addig amig a tartoményon beliil az s és t koz6tt kapcesolatot teremté tt-
vonalat nem talalunk. Megfontoland6 azonban, hogy a probléma algoritmizalésaval
az iteracios lépések soran alkalmazott linearis keresési feltétel jelentGsen csokkent-
heti a feladat megoldasanak szamitasigényét. Ennek megfelelGen egyes esetekben
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a legrévidebb ttvonal keresési probléma értelmezési tartomanyat sztikits ellipszis d
paraméterének értékét célszerd lehet egy f(x) egyenes minimélis e kornyezetében
keresni.

Az eljaras hatékonysagnoével6 hatasa

Jelen cikk célja elsGsorban a legrovidebb utak probléma specialis esetéhez kapcso-
l6d6an az értelmezési tartoméany sziikitésére vonatkozé megkozelités ismertetése,
azonban aldbbiakban réviden illusztradlom az eljaras lehetséges hatékonysagnévels
hatasat.

Példankban az egyszertiség kedvéért egy racsgraf két tetszéleges pontja kozotti
legrovidebb utvonalat keressiik. A modszerek értékelése soran a vizsgélat altal
érintett csucspontok szamat hasonlitom 0Ossze az értelmezési tartomany szitikités
alkalmazésa, illetve mell6zése esetén. Alabbi graf s és ¢ pontjai kozott keresem
tehét a legrévidebb tatvonalat a Dijkstra algoritmus segitségével.

A legrévidebb utvonalak s-bél t-be 6 vizszintes és 1 fiiggSleges élen keresztiil
vezetnek. Az értelmezési tartomany sziikitésére iranyuld eljaras mell6zése esetén
a sziikséges 7 iteracids lépés soran Osszesen 113 csiicspontot érint a vizsgalat. Az
s csacspontbdl kiindulva az 1. iteracios lépés soran a vékony folytonos vonallal
jelzett élek szomszédos cstuicspontjaira juthatunk el. Ezekbdl kiindulva a 2. 1épés
soran a pontvonallal, a 3. 1épés soran a vastag folytonos vonallal, a 4. 1épés soran
a szaggatott vonallal, az 5. lépés sordn a vastag folytonos vonallal, a 6. 1épés
soran a vékony pontvonallal, végil a 7. 1lépés soran a vastag folytonos vonallal
jelzett szakaszok jarhatok be. Az értelmezési tartomany sziikitésére iranyulo eljaras
alkalmazésa esetén a sziikséges 7 iteracios 1épés soran Osszesen 19 csticspontot érint
a vizsgalat.
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Elmondhaté tehat, hogy az értelmezési tartomany sziikitésével a bemutatott pél-
daban az s-bdl t-be vezets legrovidebb ttvonal meghatarozasara irdnyulo eljaras
hatékonységa javithato.

Osszefoglalas

A cikkben bemutatott modszer alkalmas a legrévidebb utvonal kivélasztésara ira-
nyul6 feladat specialis eseteinek egyszertisitésére a probléma értelmezési tartoma-
nyanak korlatozaséval. Az ismertetett megfontolasok mentén kirajzolédé modszer
els6 1épésében keressiik tehat azt a minimélis 2c¢ paraméterd ellipszist, melynek
fokuszpontjai a graf s és ¢t pontjai:

\/(xi—sl)z—i— Yi — S2) —i-\/ i —t1)%2 4 (y; — t2)?2 < d, ahol

d 2
(5) =+

2c: az ellipszis fokuszpontjainak tavolsaga,
b: az ellipszis fél kistengelyének hossza, valamint

d: a vezérsugarak hosszanak Osszege,
Z m m
K:ZAP, Z:ZZGM.
p=1 k=11=1

Az 2¢ altal meghatarozott tartoményt ugy kell megvalasztani, hogy 2¢ minimalis
értéke mellett a K matrixnak létezzen kg > 0 eleme, mely kritériumok biztositjak,
hogy az adott intervallumon a két cstcspont kozott létezzen kapcsolat. Ezt kdve-
t6en a megtalalt d hossziisagu tGtvonalbol kiindulva az ellipszis altalanos képlete
alapjan meghatarozhato a graf csicspontjaira vonatkoztatott azon feltétel, mely
alkalmazésa alabbiak szerint korlatozza a vizsgalt legrévidebb tutvonal probléma
értelmezési tartoméanyét:

V(@ —s1)2+ (i — 52)2 + V(@i — 1) + (y — t2)? < d.

Irodalomjegyzék

[1] E.W. Dijkstra, A note on two problems in connexion with graphs, Numerische
Mathematik, 1(1959), 269-271.



A legrovidebb utak probléma specidlis esetére vonatkozé megfontoldsok 43

[2] D. Sawitzki, Experimental studies of symbolic shortest-path algorithms. Lecture
Notes in Computer Science (including Subseries Lecture Notes in Artificial Intelli-
gence and Lecture Notes in Bioinformatics), 3059(1126), 482—497.

[3] R. Seidel, On the All-Pairs-Shortest-Path Problem in Unweighted Undirected Gra-
phs, Journal of Computer and System Sciences.

[4] Y. Xiao, K. Thulasiraman, G. Xue, A. Jiittner, The constrained shortest path
problem: algorithmic approaches and an algebraic study with generalization, AKCE
International Journal of ..., 1-38.

Torok Arpid, BMGE, Kizlekedésmérniki és Jarmamérnoki Kar, Kozlekedésiizemi és Koz-
lekedésgazdasdgi Tanszék,
artorok@kgazd.bme.hu



44



