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Az epszilon-delta jaték és a sakk

KovAcs ZOLTAN

A hatarérték definiciojanak megértése minden nemzedék szamara kihivas. A
tanar szaméra ugyanugy eréGfeszités és szellemi kihivas jol elGkésziteni a defini-
ci6 lényegét, tartalméat, akarcsak megfelelg példakat valasztva a hallgatosag felé
megértetni ezen definicié hasznossagat is. Kiilonbség van természetesen hallgatd
és hallgaté kozott, de az oktatas kiszélesedésével a matematikai tartalom minél
szélesebb kori tovabbadéasa hatékony tanitéasi eszkozoket is igényel.

Ebben az irasban a szamsorozatok hatarértékének epszilonos definiciojanak be-
vezetésére adok egy javaslatot. Az 6tlet nem egészen 1j, s6t, mondhatni szokvanyos,
hogy a definiciot egy kétszemélyes jatékként adjuk meg. A cikkben ezt a jatékot
szeretném pontositani, és egy véleményem szerint letisztult formaban tovabbad-
ni. A moédszer modositas nélkiil tovabbvihets a fiiggvényhatarérték fogalmanak
epszilon-deltas definici6jahoz is.

Az epszilon-delta jatékra akir az interneten is taldlhatunk konkrétan kidolgo-
zott interaktiv anyagokat. Az egyik elss ilyen anyag, az[1] Mathematica munkalap
mintegy 15 éve keriilt fel az internetre, de tovabbi példak is rendelkezésre allnak
akar egy bongészében azonnal indithato GeoGebra munkalapként is (mint pl. [2]).

A hatarérték fogalméanak egy szokasos definicioja a kovetkezs: Legyen adott az
a,, valos szamsorozat. Azt mondjuk, hogy az a valds szdm az a,, sorozat hatarértéke,
ha barmely pozitiv € szdimhoz megadhat6é olyan N szdm, amelyre n > N esetén
la —a,| < e. Jelben:

Ja e R Ve >0 dN eN Yn > N(n € N) la —ay| < e.

Az els6 egzisztencilis kvantort nem mindig hangstlyozzuk, de a tovabbiakban
kulcsszerepe lesz.

A fenti definicié tanitasakor bevezetésként az epszilonnak tobbnyire konkrét
értékeket adunk, amelyekhez konkrét IV kiiszobszamokat kerestink. Ezéltal a defini-
ci6 a felére” lerévidiil:

dNeN V¥n>N(neN) la —an] <e.
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Mig az altalanos definicio a 3 V 3 V sémat kéveti, addig itt a 3 V séma je-
lenik meg. Voltaképpen ezek a sémak egy kétszemélyes jaték két- ill. egylépéses
befejezésének struktirijaval azonosak:

(1) az 1. jatékosnak van olyan lépése,

(2) amelyre a 2. jatékos barmit 1ép,

(3) az 1. jatékosnak van olyan lépése,

(4) amelyre a 2. jatékos barmit 1ép, veszitett;

valamint

(1) az 1. jatékosnak van olyan lépése,
(2) amelyre a 2. jatékos barmit 1ép, veszitett.

Mig logikai szempontbol barmilyen kétszemélyes jaték megfelels lehet a struktura
hétkoznapi illusztraldsdhoz, a sakk jaték valasztasanak tobb didaktikai elénye is
lehet:

e A sakk az eurdpai kultura szerves része, mindenki latott mér sakktablat.

e A lépéseket tObbnyire ismerik a tanulok, s ha ez hidnyozna, néhany perc alatt a
definici6 megértetéséhez elegends bevezetd adhato.

e A jaték vizuéalis, két dimenzids, ezaltal mas sikra fokuszalodik a figyelem: ez gra-
fikus tudésreprezentacié a numerikus ill. szavakkal torténd leiras kiegészitéseképpen
(13))-

e Magyarorszagon a sakk tanitdsdnak nagy hagyoményai vannak, a jelenlegi 100-as
vilagranglistan 4 magyar is szerepel ([4]). A Polgar Judit altal kidolgozott tehet-
ségfejlesztG sakk, mint oktatasi eszkdz, 2013 ota valaszthato tantérgy az altalanos
iskolédkban.

e AKkér egyszertibb vagy bonyolultabb sakkfeladvanyok elemzésével a hatarérték

Az alabbiakban egy didaktikailag lehetséges modot vazolok fel a fentiek illuszt-
ralasara.
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A konkrét epszilonhoz torténdé kiiszobszamkeresést a ,vilagos indul és mattot ad”
feladvannyal kapcsolhatjuk 6ssze. Azoknak a didkoknak, akik nem ismerik a sakk
szabdlyait, egy egyszert mattfeladvanyt mutathatunk példaképpen. Az adbran csu-
pan kétféle babu szerepel: kiraly és bastya, melyek 1épései konnyen elmagyaraz-
hatoak. Esetiinkben a konkrét e-hoz adott N a bastya a8 lépése (Ba8), melyre a
sotét kiradly mind az 5 lehetséges valaszlépése problémas: a sotét kiraly ,sakkban
marad”, tehat mattot kap. Itt tehat a Ba8 lépés a definiciobeli N-nek felel meg,
amely esetén a s6tét barmely 1épése ,a sotét kirdly lelitésével”, azaz mattal jar.
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Olyan didkok esetében, akik mar ismerik a sakklépéseket, bonyolultabb felad-
vanyt is elemezhetiink. Az interneten szamos weboldal rendelkezésre all, ahol ilyen
tipust feladatokat letolhetiink?.

Elsfordulhat, hogy didkjainknak tobb id6re van sziikségiik az 1 1épéses mattbol
a 2 lépéses mattra torténd elvonatkoztatashoz. Sok tanulénal a konkrét epszilonrél
altalanos epszilonra vald attérés igazi szellemi kihivasnak szamit (1d. pl. [5]). A
fenti sakktébla minimalis modositasa viszont a sakkfeladvanyt lényegesen megval-
toztatja, mivel a vilagos fél méar nem tud 1 lépésben mattot adni, ehhez legalabb
két 1épés kell:

= N W A~ 01O N

Valéban, az egyik bastyat elGszor el kell hizni a b vonalra, majd a s6tét kirély
tetsz6leges valaszlépése utan a 6. sorban 1évét a 8. sorba tolni. A |yvisszavezetjiik az
el6zére” tipusu feladatmegoldas kapcsan célszert lehet a didkoknak a Bb7-K7-Bag

1Egy lehetSség pl. a www.artline.hu/sakk_matt-egy-lepes.



56 Kovdces Zoltdn

lépéssort javasolni. Végiil a Bb7-K7-Ba&8—K? jelolés valojaban mar a IvV3V struk-
taraval lesz azonos, ami a hatérérték preciz definiciojat teljes egészében elGkésziti.

| N = N
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Megfigyelhetjiik azt is, hogy a vilagos lépéseibdl tobb nyil vezet tovabb (hiszen
annak minden lépésére van a sotétnek valamilyen vélasza), mig a sotét lépései-
bél csak egy-egy nyil van megrajzolva (hiszen a vildgosnak elegendd egyetlen jo
valaszlépést megtalalnia).

A www.artline.hu/sakk_matt-ket-lepes oldalon bonyolultabb feladvanyokat
is talalhatunk.

Mint lathatoé, a fiiggvényhatéarérték definicioja is ugyanezt a ,yildgos indul és 2
lépésben mattot ad” struktarat koveti: adott f(x) valos fliggvénynek az xg pontban
hatarértéke van, ha létezik olyan valés a szam, melyre barmely € > 0 esetén létezik
olyan pozitiv §, melyekre ha |z — xo| < §, agy |f(z) — a| < e. Jelben:

JaeR Ve>0 >0 Ve:jr—axg <o |f(z) —a] <e.

Mintaképpen lassuk, hogyan készithetiink a 2 1épéses mattot bemutato diagram-
hoz hasonlét egy konkrét példa esetén: Igazoljuk, hogy az f(z) = 2? fiiggvénynek
az x = 3 helyen hatarértéke van.

Ez a hatarérték nyilvin a = 9, ez a lesz a ,vilagos” elsé ,lépése”. Tegyiik fel,
hogy a ,s6tét” e = 1 valaszt” ad. Ez esetben az |22 — 9| < 1 egyenl6tlenséghdl a
8 < 22 < 10 ekvivalens egyenlétlenségekre jutunk, amelyek nyilvan fennallnak, ha
|lx — 3| < 3 — /8. Tehat ehhez az epszilonhoz a § = 3 — /8 valasztas megfelels.
Konkrétan, ha pl. = 2,9, akkor ennek a 3-t61 valo eltérése 3—+/8 & 1, 7-nél kisebb,
és csakugyan, 2,92 = 8,41, ami 9-t6] 1-nél kevesebbel tér el. Vagy x = 2,95 esetén
még kisebb a 3-t6] valo eltérés, és ebben az esetben 2,952 = 8, 7025 még kozelebb
van a 9-hez. Nyilvanvaloan tovabbi (végtelen sok) példa emlithetd.
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Legyen most € = %. Ekkor az |22 —9| < 1—10 egyenlGtlenséghdl a 8,9 < 22 < 9,1
ekvivalens egyenlStlenségekre jutunk, amelyek nyilvan fennallnak, ha |z — 3| <
3 —/8,9. Tehat ehhez az epszilonhoz a § = 3 — /8,9 valasztas megfelels. Itt is
tehetlink egy (vagy akar tobb) konkrét probat: ha pl. x = 2,99, akkor ennek a
3-tol valo eltérése 3 — /8,9 ~ 0,016-nal kisebb, és csakugyan, 2,992 = 8,9401, ami
9-t61 1—10—né1 kevesebbel tér el.

Vilagos, hogy ez a stratégia barmilyen kicsi pozitiv epszilon esetén eljatszhatoé.
Tetszbleges ,s0tét” € lépés” esetén az |22 — 9| < e egyenlStlenségbdl a 9 — & <
% < 9+ ¢ ekvivalens egyenl6tlenségek kivetkeznek, amelyek fennallnak, ha |z —
3| < 3—+9—e. Tehat a ,sotét” akiarhogyan is probalkozik, a ,vilagos” § = 3 —
V9 — ¢ ,valaszlépése” biztositani fogja a definiciéban elvart egyenlGtlenséget, vagyis
a ,matt”’ garantalt:

Jda Ve 36 Vo
— 2,9 ~
— 1 — 3-vV8 = 2,95 -

9 — 5 — 3-89 - 2,99 — |22 -9 <e¢
— tetsz. — 3—-V9-¢ —= |x-3|<d§ -~

Megjegyzések.

1. Felmeriilhet az az oOtlet is, hogy a 3V struktirat a 2 lépéses mattal, a FVIV
strukturat pedig a 3 1épéses mattal szemléltessiik. Ez esetben a ,yan olyan 1épése a
vilagosnak, amelyre barmit is 1ép a s6tét, a vildgos bemattolhatja” logikai reprezen-
taciorol ill. a ,yan olyan lépése a viladgosnak, amelyre barmit is 1ép a s6tét, a vila-
gosnak van olyan 1épése, amelyre barmit is 1ép a sotét, mattot kaphat” szituaciérol
beszélhetiink. Ennek a megkdzelitésnek az lehet az elénye, hogy a sakkjaték lejegy-
zésében nem kell olyan lépéseket lefrnunk, amelyek végeredményben nem torténnek
meg (a sotét kiraly és a vilagos bastya gondolatbeli 1épései ilyenek). Azok szaméra,
akik a sakkban jobban jaratosak, talan ez a fajta megkozelités kézenfekvsbb lehet,
azonban mobdszertanilag mégis egyszertibbnek tiinik a kevesebb lépésekkel torténd
azonositas.

2. A klasszikus hatéarérték-definicional gyakran alkalmazott modszer a jobb
megértés elGsegitésére, hogy a definiciot tagadjuk. Mi tobb, a nem konvergens
sorozatoknak kiilon neviik van: ezek a divergens sorozatok. A sakkjatékkal valo
parhuzam egyik tovabbi elénye, hogy a matt lehet&ségének tagadésa is természe-
tes szituacié. Tehat az, hogy a vilagos nem tud 2 lépésben mattot adni, abban a
forméban fogalmazhaté meg, hogy ,barmit is 1ép a vilagos, lesz a s6tétnek olyan el-
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lenlépése, melyre barmit is 1ép a vilagos, a s6tét nem keriil mattba”. Nyilvanvaléan
ez a struktira meg fog egyezni a divergens sorozatok klasszikus definiciojaval.
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