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A kozéparanyos egyenl6tlenségek altalanositasa folytonos és
monoton fiiggvény altal

TUZSON ZOLTAN

A kozéparanyosokkal mar a gimnéziumban levs tanulok is taladlkoznak, és bizonyit-
jak is a kovetkezd egyenlGtlenséglancot:
Ha 0 < a < b, akkor fennallnak a kovetkezd egyenlGtlenségek:

2 b 24+ p2
(1) — R Y

ahol balrol jobbra a kifejezések a harmonikus-, mértani-, szamtani- és négyzetes
kozepek. EgyenlStlenség mindenhol csak az a = b esetben &ll fenn. Az egyenlét-
lenségek bizonyitasa teljes négyzetek kialakitasaval konnytiszerrel elvégezhets, ezen
kiviil még létezik geometriai bizonyitas is a koron, lasd példaul az [1]-et.

Nagyobb osztalyokban az el6bbi kdzéparanyos egyenlStlenségeket &altalanosit-
jak is két tag helyett n tagra. Azok bizonyitasa t6bb modon torténhet, példaul
matematikai indukcidval, vagy éppen a konvex fiiggvényekkel. Mint latni fogjuk
ez utdbbi egészen természetes kornyezete a kozéparanyosoknak és a koztiik levd
egyenlGtlenségeknek.
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Teétel. Legyen a;, p; pozitiv valds szdm minden i = 1,n esetén. Ekkor fenndllnak a
kdvetkezd ugynevezett siulyozott kézepek kézotti egyenldtlenségek:
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Bizonyitas. Ismert, hogy egy konkav fiiggvény teljesiti az tigynevezett Jensen-féle
egyenlStlenséget, miszerint ha x;,p; pozitiv valés szdm minden ¢ = 1,7n esetén,

akkor

3)

p1f(z1) +paf(ze) +- 4+ pnf(xn) < <p1:v1 + poxo + - -pnfrn>
p14+pe+-+pn - P1+pet+Dn )
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De az f: R% — R, f(r) = Inx fiiggvény éppen konkav az R’ intervallumon, mivel
f"(z) = =% < 0hax € R, ezért teljesiti az el6bbi egyenlstlenséget, ami alapjén

pilna; +palnay +---+pplna, <In <p1a1 +p202+"'pnan>
p1+p2+---+pn - p1+p2+ -+ Dy

és innen éppen a (2) egyenlStlenséglanc kozépss egyenldtlenségét kapjuk. Ellenben

ha ebben az egyenlGtlenségben az a;értékeket ai re cseréljiik, akkor

i

_pilnag +polnay + -+ pulna, P %+%+-~-—|—%:
P1+p2t-+tpa N P1+p2t-+pn

ahonnan megkapjuk a (2) egyenl6tlenséglanc baloldali egyenlStlenségét. A (2) jobb-
oldali egyenlétlenségének a bizonyitasa végett az f(x) = 22 segédfiiggvényt vessziik,
ez ellenben konvex, igy a (3)-as Jensen egyenl6tlenség éppen a forditott iranya. Ez-
zel a valasztassal a kovetkezd egyenlGtlenség adodik:

pla% +p2a% + +pna% > (plal + p2ag + - 'pnan>2
prtp2t-+pn prtp2t-tpn ’

ami éppen a (3) egyenlétlenséglanc jobboldali egyenlGtlensége.

Mint az (1) mint a (2) egyenlStlenséglancok lattan természetesen meriil fel az
a kérdés, hogy léteznek-e még olyan kozéparanyosok, amelyek beleillenek az (1)
illetve (2) kozéparanyos egyenlStlenség lancba. FErre a kérdésre a tovabbiakban
valaszolunk, amikor folytonos és monoton fiiggvény segitségével altalanositjuk a
kozéparanyos egyenlGtlenségeket.

Mindezek el6tt ellenben bizonyitunk néhany allitast, amelyekre sziikségiink lesz
a végsd eredményeink bizonyitasanal.

2. Allitas. Legyen A; pozitiv valds szdm minden i = 1,n esetén, ekkor:

) A1+—Azj;”.4—Aﬂ < C4fl-A§2~--Aﬁn)ZT;E;T:j:

Bizonyitas. Ha a (2) egyenl6tlenség baloldali egyenlStlenségében az a; = p; = A;
valasztést tessziilk minden ¢ = 1, n esetén, éppen a bizonyitando (4)-as egyenlStlen-
séget kapjuk.

3. Allitdas Legyen a; pozitiv valds szam minden i = 1,n esetén, akkor

lim

t—0

aj tah+---+a,
n

1
t
> = 1’”/(11 cag Ay
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Bizonyitas. Mivel 1°° hatarozatlan esetrél van szo, ezért az e szam segitségével
bizonyitunk, miszerint

> 1 s . .
n t ; R ot 1 at_1 t 1
lim <1 4 1—1(a2_1>) ' _ ehmHU %(%+%+..~+%)

t—0 n

_ e%(lnal-‘rlnaz-&-m-ﬁ—lnan) _ e11{1 Varazan

= 1"/(11(12 cetQp

4. Allitas. Legyen a; pozitiv valds szém minden i = 1,n esetén, akkor

1
. af+ab+---+al\*
(a) lim = max a;,
t—+o0 n 2_177
1
¢yt tN t
. aitag+---+a .
(b) lim 12 % | = min a;.
t——o0 n i=I,n

Bizonyitas. Az (a) bizonyitasa végett a renddr-elvet alkalmazzuk, miszerint ha
max;_7, a; = M, akkor

=M

M (Aﬁ)i<:<@+%@+~~+a;)i<<AF+AW+~~+AW>1

n n n

nt
és mindkét oldalon ¢ — +o00 hatarértéket véve, a kozépss kifejezés hatarértéke is
M kell legyen. A (b) pont bizonyitasa is az el6z8ek mintajara torténik.

A jelen dolgozatunk kiézponti eredményeit a kovetkezs tételekben fogalmazzuk
meg;:

1. Tétel Legyen a; pozitiv valds szdm minden i = 1,n esetén, akkor értelmezziik
az F': R — R flgguényt a kovetkezdéképpen.:

gt 4 gt \ T
F(t):<a1+&2+ +a"> hat#0 és F(0) = ajas - ay.

n
Ekkor az F fligguény folytonos és monoton névekvd az R-en.

Bizonyitas. A fliggvény folytonossaganak a vizsgélata csak a t = 0 pontban mertiil
fel, ellenben a 3. Allitas értelmében az F' fiiggvény az értelmezésébsl adodoan itt
is folytonos. A monotonitas vizsgalata céljabol vezessiik be az af = A; jeloléseket
minden i = 1, n esetén. Ekkor felirhato, hogy:

t2F’(t) _AjlnA;+AsInAy +---+ A, In A, _lnA1+A2+...+An
F(t) A+ Ay + -+ A, ZTRNp: PRFRRY iy

Ez a tort a 2. allitas alapjan nem negativ, igy hat 2 1;/((;)) > 0, ahonnan F'(t) > 0,

ami azt jelenti, hogy az F fliggvény monoton névekvs az R-en.
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2. Tétel. Legyen a; pozitiv valds szdm minden i = 1,n esetén, tovdbbd a €
(—o0,-1), B € (—-1,0), 6 € (0,1) és k € (1,400) akkor fenndllnak a kovetkezd
egyenldtlenségek:

S\t (Shal)
min aig =1 "1 < - - < =1 "1 <
i=Tn n Die1a; n

1 1
< (Z?_NL?)& < Z?:lai < (Z?_1a§>k

- n n n

Q

Bizonyitas. Az egyenlgtlenséglanc tulajdonképpen a kévetkezs egyenlétlenséglanc:
F(—00) < F(a) < F(—1) < F(B) < F(0) < F(6) < F(k) < F(+00),
ami az F' monoton novekvé volta miatt, a 3. és 4. Allitasok alapjan igaz.

Ez tehat az az egyenlStlenséglanc amelyik az Gsszes fontosabb kézéparanyos
egyenlGtlenséget tartalmazza. Sajatos moédon, n =2, 0 < a < b, a € (—o0, —1),
B € (=1,0), 6 € (0,1) és k € (1,400) esetben a kovetkezs egyenlétlenséglancot
kapjuk:

1 1
et a\ o B B\ B
o< a®+b < 2 < a” 4+ b <Vab
2 +3 2

§ L 15N\ % ko pkN\ F
< a’+b §a+b§ a®+b <.
2 2 2

A 2. Tétel egyenlStlenséglanca is tovabb altalanosithato sulyozott kdzéparanyosok
esetére.

3. Teétel. Legyen a;,p; pozitiv valds szdm minden i = 1,n, akkor értelmezzik az
G,: R = R fiiggvényt a kovetkezoképpen:

e

¢ g ¢
G (t) = (p1a1 + p2ah + +pnan>

1
n Xie1 Pi
hat#0 és G,(0) = al? )
pL+pe+- D a »(0) <H1>

Ekkor az G, fliggvény folytonos, és monoton névekvd az R-en.

A tétel bizonyitasa teljesen hasonld az 1. Tétel bizonyitasaval, ezért az elvég-
zését az érdekléds Olvasora bizzuk.

4. Teétel. Legyen a;,p; > 0 és

1
n n DI
i=1Di i
H(a,p) = gé o G(a,p) = (H@’) ,
i=1 a; i
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1
Zﬂ_l ;P (Z@—l Piat') ’
A a, — 1—77 M. a, — [ ==L ,
( p) Z?:lpi t( p) Z?:l Di

m = min a;, M = max a;,
i=1,n i=1,n

a € (—oo0,—1), p€(—1,0), 6 € (0,1) és k € (1,+00) akkor fenndlinak a kévetkezd
egyenldtlenségek:

m < Ma(a,p) < H(a,p) < Mg(a,p) < G(a,p)
S M(;(G;,p) S A(a‘7p) S Mk(avp) S M
A tétel bizonyitasa a GG, monoton névekvésége alapjan azonnal adédik.

Megjegyzés. Az elébbiekbdl azonnal kovetkezik, hogy ha 2 < k < m, k,m € N*|
ai, p; pozitiv, valés szdm minden i = 1, n esetén, akkor

v p1a¥ + paak + -+ + prak - Vpla{” + paadt + -+ ppal?
P1+p2t-+tpn B P1+p2t-+pn
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