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Szokatlan gondolatok geometriai sorozatokral

MATE LASzLO

»A matematikai intuicié ldngja éppen hogy pisldkol a gyermek agydban. Meg kell
erdsiteni és fenn kell tartani, hogy fénye minden szdmtani tevékenységre rdvetiil-
hessen.” (Stanislas Dehaene)

Az itt kovetkez6 irassal néhany példan keresztiil azt szeretném megmutatni,
hogy ha egy geometriai sorozatot végtelen sorozatté terjesztiink ki, akkor ezzel a
latszolag kis 1épéssel nagymértékben tagithatjuk didkjaink matematikai szemléle-
tét. Ez a kiterjesztés az els6 1épés lehet a hatarérték fogalma felé és megadhatja
azt az élményt, amit a végtelen kicsi és a végtelen nagy vildga nyidjt a megszokott
makrovilagunkkal szemben.

Bevezetdiil, vizualis képet fogunk adni a véges geometriai sorozat

1—g"
(1) at+ag+---+aq" t=a q

Osszegképletére és az (1) Osszefliggés szokasos bizonyitasara.

Az (1) egyenldséghdl rogton kovetkezik a végtelen geometriai sorozat Gsszege:

(2) a+aq+~'+aq"71+~':a

1—g¢q

ha |¢| < 1, amennyiben intuitive értelmezziikk egy végtelen sorozat Osszegét és
elfogadjuk, hogy ¢"* — 0, ha n — 4oc.

Geometriai szerkesztéseket fogunk bemutatni (1) és (2) szemléltetésére, amit
geometriai modellnek fogunk nevezni. A geometriai modellek vezetnek majd el a
q" — 0 és a (2) formula pontos értelmezésére és az (1) és (2) formulak bizonyitasara.
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Geometriai modell
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1. abra

Az 1. abran lathatjuk a legegyszeriibb modellt. Itt ¢ = 0.5 és a sorozat elsd
eleme a négyzet teriiletének a fele. Az abrabol ugy tinik, hogy a végtelen sorozat
Osszege a négyzet T teriilete. Ezt abbol kdvetkeztetetjiik, hogy a szerkesztés minden
lépése utan a még fehéren maradoé rész fele akkora lesz. A matematika nyelvén ezt
kifejezve: az n-edik lépés utdn a még fehéren marado rész terilete 27"T.

Egy geometriai sorozat részletosszegeinek Osszetettebb abrazolasat lathatjuk a
2.a. dbran.

/]
\ P~ A |4
fele forgatds behelyezés
b) — —> ? —
N\
fele forgatas behelyezés
2. dbra
A haromszog egyre nagyobb részét befeds sziirke részek teriiletei egy olyan geo-
metriai sorozat részletosszegei, amelynek els§ eleme % és hanyadosa %. Az abran

azt mutatjuk, hogy hogyan szerkessziik a sorozat masodik elemét, majd az els6 két
részletOsszegeket. Az abrabol ugy tinik, hogy ekkor a végtelen geometriai soro-
zat Osszege a haromszog T teriilete. Ugyanis a fehéren maradé haromszoég negyed
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akkora lesz a szerkesztés ismétlésével, a rekurziv szerkesztés minden 1épése utén.
Formulaval, a matematika nyelvén ezt kifejezve: az n-edik lépes utdn a sziirke rész
terilete T — 4%.

A mondottak alapjan nem nehéz belatni, hogy a b) négyzetbdl inditva, az
el6z6 a) abrahoz hasonlo rekurziv szerkesztéssel is megkapjuk a ¢ = 0.5 hanyadost
geometriai sorozat részletdsszegét mint a sziirke poligon teriiletét.

Figyeljiik meg, hogy az el6zé abrak a véges, n-tagi Osszeget is szemléltetik.
Szamunkra viszont (2) szemléltetése az érdekes, mivel irdsunkban a hatéarérték
érzékeltetése és definicidja a cél.

hasonlé halmazok g hasonldsagi tényezovel

a) T I:I

aq

egymasba rakva

b) D

3. dbra

A 3. dbran egy ¢®> < 1 hanyadost geometriai sorozatot illusztralunk képke-
retszerti halmazokkal. A 3.a. abran, az egyre kisebb képkeretek teriiletei egy g2
hényadosti geometriai sorozatot alkotnak, amelynek elsé tagja a legnagyobb kép-
keret T' teriilete. Az egymaéssal hasonldé halmazokat a 3.b. abran lathaté6 modon
egymasba skatulydzva, az egyre vastagodo6 kék szind ,képkeretek” teriiletei

T7 T+Tq2, T—|—Tq2_|_+Tq2(n71)
és a 3.b. abrabol leolvashato
(3) T+Tq+ - +Tg@" D =g — g2¢>

mivel az n-edik keret beillesztése utdn a fehéren marado teriilet a?(g?)".

A 3.b. abran azt is lathatjuk, hogy a fehéren maradé rész egyre kisebb lesz,
teriilete egyre kozeledik a nullahoz. Ugy gondoljuk, hogy a fehér négyzet végiil
elttinik. Ezzel egyszerti formulat kaptunk a geometriai sorozat Gsszegére ¢ < 1
hanyados esetén.
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Hasznalhatobb képletet kapunk, ha csupan a T),q valtozokkal irjuk fel a (3)
formulat. A 3.a. abrabol
T = a* — (aq)®

hiszen T annak a képkeretnek a teriilete, amelyet ugy kapunk, hogy az a oldala
négyzetbdl kivagjuk a ga oldala négyzetet. Ebbsl

9 T

0= ——
1—¢2

amit a (3) formulaba helyettesitve, megkapjuk az ismert, hasznalhatobb képletet.
Figyeljiik meg, hogy korgytriikkel, vagy haromszogekbdl inditva, hasonléan mo-
dellezhets egy geometriai sorozat 0sszege.
Hatra van a geometriai sorozat Osszegének vizualis targyaldsa a ¢ > 1 ese-
tén. Ekkor a kék szind képkereteket belilrol kifelé rakjuk édssze. (Ezt nem is lehet
masként, hiszen ekkor a keretek n névekedésével egyre nagyobbak lesznek.)

torolve ﬂ |:| hozzaiad\? I D

q% > 1 aképkereteket beliilr8l kifele rakjuk dssze
4. abra

Legyen az Osszerakott keret teriilete, vagyis a (3) baloldalan 4llo dsszeg, s,,. Torol-
jik az elss keretet és adjuk hozza a kovetkezs, n 4 1-edik keretet (4. abra). Az igy
kapott halmaz teriilete ¢?s,. A matematika nyelvén ezt leirva

(4) sn—T+¢"T = ¢*sp,

A (4) formulabol, az s, teriiletet kifejezve, megkapjuk a geometriai sorozat (1)
Osszegképletét.

A 4. abran illusztralt modell egy univerzdlis modell, mivel q alkalmas megud-
lasztdsdval, minden pozitiv hanyadosi geometriai sorozat dsszege illusztrdlhato az
dbrdval. Hasonloéan szerkeszthetd univerzalis modell korbél, haromszogbdl és kii-
16nb62z8 sokszogekbdl.

Figyeljiik meg, hogy ¢® > 1 esetén a sziirke szint képkeretek teriilete barmely
szamnal nagyobb lesz, ha elég messze megyiink a képkeretek sorozataban.

Hasonlitsuk 0ssze a mondottakat a geometriai sorozat (1) Gsszegképletének ha-
gyomanyos bizonyitasaval. Ha

n—1

Sp=a+aq+---+aq
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akkor

n

qsn =aq+ - +aq

Kivonva egymésbol a két egyenlGséget
qsn — Sn=0aq" —a

amelyet s,-re rendezve adodik (1). Vegyiik észre, hogy a (4) formuléra vezets szer-
kesztés a hagyoményos bizonyitasnak egy vizualis megjelenitése, a hagyoményos
bizonyitas szemléltetése.

A végtelen geometriai sorozatotot illusztrald geometriai modell targyalasdban
fontos szerepe van a kivetkezé megallapitasnak: ,,Ugy gondoljuk, hogy a fehér négy-
zet végiil eltinik.”. Pontositsuk ezt az intuitiv megallapitast és irjuk le a matematika
nyelvén. Konnyen belathato, hogy a kovetkezs megallapitas kifejezi ezt az intui-
tiv szemléletet: a fehéren maradcé négyzet dtmérdje tetszdlegesen kicsi lesz, ha elég
messze megyink a képkeretek sorozatdban. A matematika nyelvén:

Minden € > 0 szdmhoz van N, hogy ha n > N akkor

a® — s,] <,

ahol s,,, mint eddig, az n tagu részletésszeg.

A kovetkezd példaval illusztraljuk, hogy a széveg és a matematikai formulak
ugyanazt mondjak. Legyen ¢ = 0.1, vagyis azt kérdezziik, hogy milyen messze
menjiink a sorozatban, hogy a képkeretek teriilete legfeljebb egyszazaddal térjen el
a négyzet teriiletétsl. Erre a kérdésre az

a2 B Tl _ q2n
1—¢q2

< 0.01

egyenlGtlenség megoldasa adja a valaszt. Ha a = 1, ¢ = 0.5 akkor T' = 0.75 és igy

a vélaszt az 0.5
1—0.5°"
1-0.7—— < 0.01
0.75
megoldasa adja. A negyedik tagon til a képkeretek teriilete legfeljebb egyszazaddal

tér el egytdl, a négyzet teriiletétdl.

Végtelen geometriai sorozat egy tabla szelvényes csokoladéban

Egy csokoladét ugy reklamoz a gyartdja, hogy minden téabla csokoladéhoz mellékel
egy szelvényt, amelybdl bizonyos mennyiséget Osszegyiijtve, az Osszegylijtott szel-
vényekért egy tjabb tébla csokoladét kap a vasarld. Egy tébla csokoladé ara 175
Ft, és 6t szelvényért kapunk még egy tabla csokoladét.

Mennyibe keriil valdjiban egy tdbla csokolddé?
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Egy tabla csokoladé araért, 175 forintért, a tabla csokoladé mellé még egy szel-
vényt is kapunk. Ezért ha a csokoladé c forintot és egy szelvény s forintot ér, akkor
nyilvan

(5) c+s=175

és mivel 0t szelvényért kapunk egy tabla csokoladét, amelyhez egy tjabb szelvény
tartozik, ezért

(6) bs=c+s

Az (5), (6) egyenletrendszerbdl ¢ = 140, s = 35.

Mi kéze van ennek az egyszert csokolddépéldanak eqy geometriai sorozat dssze-
géhez?

A szelvény s értéke egy geometriai sorozat dsszegeként is el6all a kévetkezskép-
pen. A (6) Osszefiiggés szerint, egy szelvény 0.2 csokoladét meg 0.2 szelvényt ér
(5. abra). Igy a 0.2 szelvény 0.22 csokoladét meg 0.22 szelvényt ér. Tovabb folytat-
va ezzel a gondolatmenettel: 0.22 szelvény értéke 0.2% csokoladé meg 0.23 szelvény
€s igy tovdbb a végtelenségig.

ennyit ér a szelvény

5. dbra
A matematika nyelvén a fenti rekurziv gondolatmenet igy irhato
(7) s =0.2¢40.25s = 0.2¢ + 0.2(0.2¢ 4 0.2s) = 0.2¢ + 0.2(0.2¢ + 0.2(0.2¢ + 0.25)),

AZaZ
s=0.2c+0.22¢c+ 0.2%¢ + 0.2%5

és teljes indukcioval

s=02c+02%c+---+02"+0.2" n=12,...
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Igy a szelvény s értéke a 0.2¢c-bsl indulé, 0.2 hanyadost (végtelen) geometriai so-
rozat Osszege.

Mi tortént eddig?

Kiilonb6z6 nézépontbol és kiilonbozd készségekre épitve targyaltuk a geometriai
sorozat Osszegezését.

Geometriai modellekkel kezdtiink, amelyben a geometriai sorozat elemei olyan
egyméssal hasonl6 korok, sokszogek, amelyek egymasba skatulyazhatok, és ismert
teriiletd halmazt toltenek ki. Ezzel nemcsak a részletosszegek alakulasat szem-
léltetjiik, hanem felvillantjuk a hasonlosag és a geometriai sorozat kapcsolatat is.
Ez a szemléltetés szoros kapcsolatban van az 6kori gérog matematikabol szarmazo
kimerités modszerével.

Osszehasonlitottuk az univerzdlis matematikai modellt az (1) dsszegképlet szo-
késos bizonyitasaval, amely arra a megfigyelésre épit, hogy a ¢ hanyadossal szoroz-
va, a geometriai sorozat elemeit egy lépéssel elére toljuk. Ezzel egy szemléletes,
geometriai megfogalmazasat adtuk az (1) Gsszegképlet szokasos bizonyitasanak.

A csokoladépélda egy manipulativ modell, amely valamilyen torténéshez koti
a probléméat. A csokoladépéldat, némi valtoztatassal, Péter Rozsa [4] konyvébol
vettem. Figyeljiikk meg a geometriai modell és a csokoladépélda kapcsolatat.

Az elmondottakban végigvonul az intuitiv szemlélet és a matematikai formulak
kapcsolata. Figyeljiik meg, hogyan fejeztiink ki egy tapasztalt dsszefliggést a mate-
matika nyelvén és forditva, matematikai formulékkal leirt 6sszefiiggésekhez hogyan
gyartottunk kézzelfoghaté modelleket.

Furcsasagok a végtelenben

6. abra

A 6.a. abran lathatd egyszertd K; torottvonalbdl inditunk. A toréttvonal négy
egyenesszakasz egyesitése (unidja), amelyek mindegyike a K; atmérdjének a har-
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mada. Most cseréljiink le minden egyenesszakaszt a K; toréttvonal harmadara
kicsinyitett mésaval. Ekkor kapjuk a Ky torottvonalat. A Ky a Ki-gyel hasonlo
négy tordttvonal unidja, amelyeknek a hasonlosagi tényezGje egyharmad. A Kg
torottvonalat ugyanigy kapjuk Ks-bsl. A Ks-ben minden egyenesszakaszt lecseré-
liink a K7 megfelelGen kicsinyitett mésaval, vagyis egy K1-el hasonlé téréttvonallal,
amelynek hasonlosagi tényezGje (%)2 Es ezt folytatjuk a végtelenségig.

Hogyan alakul a toréttvonalak hossza a kapott sorozatban?

A szerkesztésbdl kovetkezik, hogy mindegyik téréttvonal hossza az el6z6 hossza-
nak négyharmada. Igy, a K atmérGjével mérve

4 n
K, hossza <3> .

A K, hossza barmely értéknél is nagyobb lehet, ha a szerkesztést elég hosszan
folytatjuk, ha elég messze megyiink a {K,; n = 1,2,...} sorozatban. Meégis,
a {K,; n = 1,2,...} sorozat minden eleme elfér egy olyan korben, amelynek
atmérGje megegyezik a K; atmérGjével.

Az 6.b. abran a szerkesztést kissé megvaltoztattuk. A Ks-ben az egyik egye-
nesszakaszt a K tikorképével cseréltiik le ( sziirkével fedett rész). A torottvonal
hossza valtozatlan maradt, de a kapott sorozat képe drasztikusan megvaltozott. Ily
moédon szimulalni tudunk kiilonb6z6 zeg-zugos partvonalat.

Ha K, atmér6jét az egyszézadara csokentjiik és ezzel a tordttvonallal végezziik
a szerkesztést, akkor is tetszGlegesen nagy lesz a toréttvonal hossza, csupan ekkor
tovabb kell folytatnunk a szerkesztést, messzebb kell elmenni a {K,,; n=1,2,...}
sorozatban, hogy a K, hossza az adott értéknél nagyobb legyen. Ily médon barmi-
lyen kis 4tmér6ji korbe berajzolhatunk tetszdélegesen hosszi toréttvonalat. Ennek
a szerkesztésnek a végeredményét Koch-gérbének nevezik.

7. abra,

A 7. abran, ugyanezzel a szerkesztéssel, egy haromszogbdl inditunk. A kapott
{K}; n=1,2,...} sorozat ekkor egy a Koch-szigetre vezet. Azt is mondhatjuk,
hogy a Koch-sziget egy haromszog oldalaira illesztett harom Koch-gérbe unidja
(egyesitése). A Koch-sziget teriilete véges és legfeljebb a K3 David csillag tertile-
tének duplaja.

Erdemes elgondolkodni azon, hogy ha a K, térdttvonalban, az egyenlSoldalu
haromszog szarait egy tetszdleges h magassagi egyenl@szarti haromszog szaraira
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cseréljiik, akkor milyen valtozas torténik a szerkesztett toréttvonalak hosszaban és
alakjaban.

Geometriai sorozatot alkoté lépcsék. A pdokhalédiagram
A geometriai sorozat természetes felirasa a
(8) Tpa1=qxn, n=0,1,... xzp=a

rekurziv formula, hiszen (8) pontosan azt fejezi ki, hogy az egymas utan kovet-
kezs szdmok hanyadosa g. A (8) rekurziv formula inspirdlja a 8. abra rekurziv
szerkesztését, amit web vagy halodiagramnak is neveznek.

Yy Y Yy

a) b) c)
y=qr Yy=qx y=qr

qc 4<1 qc 4<1 gc 4<1
45° 45° e 45 ~e
q’c
0 qc ¢ z 0" g% qc c z 0 c x
8. abra

Az a) dbra mutatja az els6 lépést, majd a b) abran lathato ennek rekurziv folyta-
tasa. A c) abra a teljes szerkesztést jelzi 0 < ¢ < 1 esetén. A szerkesztéssel kapott
lépes6k befutnak az origoba, ami intuitive jelzi, hogy a (8) sorozat nullahoz tart.
Ez azt jelenti, hogy ha elég messze megyiink a sorozatban, akkor tetszélegesen kozel
keriilhetiink a nullahoz (a (0,0) origohoz).

Erdemes megvizsgalni, hogy ha y = gz helyett egy tetszéleges y = gz + b
egyenessel végezziik ezt a szerkesztést, akkor milyen sorozatot kapunk? Mi a szerepe
ekkor az egyenes és a 45°-0s egyenes metszéspontjanak?

4 o =0
z1 = f(z0) =b
z=azr+b xo = f(x1) =ab+b
b x3 = f(x2) = a’b+ab+b
45°
0 T, T2 X3 z

9. 4bra
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A 9. abra ad feleletet ezekre a kérdésekre. Ekkor a 1épcsdk a fenti (8) geometriai
sorozat részletosszegeit reprezentaljak. Pontosabban, az n-edik 1épcs6 magassaga
a sorozat s, Osszege, a qr + b egyenes és a 45°-0s egyenes metszéspontjanak koor-
dinéatai pedig a végtelen geometriai sor Osszege.
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