POLYGON

XXIV/2. szam, 2017. jan.

Cserél6d6 szamjegyek

MOLDOVANYI ANDRAS

1. Bevezetés

Sokan felfedezhették, hogy egy 7-tel nem oszthato pozitiv egész szdmot 7-tel eloszt-
va a tizedesvessz6 utani szamjegyek az osztandotol fiiggetleniil mindig azonosak.
S6t, a szamjegyek sorrendje is azonos a kiolvasas elkezdésének helyétdl eltekintve:
=0,428571;

=0,142857; =0,285714;

=N ol w

=0,571428; =0, 714285; =0,857142.

ENTISNEN e
IR ENIRN

Lathatjuk, hogy az 142857 egy olyan szam, amelyet 2, 3, 4, 5 és 6 szamok barme-
lyikével megszorozva, az eredeti szamot kapjuk eredményiil, csupan a kiolvasasat
kell mashonnan kezdeni. Vajon létezik mas ilyen szam is?

Feltettem tehat a kérdést:

1. Kérdés. Melyek azok a szdmok, amelyeket egy k természetes (k > 1) szdm-
mal megszorozva a szorzat szdmgjegyei megegyeznek az eredeti szam szamjegyeivel,
tovdbbd a szamgjegyek sorrendje is azonos marad a kiolvasds elkezdésének helyétdl
eltekintve?

Az aldbbiakban minden k > 1 esetén érvényes eljarast adunk az Gsszes emlitett
tulajdonsagn egész szam meghatarozasara. Mivel szdmjegyeket vizsgélunk, ezért
a valasz szamrendszerfiiggs lesz. A kérdést altalanosabban, 10-es szamrendszer
helyett tetszéleges b > 1 alapt szamrendszerben tekintjiik.

A kovetkezs fejezetben bevezetjik a sziikséges jeldléseket, majd tobb 1épésben
megadjuk a kérdésiinkre a valaszt.
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2. Jel6lések

Legyen a szamrendszer alapja b, ahol b 1-nél nagyobb egész szdm. Legyen a kér-
désben megfogalmazott tulajdonsaga szam b alapi szamrendszerben felirt alakja

a1ag ...0ay.

Tegyiik fel, hogy a szam n > 1 jegyd. A szorzo legyen k ugy, hogy k € N, 1 < k < b.

k > b esetén a szamjegyek szama megvaltozna, igy nem lenne egyértelmd a
hozzarendelés. Szorzas utén a szamjegyek legyenek m helyi értékkel eltolva jobbra
ugy, hogy m € N, 1 < m < n. Tehét a szoban forgo egyenlSség:

(*) 103 -k = Gp—mi10n—m12- - -GnG1G2- - Gp—m-

Ertelemszertien: a; € N, a; < b, a1 # 0, Gp_mi1 # 0.

3. Megoldas
A megoldashoz irjuk fel (x)-ban a szamokat a jegyek valodi értékének Gsszegeként

al V" N k4as b2 k4. 4a, "k
=0n—m+1 * bn_l + Gn—m+2 - bn_Q + ..t an—mtm -

+a - bnfmfl +ay - bn7m72 +t A - bnfmf(nfm)

bn—m

Rendezziik az egyenletet a kovetkezé modon

ap - "™ k1) dag 020 k= 1)+ -
F Qpy DT (B — 1)
= Un—m+1 (bn71 - bmil ' k) + Ap—m+2 (bn72 - bm72 : k) + -
+ an—m-{-m(bn_m - bm—m . k’)

Alakitsuk szorzattd mindkét oldalt

(bm k- 1)(@1 . bn—m—l +as - bn—m—2 B bn—m—(n—m))
= (0" = E)(@nmg1 D" A o DR G - D)
Jeldlje a bal oldal elsg tényezgjét A, mésodik tényezGjét x. A jobb oldal els§
tényezdjét B, a masodikat .

1. Allitas. A (%) egyenlet megoldhatdsdgdnak szikséges feltétele, hogy A és B leg-
nagyobb kézds osztdja nagyobb, mint k.
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Bizonyitas. Legyen (A, B) = p. Az egyenlet szerint A - x = B -y, ahol
Tl < p <™ — 1, tovabba WMl <y <™ —1.

Az x-re, illetve y-ra nyert alsé és fels korlatot Tmin, Tmax, Ymin, Ymax-szal fogjuk
jelolni.

Allit 4 A
1.1. Allitas. y < .

Bizonyitas. Irjuk 4t a két oldalt

Ymax = b — 1,
Felvetés szerint
k>1 = 1<1 = M-1<d™ 1
k K’

Amibdl az allitas kovetkezik. [
Legyen % =aés % = . Mivel (A, B) = p, ezért (o, 8) = 1.
Ha p < k, akkor A-x = B -y egyenlet mindkét oldalat p-vel elosztva a-x = 3-y
adodik, ahol az 1.1. Allitas miatt y < « és (a,) = 1. Tehat az egyenlet nem
megoldhaté. [

Létezhet megoldas ellenben, ha p > k, figyelembe véve, hogy = és y a megadott
intervallumon barmilyen egész értéket felvehet.

2. Allitas. Ha p > k, akkor ymax > a.

Bizonyitas. Irjuk at a bizonyitando allitast a kovetkezé alakban

m bk —1 m m
Ymax = 0" —1> ——— azaz 0" -p—p>b" k-1
p
Ez ekvivalens a 1
" (p—k)>p—1 azaza b" > P2
p—k
egyenléséggel. Viszont ez teljesiil, mert a felvetések miatt
-1
b > 1, P2 < 1.
p—k
|
Lathato tovabba, hogy x4, > 3, hiszen
pn—m _ |
Tpax =0 —1> —— = 0.

p



46

Moldovdanyi Andrds

Igy az egyenlet felirhato o - & = § - y formaban, ahol z =1 -3, y = [ - a és [ olyan

pozitiv egész szam, melyre

Lmin <l< Tmax 8s Ymin << ymax'
g - - B a T 7«
Tekintsiik a két intervallum metszetét.
3. Allitas.
Lmin Ymin
8 «o
Bizonyitas. Irjuk 4t a bizonyitando allitast:
T bn—m—l Yrmi bm—l
min — .p > min — .
B bn—m — « bm -k —1

vagy ami ezzel ekvivalens

bn—l k= bn—m—l > bn—l _ bm—l k.
Ez egyenértéki a

k- (bn—l 4 an—l) > bn—l =+ bn—m—l

vagyis a
bn—l +bn—m—1

k > bnfl + bmfl

egyenlGtlenséggel, viszont ez teljesiil, hiszen itt a jobb oldal kisebb, mint 2, és a

feltétel miatt & > 2.

4. Allitas. . y
max max
Ta > Ta
Bizonyitas. A bizonyitand6 allitas
Tmax _ bnm —1 . Ymax b —1

3 nem_k PT T T k=1

alakban frhato, ami ekvivalens a
" (k—1)>k—1

egyenlGtlenséggel. Ez viszont teljesiil, mivel b™ > 1 és k > 2.
Tehat a végs6 intervallumunk:

bn—m—l

m
Tmin Ymax b

=p- <Il< =

3 pr-m _ a  Pipmip_1
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Az (%) egyenlet a b, n, m, k paraméterek ismeretében a kivetkezs:
a1az. . G =2-0" +y

Kihasznalva, hogy x =1- 8 ésy=1" q,

n—m __ m. L n_q
le-(bm-ﬁ+a)=l-(bm-b BLOE ):g.b

p p p

Mindezt &sszegezve a (*) egyenlet megoldasa adott b, n, m, k esetén:

b —1
aias...a, =1 -
p
ahol
p=(A,B), A=b"-k—-1, B=0b0""-k
és
bn—m—l m
L <y
Ppnmm g SUSP Ty

A p > k megoldhatoségi feltétel teljesiilése mellett is elgfordulhat bizonyos para-
métereknél, hogy ilyen ! egész nem léteik. Ezt | = {}-zal jeloljiik. Ilyenkor az
egyenletnek nincs megoldésa.

Az egyenletben p meghatarozasahoz érdemes kihasznalni a kévetkezét.

5. Allitas. Ha p|A és p|B, akkor p|b™ — 1.

Bizonyitas. Kihasznalva, hogy
A=b" k-1, B=byy""—k
a feltétel miatt
b™ k=1 (mod p), "M =k (mod p).
A miésodik kongruenciabol k-t az elsGbe behelyettesitve:
™" =0"=1 (mod p),

ami a bizonyitandé kévetkezmény volt. n
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4. Keresési algoritmus

// Keresési algoritmus adott szamrendszerben véges szami n-re.
// A szamrendszer alapja b, a szamjegyek széma n.

//n-jegyl szamok

for (n = n_min; n <= n_max; n++)

{
//m szamjeggyel jobbra tolva
for (m = 1; m < n; m++)
{
//k szorzd esetén
for (k = 2; k < b; k++)
{
A :=b™m*x k - 1;
B :=b"(n - m) - k;
p :=1;
for (i = 0; i < prim[n - n_min].count; i++)
{
if (A mod prim[n - n_min][i] = O and B mod prim[n - n_min] [i] = 0)
{
P :=p * prim[n - n_min] [i];
A := A / prim[n - n_min] [i];
B := B / prim[n - n_min] [i];
}
}
if (p > k)
{
alfa := A;
beta := B;
x_min :=b"(n - m - 1);
y_max := b™m - 1;
1_min := ceiling(x_min / beta);
l_max := floor(y_max / alfa);
if (l_min <= 1_max)
{
for (1 = 1_min; 1 <= 1l_max; 1l++)
{
number :=1 * (b™m - 1) / p;
print number;
}
}
}
}
}
}

Mivel az egyenlet megoldasa teljes mértékben algoritmizalhato, kézenfekvs a
szamokat programmal keresni.

Keresési algoritmus adott szamrendszerben véges szamua n-re. A szamrendszer
alapja b, a szdmjegyek szama n.
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p ) N N N N7T*s
Allapottér =", x X X
b Nmin Nmazx prim

Eldfeltétel = (b > 2 A1 < Nyin < Nmax AT = (NMmax — Nmin + 1) A s > 1)
Kimenet = ({number|number € N})

prim tomb tartalmazza a b™ —1 alakd szamok primtényezéGit, amit érdemes elére
megadni, mert nagy szamok faktorizacioja sok id6t vesz igénybe.

5. Példak.

A program segitségével 10-es szamrendszerben a kévetkezd 6-jegyl szamokat talal-
tam:

b=10,n=6

m | k szam | primtényezds felbontas
1 |4]102564 | 223 +x3*7x%11%37
128205 | 33+ 5% 7% 11 %37
153846 | 2% 3%« 3%« 3%« 711 %37
179487 | 3% 3 7% 7% 11 %37
205128 | 2% 2% 2x3 %3 %7 x 11 %37
230769 | 3%« 3%« 3% 3% 7Tx11%37
5| 142857 | 3x 3% 3«11 %13 % 37
2 | 3| 153846 | 2«3 %3 %3 x7x11%37
230769 | 3x 3%« 3x3xT7*x11 %37
307692 | 2x2x3x3x3x7x11%37
4| 142857 | 3x 3% 3% 11 %13 % 37
190476 | 2% 2% 3« 3« 11 % 13« 37
238095 | 3% 3 x5 x 11 %13 %37
3 | 6| 142857 | 3x3 %311 %13 %37
4 | 2] 142857 | 3x3x3 %11 %13 %37
285714 | 2%« 3%« 3% 3«11 %13 %37
428571 | 3% 333 %11 %13 %37
91109890 | 23«33 x5x*11*37
5 1 3| 142857 | 3x3x3 %11 %13 %37
285714 | 2% 3%« 3% 3«11 %13 %37

10-es szamrendszerben az elsd ilyen szam a 102564, 5-jegyt és annal kisebb ilyen
tulajdonsagu nem létezik.

A kovetkez6 szamok 12-jegytiek, ezek mindegyike egy fentebb leirt 6-jegyt szam
onmaga mogé {rasabol kaphato. 10-es szdmrendszerben 50-jegy szamokig n lehet-
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séges értékei, ahol az egyenlet megoldhato: 6, 12, 13, 15, 16, 18, 21, 22, 24, 26, 27,
28, 30, 32, 33, 34, 35, 36, 39, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 48, 50.

7-es szamrendszerben egyébként sokkal hamarabb talalunk ilyen szdmot: 157 -
3 =515.

Példa az | = {} esetre.

Legyen b=10,n=15,m =2, k=9. Igy A =899, B =10 -9, p = 31. Ezek
szerint o = 29, 8 = 322580645161.

! minimumat = hatarozza meg, ahol x =1 - 3 és Ty, = 0" ™~ L. | maximumat
y-bol kapjuk gy, hogy y =1 - & és Yymax = 0.

Tehat 3,1 < [ < 3,45. De I egész, igy p > k feltétel teljesiilése ellenére az
egyenletnek nincs megoldasa.

6. Legnagyobb k6z0s oszté

Erdekes megvizsgalni adott b és n esetén a szamok legnagyobb kizds osztojat.
Mivel a szamok felirhatok
" —1
p
alakban, 0™ — 1 minden primtényezdGje, amely nem osztéja p-nek, osztoja lesz e
szamoknak. Példaul b = 10, n = 6-ra ez a legnagyobb kozos oszté a 3663, ahogy
az kiolvashato az el6z8 fejezetben kozolt tablazat soraibol. Az is belathato, hogy
A és B — ahol p = (A, B) — nem lehetnek tobbszorosei (egyidejileg) 3663 primté-
nyezdinek. Altalanos képletet nem talaltam adott b és n esetén a legnagyobb kozos

l-

0szt6 meghatarozasara.

7. Irodalmi beagyazas

Miutan jelen iras eredményeit bizonyitottam, az irodalomban — [1], [2] tovabba
ezek forrasai — tobb hasonlo eredményt talaltam, ezeket fogom réviden ismertetni,
és sajat eredményeimmel 6sszevetni.

Az angol szakirodalomban hasznalt cyclic number-t ciklikus szamnak, transpos-
able integer-t cserél6dé szamnak, a cyclic permutation-t ciklikus permutacionak
forditottam, a tovabbiakban ezeket a kifejezéseket hasznalom.

1. Definici6. Ciklikus szamnak neveziink egy n-jegyt természetes szamot, ha azt
1-t6] n-ig barmilyen egész szdmmal megszorozva, a szam kiilonb6z6 ciklikus per-
mutéacioit kapjuk.

2. Definicié. Cserél6ds szamnak neveziink egy természetes szadmot, ha egy egész

A
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A ciklikus szamok ilyen modon részhalmazat képezik a cseréléds szamok hal-
mazéanak.

Példak ciklikus permutaciora:

A 142857 - 3 = 428571 szorzas elvégzésekor a szam egy hellyel balra tolodik.

A 128205 - 4 = 512820 szorzas elvégzésekor a szam egy hellyel jobbra tolodik.

A kovetkezd esetek nem nevezenddk cseréléds szamnak:

1. 6nall6 szamjegyek, pl.: 5

2. ismétléds szamjegyek, pl.: 555

3. ismétlsds cserélds szamok, pl.: 142857142857

Az elst két eset kizarasanak sziikségessége akkor nyer értelmet, ha a szam kez-
dédhet nulldval. Sajat eredményeimben e lehet&ségnek nem adtam teret.

A harmadik eshet&séget bizonyitasaimban nem tekintettem kizarandonak.

Amennyiben a szdm nem kezdddhet nullaval, az egyetlen ciklikus szam 10-es
szamrendszerben a 142857.

A ciklikus és a cserél6dd szamok kapcsolatot mutatnak a végtelen szakaszos
tizedes tortekkel és az egész szamok reciprokaval.

Az L hosszusagu ciklikus szam megkaphato

1
L+1
tizedes tort alakjabol.
Megforditva: ha
1
D

tizedes tort alakjanak ismétl6ds szakaszainak hossza p — 1 (ahol p prim), a szoban
forg6 szakasz ciklikus szamot ad.
Az eléz6ekbdl kovetkezik, hogy a ciklikus szdm mindig

bl -1
p

alakd, ahol b a szamrendszer alapja, p prim ugy, hogy p t b.

Ugyanakkor nem minden ilyen p ad ciklikus szamot. 10-es szdmrendszerben
ilyen példaul a p = 13 eset. Azonban ez az eset is cserél6ds szamhoz vezet. Az elsé
néhany prim, amely ciklikus szamhoz vezet: 7, 17, 19, 23, 29, 47.

A 10-eshez hasonloan mas szamrendszerekben is talalhatok ciklikus és cseréls-
d6 szamok. Ha a szamrendszer alapja négyzetszam, ciklikus szdm nem talalhaté
benne.
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8. Osszegzés

A dolgozatban a bevezetésben feltett 1. Kérdésre kerestiik a vélaszt. A meg-
valaszolashoz felirtuk a kérdést egyenlet forméajaban, az egyenletre megoldast és
megoldhatdsagi kritériumokat adtunk. Mindezeket altalanos algoritmusba témori-
tettiik, és az eredményeket példakkal illusztraltuk. Felvetettiik a legnagyobb ko6zos
osztok problémajat. A teljesség igénye nélkiil ismertettiik a hasonldé problémaéaval
foglalkozo6 szakirodalmi eredményeket. Ezek Osszevetve a sajat eredményekkel:

sajat eredmények szakirodalomban talalt

eredmények
megkozelités egyenlet tizedes tortek ismétlgds
szakaszai
szamok keresése egyenlet megoldasa megfelel hanyadosok
algoritmus segitségével felirasa
els6 szamjegy nulla nem megengedett eldéntendé
ismétlsds cserélsds megengedett ignoralando

szédmok

A sajat megkozelités egyenletben vald felirasanak és az ez alapjan késziilt keresési
algoritmusnak haszna, hogy adott b esetén az altalunk meghatéarozott intervallum-
ba es6 minden cserél6dé szamot egyszertien megkaphatunk. Tehat jelen dolgozat
sajatja a probléma megkozelitése, az egyenlet felirdsa és megoldasa, tovabba a ke-
resési algoritmus.

Kdészénetnyilvanitas. Koszonettel tartozom Gyéry Kélman professzor arnak sok
hasznos tanacsaért a cikk megirasat illetGen. Dolgozatomat gimnaziumi matema-
tika tandrnémnek, Dr. Pelényi Attilanénak ajanlom!

Irodalomjegyzék

[1] Az angol nyelvii Wikipédia Cyclic number c. szécikke
[2] Az angol nyelvii Wikipédia Transposable integer c. szocikke

Moldovanyi Andrds, faliroka@gmail.com



