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Egy hasznos triikk: a ,Ravi-helyettesités”

MATOS ZOLTAN

1. Bevezet6

Probléma megolddsi stratégidk a matematikdban. Ez volt a cime az egyik szabadon
valaszthato kurzusnak, melyet évekkel ezel6tt negyedéves matematikatanar szakos
hallgatoként — az évfolyam jelentGs részével egyiitt — hallgattam a Szegedi Tudo-
méanyegyetemen. Kozépiskolai tanari munkam soran (féleg szakkorokon és verseny
el6készit6kon) folyamatosan érzékelem, milyen hasznos az, hogy képzeletbeli szer-
szamosladam tele van olyan eszkozokkel, amiket egy feladat megoldésakor el6 tudok
venni. Az alabbi cikk egy ilyen eszkoz feladatokon keresztiil torténé bemutatasara
vallalkozik.

2. A Ravi-helyettesités

Amikor egy feladatban a bizonyitandé egyenl6tlenség egy haromszog a, b és ¢ olda-
lara vonatkozik, gyakran hasznos a kdvetkezs helyettesités

a=zxz+y, b=y+z c=zx+2,

ahonnan
a+c—b a+b—c b+c—a
T=——"— Yy=—7—, 2= —(—
2 2 2
ahol a haromszog-egyenlGtlenségb6l adédoan x, y és z pozitivak.

Az x,y és z szakaszok geometriai jelentése a haromszog cstucsaibol a beirhaté
korh6z hiazott érintészakaszok, amelyeket a kozépszinti kézépiskolai torzsanyag-
ban is (pl. a Thalész-tétel vagy az érinténégyszogtétel kapesan) megmutatunk a
didkoknak.

A helyettesitésnek koszonhetGen elkeriilhetjiik az a, b és ¢ szdmokra vonatkozo
haromszog-egyenlGtlenség vizsgalatat. Ezt az « > 0, y > 0 és z > 0 feltételek

helyettesitik.
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Bar itthon is régota hasznaljuk feladatok megoldasahoz, kiilon nevével magyar
nyelvii irasokban még nem taldlkoztam. Kiilfoldi szakirodalomban Ravi Vakil,
kanadai matematikus utan gyakran Ravi-féle helyettesitésnek nevezik (franciaul
transformation de Ravi, angolul Ravi’s transformation vagy Ravi substitution).

3. Minta feladatok a Ravi-helyettesités hasznalatara

1. feladat. Jelolje a, b és ¢ egy hdromszog oldalainak hosszdt! Bizonyitsuk be, hogy
2 (a®0* + b + a*c®) > a* + b* + ¢

Megoldas. Alkalmazzuk a Ravi-helyettesitést, a = x4+ y, b=y + 2, c=z+ =z
(ahol z > 0, y > 0, z > 0). A zardjelek felbontésa és az Gsszevonasok (bar hossza,
de mechanikus) elvégzése utan a fenti egyenlGtlenség a kovetkezd — az eredetivel
ekvivalens — alakot Olti:

22yz + xyz + ayz? > 0,

ami pedig trividlisan teljesiil, hiszen z,y, z > 0.
2. feladat. Jeldlje a,b és ¢ eqy hdromszdg oldalainak hosszdt! Bizonyitsuk be, hogy

a b c
+ + <
b+c a+c¢c a+b

2

(indiai olimpia 1989).

Megoldas. Alkalmazva a Ravi-helyettesitést, a =z +y, b=y + 2z, ¢ = z + = (ahol
x>0,y>0,2>0).

a b c r+y y+z z+x
+ + = <
b+c a+c a+db z+224y y+2x+z z+2y+cx
T+ +z zZ+x
Y n Y +
y+z+y ytzt+z ztyta
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Az Gsszeg feliilrsl torténd becslésekor azt hasznaltuk ki, hogy egy pozitiv nevezdji
és szamlaloju tort értékét noveljiik azzal, ha nevez§jét csokkentjiik.

3. feladat. Bizonyitsuk be, hogy az a,b, c oldali hdromszdogben
a(s —a)+b(s—b)+c(s—c) <9Rr
ahol R a hdromszég koré, r a hdromszdgbe irhatd kor sugara, s pedig a keriilet fele.

Megoldas. Hasznaljuk a haromszog teriiletképleteket, ahonnan

b T b
R:% és rz;, igy Rr:2

Alkalmazva a Ravi-helyettesitést, a = z 4+ y, b = y + 2z, ¢ = z + « (ahol x > 0,
y > 0, z > 0) a bizonyitandé egyenlétlenség a kovetkezs alakba irhato:

Aty + oyt )yt z) < & +4?(/;(Jyr—£i)ia)c +2)

A zarojeleket felbontva, az egyenlGtlenség két oldalat a pozitiv nevezével megszo-
rozva majd rendezve a kovetkez6t kapjuk:

:1:2y + %z + y2x + yQZ + 2%z + z2y
6

Mivel x > 0,y > 0, z > 0, ezért a szamtani és mértani kozepek kozti egyenlGtlenség
szerint

zyz <

2 2 2 2 2 2
Yy +rz+y x—6|—y Z+zr + 2%y > szyz

amivel a kiindulasi egyenl&tlenséget bizonyitottuk.

4. feladat. Jeldlje a, b és ¢ egy hdromszog oldalainak hosszdt! Bizonyitsuk be, hogy
(a+b—c)la—b+c)(—a+b+c) < abe.

Megoldas. Alkalmazva a Ravi-helyettesitést, a = x +y, b =y + 2z, ¢ = z + « (ahol
x>0,y >0, z>0) a bizonyitand6 egyenl6tlenség a kovetkezd alakba irhato:

2y-20-22< (z+y)(y+2)(z+x)
r+y Y +z 2 +x
2 2 2
+y y+z z+
VEG VR Ve < ot S S
ami a pozitiv szdmok szdmtani és mértani kdzepe kozti egyenlGtlenség miatt telje-
siil, és az egyenlGség akkor és csakis akkor &all fenn, ha x =y = 2, azaz a = b = ¢,

y-x-z<

vagyis a haromszog szabalyos.
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5. feladat. Legyen a,b és ¢ eqy hdromszdog hdarom oldala! Bizonyitsuk be, hogy
1 1 1 1 1 1
>

a+b—c+a—b+c+—a+b+c_a b

Megoldas. Alkalmazva a Ravi-helyettesitést, a =z +y, b=y + 2z, ¢ = z + z (ahol
x>0,y >0, 2>0) a bizonyitando egyenl6tlenség a kovetkezs alakba frhato:
1 1 1 1 1 1
+ > + +
2 2 2z " z+y y+z z+x
1 1 1 2 2 2
> + +
y T oz r+y y+z z+x
1 1 1
2 -tz 2 2 2
> + +
2 r+y yYy+z 24z

\
+
\
+
|
V

ami a harmonikus és szamtani koézép kozti egyenltlenség miatt teljesiil. Az egyen-
16ség akkor és csakis akkor all fenn, ha x = y = z, azaz a = b = ¢, vagyis a
haromszog szabalyos.

6. feladat. Legyen a,b és ¢ egy hdromszdg hdrom oldala! Bizonyitsuk be, hogy

Va+b—c+Vbt+c—a+vVeta—b<Va+Vb+ /e

(1996-0s csendes deedni olimpia 5-6s feladata,).

Megoldas. Alkalmazva a Ravi-helyettesitést, a =z +y, b=y + 2z, ¢ = z + = (ahol
x>0,y >0, z>0) a bizonyitand6 egyenl6tlenség a kovetkezd alakba frhato:

V2 + V2 V2 <V ty+Vytez+vVzta
V2(Ve+y+vVe) <V ty+Vytz+vVeta

Mivel az f(z) = /x fiiggvény konkav, ezért
1 T+y
LvE v <Y

V2 (VE+ Vi) < VETT

7(\/§+\/E)§\/y+z
V2 (Vo4 vE) < Vi

A harom egyenl6tlenséget Osszeadva, megkapjuk a bizonyitandot.

igy

&w
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7. feladat. Jelolje a,b,c egy hdromszég hdrom oldalinak a hosszdt! Bizonyitsuk
be, hogy
a’b(a —b) + b?c(b — ¢) + c*alc —a) > 0

(1983-as nemzetkiozi matematikai didkolimpia 6-os feladat).

Megoldas. Alkalmazva a Ravi-helyettesitést, a =z +y, b=y + 2z, ¢ = z + = (ahol

x>0,y >0,z>0) a bizonyitandé egyenlGtlenség a kévetkezs alakba irhato:
@+ +2)@—2)+ @+ @+2)y—2) + (@ +2)°@+y)(z—y) 2 0.

Amibdl a négyzetre emelések, zarojelfelbontéas és Gsszevonas utéan

2232 + 2xy® + 2y23 — 22%yz — 229’z — 2wy22 > 0

3z + a:y?’ + yz3 — m2yz — asygz — xy22 >0

Az egyenl6tlenség bal oldalat alakitsuk &t:

w2(x—y)® +ayly —2)? +yz(z —2)* > 0

A kapott egyenl6tlenség pedig nyilvanvaloan teljesiil a benne szerepls tagok nem
negativ volta miatt. Az egyenl@ség pedig akkor és csakis akkor allhat fenn (az
x>0,y >0, z> 0 miatt), ha x =y = z, azaz, ha a = b = ¢, tehat a szabélyos
haromszog esetén.

A feladat tobbféle modon (pl. a Cauchy-féle egyenlStlenséggel) is megoldhato.
Az olimpian Bernhard Leeb kiilon dijat kapott arra, hogy az eredeti egyenlGtlensé-
get az

alb—c)?*(b+c—a)+bla—b)(a—c)a+b—c)>0

alakra hozva, oldotta meg a feladatot.
4. A Ravi-helyettesités és a Héron-képlet

A Ravi-helyettesités masik szép felhasznélasa a haromszog teriiletét annak harom
oldalabél megado

T=+/s(s—a)(s—b)(s—c),

Héron-képlettel vald kapcsolatabol adodik, hiszen segitségével ez utébbi a
T=+(x+y+2)zyz.

alakra hozhat6. Ennek koszonhetSen adhatunk egy szép megoldast a kovetkezd
feladatra.
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Feladat. Az x,y, z pozitiv szdmokra teljesiil, hogy
zyz(z+y+2) =1
Hatdrozzuk meg a kovetkezd kifejezés minimumdt: (x + y)(z + 2)!

Megoldas. Legyen
r+y=a, y+z=0>b é xz+z=c

Mivel z, y és z pozitivak, igy az a, b és c teljesitik a haromszog-egyenlGtlenség
feltételeit, s létezik olyan haromszog, amelynek oldalai a, b, ¢ hossziak. A fentiek
miatt ennek teriilete

T=+(x+y+z2)zyz=1

Ekkor felhasznalva a trigonometrikus teriiletképletet
(z+y)x+2z)=ac>ac-sinf =2T =2.

Az egyenlGség, akkor és csakis akkor &ll fenn, ha 8 = 90°.

5. Feladatok

1. Legyen a,b,c eqy hdaromszog oldalainak hossza! Bizonyitsuk be az aldbbi egyen-
l6tlenségeket!

a) (ab+bc+ac)(a+b+c) > a® +b% 4 + babe
a b c

b >3
) b+cfa+c+a—b+a+bfc_

0) \/3(\/£+x/%+\/%)2x/a+b—c+\/b+c—a+x/c+a—b
d) >+ 0+ >4V3T  (ahol T a hdromszig teriilete)

b 2
e) T< ? <a+3+c> (ahol T a hdromszog teriilete)

2. Melyik az a legkisebb K pozitiv egész szam amelyre

a? + b2+

K> ——
ab + ac + be

ha az a,b és ¢ egy hdromszog hdrom oldaldnak hosszdt jeldli.
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