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KettGs szamsorozatok és szamsorok konvergenciaja

MORICzZ FERENC

1. Bevezetés: Valdés szamsorozatok és szamsorok konvergenciaja

A kozépiskoldk matematikai tagozatanak tanuléi méar talalkoztak a valos szamso-
rokbol allo sorozatokkal és sorokkal kapcsolatos alapvetd fogalmakkal és tételekkel.
Ezek fontos szerepet jatszanak a differencialhanyados és az integral fogalmanak
megértésében mar a kozépiskolaban is, de még inkabb az egyetemi, fGiskolai ta-
nulmanyok els§ évében sorra keriil6 Kalkulus anyaganak mélyebb megértésében és
sikeres elsajatitasaban. Bevezetésiinkben réviden 6sszefoglaljuk a szamsorozatokra
és szamsorokra vonatkozo legfontosabb definiciokat és tételeket.

Egy valos szdmsorozat, roviden: sorozat, olyan fiiggvény (mas szoval: hozzaren-
delés), amely a természetes szamok sorrendjében minden természetes szamhoz egy
valos szamot rendel hozza. Ezt a hozzarendelést az (a;: j = 1,2, ...) szimbolummal
jeloljiik, de jelolhetjiik részletesebben tgy, hogy

1,42, ..., 0j5,...3

vagy révidebben tgy is, hogy (a;); magit az a;-t az (a;) sorozat j-edik, vagy
dltaldnos tagjdnak nevezzik.

Gyakran a nullat is hozzéavessziik a természetes szamokhoz, és ekkor nullaval
kezdédik a sorozat tagjainak indexezése, és az (a;: j =0,1,2,...) szimbolum utal
erre. Cikkiinkben ezt az utobbi szamsorozat fogalmat hasznaljuk.

Jolismert, hogy az (a;) sorozatot akkor nevezziik konvergensnek (a sz6 jelentése:
Osszefuto, Osszetarto), ha létezik olyan a valds szam, hogy minden pozitiv € szamhoz
meg tudunk adni egy az e-tol fiiggs jo = jo(e) természetes szamot gy, hogy

(1.1) la; —al <e, ha j> jo.

Ezt az a szamot nevezziik az (a;) sorozat hatdrértékének, vagy limeszének, és a
konvergencia tényét a

lim a; =a
j—o0
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szimboélummal jeloljiik.

Az olyan sorozatot, amelynek nem létezik hatarértéke, divergensnek (a szo6 je-
lentése: szétfuto, széttartd) nevezziik. Megemlitjiik, hogy a végtelenbe divergalo
sorozatokat szokas valddi divergens sorozatoknak nevezni. Akkor mondjuk, hogy az
(a;) sorozat plusz végtelenbe divergdl, ha akarmilyen nagy K valos szamhoz meg
tudunk adni egy a K-t0l fliggs jo = jo(K) természetes szamot ugy, hogy

a; > K, ha j>jo.

Hasonlé modon definialjuk a minusz végtelenbe divergdlé sorozatokat.
Ha az (a;) sorozat konvergens, akkor (1.1)-bél és a hdromszdg egyenldtlenségbdl
kovetkezik, hogy

lajl = [(aj —a) +al < laj —a| +a] <e+a|, ha j=jo(e).

Mivel az innen kimaradé ag, a1, . .., aj,—1 tagok szama véges, ezért az (a;) sorozat
minden tagjara érvényes az

|aj| < max{|a0|, |a1|7 R |ajo—1|75 + |a|}

egyenl6tlenség, ahol € > 0 tetszGleges szam lehet. FEzzel belattuk, hogy minden
konvergens sorozat korldtos.

Nagy jelentGségii az a tény, hogy egy sorozat konvergens voltat abban az esetben
is meg tudjuk allapitani, hogy ha annak az a hatarértékét még nem ismerjik,
vagy nem tudjuk explicite megadni. Erre szolgal a Cauchy-féle belsé konvergencia-
kritérium: Az (aj) sorozat akkor és csak akkor konvergens, ha minden € > 0-hoz
meg tudunk adni egy az e-t6l fiiggs ko = ko(g) természetes szamot gy, hogy

(1.2) la; —ax| <e, ha min{j, k} > ko.

Megjegyezziik, hogy a bels6 konvergenciakritérium érvényességét a valos szamok
an. teljességi axidomajara tamaszkodva tudjuk bizonyitani. A tovabbi részletek
irant érdeklsds olvasonak Leindler Laszlo jegyzetét ajanljuk (lasd [2]-t a cikk végén
talalhaté Forrasmunkék jegyzékében).

Ezek utan attériink a valds szamsorokkal, roviden: sorokkal, kapcsolatos isme-
retek targyalasara. A valds szamokbol allo

apt+ar+ax+---+a;+---

kifejezést, vagy az un. szigma jelolést hasznalva, a

(1.3) > a,
§=0
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szimbolummal jelolt végtelen Gsszeget sornak nevezziik. A ,szigma” betd a magyar
abécé ,sz” bettijének a gorok megfelel§je, és ,,> " ennek a nagy betis valtozata.
Magét a;-t a sor j-edik, vagy dltaldnos tagjinak nevezzik.

Megjegyezziik, hogy az nem feltétleniil kell, hogy a sor kezdd tagjanak indexe
nulla legyen. A Z;’in a; végtelen Osszeget szintén sornak nevezziik, ahol az n
tetszoleges egészszam (akar negativ is) lehet.

A sorok konvergencidjanak fogalmat a sorozatok konvergencidjanak fentebb mar
definialt fogalmara vezetjiik vissza azaltal, hogy bevezetjiik az (1.3) sor részletdssze-
geinek (s,,) sorozatét, ahol

(1.4) Sm ::Zaj, m=20,1,2,....
3=0

Az (1.3) sort akkor nevezziik konvergensnek (illetve divergensnek), ha a részletossze-
geinek (s,,) sorozata konvergens (illetve divergens). Konvergencia esetén az (s, )
sorozat s hatarértékét nevezziik az (1.3) sor dsszegének. Ezt a tényt ugy jeldljik,

hogy
Zaj:s, ahol s:= lim s,,.

m— 00
Jj=0

Képletben megfogalmazva: akkor mondjuk, hogy az (1.3) sor konvergens és az
Osszege s-sel egyenld, ha minden pozitiv € szamhoz meg tudunk adni egy az e-tol
fiiggd mo = mo(e) természetes szamot 1gy, hogy

(1.5) |sm —s| <e, ha m>my.

Divergens sornak nem tulajdonitunk 6sszeget. Ha viszont a részletosszegek sorozata
valodi divergens sorozat, akkor a plusz (illetve minusz) végtelenbe valo divergencia
esetében gyakran hasznaljak a

oo oo
Zaj =+oo (illetve Zaj = —00)
§=0 §=0
jelolést is.
Mivel (1.4) szerint
a5 =S85 — 8j—1, j=1,2,...;

ezért ha az (1.3) sor konvergens, akkor (1.5)-bdl és a haromszog egyenlStlenségbdl
kovetkezik, hogy

lajl = [(sj =)+ (s = sj-1)[ < [sj = s[ +[s = s5-1] <&, ha j>mo(e/2).
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Tekintve, hogy € > 0 tetsz6leges (kicsi) szam lehet, ez azt jelenti, hogy ha az (1.3)
sor konvergens, akkor

lim a; = 0.

]*}OO
Ezzel belattuk, hogy ha az (1.3) sor konvergens, akkor az altalanos tagja 0-hoz
konvergal. De ez a feltétel csak sziikséges feltétele, de nem elegendd feltétele a sor
konvergenciajanak. Példaul, jol ismert, hogy a

o0

> S R
o J 2 3
harmonikus sor divergens, bar az altalanos tagja 0-hoz konvergal.

A sorozatokra vonatkozd Cauchy-féle belsd konvergenciakritérium (lasd (1.2)-
ben) megfelel§jét sorokra a kovetkezéképpen fogalmazhatjuk meg: Az (1.3) sor
akkor és csak akkor konvergens, ha minden pozitiv € szdmhoz meg tudunk adni
egy az e-t0l fliggs ng = no(e) természetes szamot gy, hogy

n
(1.6) |, — Sm| = | Z a;| <e, ha n>m>ny.
j=m+1

Megjegyezziik, hogy egy sorozat véges sok tagjanak megvaltoztatasa, vagy torlé-
se nem valtoztatja meg a sorozat konvergens vagy divergens voltét, és konvergencia
esetén a sorozat hatarértékét sem valtoztatja meg. Hasonld allitas érvényes sorokra
is azzal a kiilonbséggel, hogy konvergens sor véges sok tagjanak megvéltoztatasa
vagy torlése mar megvaltoztathatja a sor 0sszegét.

Az (1.3) sort akkor nevezziikk abszolit konvergensnek, ha a tagjainak abszolut
értékébdl képzett

(1.7) > lajl
j=0

sor konvergens. Mivel az (1.7) sor részletdsszegel monoton novd sorozatot alkotnak,
ezért (1.7) akkor és csak akkor konvergens, ha a részletdsszegeinek sorozata feliil-
r6l korlatos. A valds szdmok teljességi axidmajabol kovetkezik, hogy egy feliilrél
korlatos sorozat fels§ korlatai kdzott mindig van legkisebb, amelyet a sorozat felsd
hatdrdnak, idegen széval: szuprémumdnak neveziink; és konvergencia esetén éppen
ez a szuprémum az (1.7) sor Gsszege.

Azt a tényt, hogy az (1.7) sor konvergens (illetve divergens) gy is szokas jeldlni,

hogy
(o) (o)
Z la;| < oo (illetve Z la;| = 00).
=0 =0
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A Cauchy-féle bels konvergenciakritérium és a haromszog egyenlStlenség alap-
jan nyilvanvalo, hogy ha az (1.3) sor abszolut konvergens, akkor az (1.3) sor maga
is konvergens. Ugyanis, ha az (1.7) sor konvergens, akkor

[, — Sm| = | Z a;| < Z la;| =0, ha n>m— oo.
j=m+1 j=m+1
Azokat a konvergens sorokat pedig, amelyek nem abszolut konvergensek, feltétele-
sen konvergens soroknak nevezziik. Példaul, a
- 1 1 1 1
1. B W P, e T
(1.8) > (- st3—1

i=1 J

sor feltételesen konvergens, mivel a Z]Oil 1/4 harmonikus sor divergens. Ismert,
hogy az (1.8) sor Gsszege (In 2)-vel egyenls, ahol In-nel a természetes alapu logarit-
must jeloljik.

Az eddigi targyalas soran a sorok konvergenciajanak fogalmat a sorozatok kon-
vergencidjanak fogalmara vezettiik vissza az adott sor (1.4)-ben definialt részlet-
osszegeinek bevezetésével. Erdemes megjegyezni, hogy ez a visszavezetés a forditott
iranyban is lehetséges. Ugyanis, a sorozatok konvergencidjanak fogalmét vissza
tudjuk vezetni a sorok konvergenciajanak fogalméra az tun. visszafelé tarto diffe-
rencia operdtor (angolul: backward difference operator) fogalmanak a segitségével.
Az (a;) sorozatra definialjuk a

(19) Vaj =a; — aj—1, j:0,1,2,...

szimbolumot azzal a megallapodassal, hogy a_; := 0. A forditott haromszog alaka
V jel neve: mnabla, amely a fiiggvények polinomokkal torténd interpolécidjanak
elméletében jatszik fontos szerepet (lasd [4]-et a cikk végén talalhat6 Forrasmunkak

jegyzékében). Ekkor a
o0
>_Va;
j=0

sor m~edik részletosszege

Sm = Zvaj = (am - am—l) + (am—l - am—2) + -
(1.10) =0

"'+(a’1_a0)+a0:am7 m=0,1,2,...;
és ugyanilyen modon kapjuk, hogy
n

Sn — Sm = E Va; =a, —am, n>m2=>0.
j=m+1
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A fentiekkel 6sszhangban akkor mondjuk, hogy az (a;) sorozat abszolit konver-
gens, ha

o0 (o)
Z |Va,| = Z la; —aj_1] < oo, ahol a_j:=0.
§=0 =0

Ebben az esetben az (a;) sorozat maga is konvergens, mivel

n n
lan — am| = | Z Vaj| < Z |[Va;| -0, ha n>m— oco.
j=m-+1 j=m-+1

2. Valos kettds szamsorozatok és szamsorok Pringsheim szerinti konvergenciaja

Egy walds kettds szdmsorozat, roviden: kettds sorozat (angolul: double sequence)
olyan fiiggvény, amely minden nemnegativ egészszamokbol allo rendezett parhoz
egy valos szamot rendel hozza. A szamparok rendezésén azt értjiik, hogy a (7, k)
és (k,j) parokat kiilonb6zének tekintjiik, ha j # k. Ezt a hozzarendelést az (a; x, :
J,k=0,1,2,...) szimbélummal jeloljiik, vagy egyszertien csak (a;x)-t irunk.

Megjegyezziik, hogy a kettds sorozattol valdo megkiilonboztetés végett az el6z6
részben tagyalt (a;) sorozatot nevezhetjiik egyszeres sorozatnak is (angolul: single
sequence).

Az (aj ) kettds sorozatot akkor nevezziik konvergensnek Pringsheim szerint
(angolul: convergent in Pringsheim’s sense), ha létezik olyan a valos szam, hogy
minden pozitiv & szamhoz meg tudunk adni egy az e-t6l fiiggs py = po(e) termé-
szetes szamot ugy, hogy

(2.1) lajx —al <e, ha min{j,k} > po.

Ezt az a szamot az (a; ;) kettSs sorozat hatdrértékének nevezziik és a konvergencia
tényét a

szimbolummal jeldljiikk. Pringsheim német matematikus volt, aki ezt a réla el-
nevezett konvergencia fogalmat bevezette (lasd [5]-6t a cikk végén talalhato For-
rasmunkak jegyzékében). Az olyan (a; ) kettSs sorozatot, amelynek nem létezik
hatarértéke, (Pringsheim szerint) divergensnek nevezziik.

Visszatérve a (2.1) definiciora észrevessziik, hogy végtelen sok olyan (j, k)
par van, amelyekre min{j,k} < po. Példaul, mindegyik (j,k) par ilyen, ha
j=0,1,2,...és k= 0,1,...,p0 — 1. Ennek egyik kovetkezménye az, hogy egy
(aj%) kettds sorozat akkor is konvergalhat Pringsheim szerint, ha az a,j tagjai
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Osszességiikben nem korlatosak. Példaul, ha

j, haj=0,1,2,... 6 k=0;
ajk:=4k, haj=0ék=0,1,2,...;
0, ha min{j,k} > 1;

akkor az (a; ) kettSs sorozat Pringsheim szerint 0-hoz konvergél, viszont

sup a;j = 00.
3,k>0

Ezen hidnyossaga ellenére, a Pringsheim szerinti konvergencia fogalom eseté-

ben is érvényes egy Cauchy-féle belsé konvergenciakritérium (vo. (1.2)-vel). Ezt
fogalmazzuk meg a kovetkezs tételben.

1. Tétel. A (2.1) kettds sorozat akkor és csak akkor konvergens Pringsheim sze-
rint, ha minden pozitiv € szdmhoz meg tudunk adni egqy az e-tdl fiiggd qo = qo(e)
természetes szamot gy, hogy

(22) |a’]',k - aj1,k1| < g, ha’ min{jv kajl; kl} Z q0.

Bizonyitas. Szikségesség. Azt kell belatnunk, hogy ha (a; ) Pringsheim szerint
konvergal valamely a hatarértékhez, akkor (2.2) fennall. Valoban, a haromszog
egyenldtlenség alkalmazasaval kapjuk (2.1)-bél, hogy

laj i — aji | = [(ajr —a) + (@ —aj k)| <

< |a]}k - (l| + |a - aj17k1| <¢, ha min{jvkajlvkl} > p0(€/2)'

Tehat (2.2) minden € > 0-ra fennall a go(g) := po(e/2) valasztassal.

Elegenddség. Most azt kell belatnunk, hogy ha (2.2) fennall minden £ > 0O-ra,
akkor az (a; ) kettSs sorozat Pringsheim szerint konvergens. ElSszor észrevessziik,
hogy a diagonalis tagok (a;; : 7 = 0,1,2,...) egyszeres sorozatéra is érvényes a
Cauchy- féle belss konvergenciakritérium. Ehhez elég (2.2)-t azon specialis esetben
tekinteniink, amikor j = k és j1 = k;. Jeloljiik a-val az (a; ;) sorozat hatarértékét.
Definici6 szerint minden pozitiv € szimhoz meg tudunk adni egy az e-tol fiiggs
jo = Jjo(e) természetes szamot tgy, hogy

(2.3) laj; —a|l <e, ha j> jo.

Ezutan (2.2)-bdl és (2.3)-bol a haromszdg egyenl6tlenség alkalmazasaval kapjuk,
hogy

lajx —al = [(ajk —a;;) + (a5 —a)| <

<lajr —a;;|+laj; —al <e, ha min{j, k} > max{qo(c/2),jo(e/2)}.
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Tehat (2.1) fennall a po(e) := max{qo(c/2), jo(¢/2)} valasztassal minden € > O-ra.
Ez pedig azt bizonyitja, hogy az (a; 1) kettds sorozat Pringsheim szerint konvergal
az a hatarértékhez.

Ezek utan attériink a valds kettds szdmsorokkal, roviden: kettds sorokkal (an-
golul: double series) kapcsolatos fogalmak és Osszefliggések targyalasara. A valos
szamokbol allo

ag,0 + ao,1 + -+ Aok + -
+aiotar+-+arg+e

kifejezést, vagy az un. kettds szigma jelolést hasznalva, a

oo o0

(24) (lj’k

szimbolummal jelolt Gsszeget kettGs sornak nevezziik, ahol j a sorindex, k pedig az
oszlopindex.

A kett6s sorok Pringsheim szerinti konvergencidjanak fogalmat a kettés soroza-
tok Pringsheim szerinti konvergenciajanak fentebb mar definialt fogalmara vezetjiik
vissza azéltal, hogy bevezetjiik a (2.4) kettSs sor téglalap alaku részletisszegeinek
(angolul: rectangular partial sums) az (s, ) kettds sorozatat, ahol

m n

(2'5) Sm,n = Zza’jvk’ m,n=20,1,2,....

=0 k=0

Akkor mondjuk, hogy a (2.4) kettds sor Pringsheim szerint konvergdl (illetve
divergdl), ha a téglalap alaku részletsszegeinek (sp,.,) kettds sorozata Pringsheim
szerint konvergal (illetve divergal). Konvergencia esetén a (Sn, n) kettds sorozat s
hatarértekét a (2.4) kettss sor dsszegének nevezziik. Ezt a tényt ugy jeloljik, hogy

oo oo

E E ajr =35, ahol s:= lim s 5.
r— m,n— 00

=0 k=

Képletben megfogalmazva, a (2.4) ketts sor akkor konvergal Pringsheim szerint
az s Osszeghez, ha minden pozitiv € szamhoz meg tudunk adni egy e-tol fiiggd
1o = po(€) termeészetes szamot ugy, hogy

(2.6) [$m.n — 8| <e, ha min{m,n} > po.
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Azon kettds soroknak, amelyek Pringsheim szerint divergalnak, nem tulajdonitunk
Osszeget.

Az 1. Abran (ahol a téglalapok jobb fels6 csticspontjat kis korrel jeloltiik meg)
lathatjuk, hogy

(2.7) ajk = Sjk — Sj—1,k — Sjk—1 + Sj—1,k—1, ahol j,k=1,2,....
k :
oo Lfmmmmmmm e o-----
0 5
0 ji-1 7
1. Abra.

Eszerint, ha a (2.4) kettSs sor Pringsheim szerint konvergél az s sszeghez, akkor
(2.6)-bol és (2.7)-bol a haromszog egyenlStlenség alkalmazéasaval kapjuk, hogy

lajk| = [(ajx — 8) = (aj—1,6 — 8) = (ajk—1 = 8) + (8j-1,k-1 — 8)| <
<Isjk — sl +sj—1,6 — 8|+ |sj6—1 — 8| + [sj—1,6—1 — 8| <&,
ha min{j, k} > po(e/4).

Mivel az igy kapott egyenlGtlenségben € tetszsleges pozitiv szam lehet, ezzel belat-
tuk, hogy

2. li ik =0.

(2.8) j’klgloo ajr =0

Szavakban megfogalmazva, hogy ha a (2.4) kettés sor Pringsheim szerint konver-
gens, akkor az a; j, altalanos tagja Pringsheim szerint konvergal 0-hoz. Ez a feltétel

csak sziikséges feltétele, de nem elegendd feltétele a kettGs sor Pringsheim szerinti
konvergenciajanak, amint ezt az aldbbi 1. Példa mutatja.
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1. Példa. Tekintsiik azt a kettSs sort, amelynek altalanos tagja

1 o .
aj k= max{j,k}+1° ha mln{]’ k} =0;
’ 0, ha min{j, k} > 1.

Ekkor a (2.4) kettss sor Pringsheim szerint divergens, bar a (2.8) feltétel még abban
az altalanosabb formaban is teljesiil, amelyben max{j, k} — oc.

A kettds sorokra vonatkozoé Cauchy-féle belsd konvergenciakritériumot a kovet-
kezSképpen fogalmazhatjuk meg. A (2.4) kettds sor akkor és csak akkor konvergal
Pringsheim szerint, ha minden pozitiv & szdmhoz meg tudunk adni egy az e-to6l
fliges vy = vo(e) természetes szamot ugy, hogy (v6. (1.6)-tal)

(2.9) [$m.n — Smyma| <€, ha  min{m,n,mi,ni} > 1p.

A kettSs sorozatokhoz hasonléan egy kettds sor akkor is konvergalhat Prings-
heim szerint, ha tagjai Osszességiikben nem korlatosak. Ennek megmutatisara a
(2.4) kettss sor a; , tagjait a derékszogi koordinatarendszer els6 negyedében olyan
elrendezésben adjuk meg (lasd a 2. Abran), hogy az altalanos aj 1 tagjanak szam-
értékét azon egységnégyzetbe irjuk be, amelyben a balals6 csicspont koordinataja
éppen (j, k). Ez 6sszhangban van azzal, hogy az els6 j indexet mar korabban is
sorindexnek nevezziik, a masodik k indexet pedig oszlopindexnek.

aso|as1|as2|ass|asa|ass -3 3 0 0 0 0

a4,0| 04,1 | Q4,2 | Qa3 | Qa4 |aas 3 1-3 0 0 0 0

azo|as1|asz2|ass|asa|ass -2 2] 0] 0] 0] O

a2,0| 02,1 |22 |a23|a24|azs 2 |2 0 0 0 0

aio|ai1|ai2|aiz|atalars -1 1|-2 2 |-3 3

@p,0 | @0,1 | @0,2 | @0,3 | @0,4 | Q0,5 | - - - 1|-1 2 | -2 3|3
2. Abra

A 2. Abra jobboldali részébél lathato, hogy a (2.4) kettds sor téglalap alaki s, ,,
részletOsszegeire fennall, hogy

Sm,n = 0, ha min{m,n} > 1.
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Most tehat a (2.4) kettGs sor Pringsheim szerint konvergal és Gsszege s = 0, viszont

sup |aj k| = oo.
J,k>0

Visszatérve a 2. Abra baloldali részére, adott (2.4) kettds sor esetén tekinthetjiik
kiilon-kiilon az egyszeres

(2.10) > ajr, ahol j=0,1,2,...;
k=0

vizszintes részsorokat (angolul: row series), és az egyszeres
[ee]

(2.11) > ajr, ahol k=0,1,2,...;
j=0

fiiggdleges részsorokat (angolul: column series).

2. Példa. Tekintsiik azt a (2.4) kettSs sort, amelynek a; 5 tagjait a 3. Abran tiin-
tetjik fel. Nyilvanvald, hogy mindegyik vizszintes és fligg6leges részsora konvergal
0-hoz. Viszont a (2.4) kettGs sor Pringsheim szerint divergal, mivel

1, ha m péros szam,;
Sm,m =

0, ha m paratlan szam; m =0,1,2,....

3. Abra

A forditott eset is el6fordulhat, amikor a (2.4) kettds sor Pringsheim szerint
konvergéal, viszont mindegyik vizszintes és fiigg6leges részsora divergal. Erre adunk
példat a kovetkezSben.



12 Méricz Ferenc

3. Példa. Tekintsiik azt a (2.4) kettSs sort, amelynek a;x tagjait a 4. Abran tiin-
tetjik fel. Nyilvanvalo, hogy mindegyik vizszintes és fligg6leges részsora divergal.
Maésrészt, a téglalap alaki sy, , részletosszegekre fennall, hogy

. B m, ha m és n paros szamok;
m7n - .. .. , . ’ 2
0, ha m és n koziil legaldbb az egyik péaratlan szam.

Tehat most a (2.4) kettds sor Pringsheim szerint konvergal és 6sszege s = 0.

1 1
-1 1 2 2 |3 3
1 1 1 1
Li-1 2 2 313
1 1 1 1
-1 1 2 2 |2 2
1 1 1 1
Li-1 2 2 2|2

1]|-1 1]-1 1|-1

4. Abra

A (2.4) kett6s sor Pringsheim szerinti konvergenciajaval kapcsolatban még egy
észrevételt tesziink. Ha a (2.4) kettds sor Pringsheim szerint konvergal az s Gsszeg-
hez, akkor (2.6)-bol kovetkezik (ahhoz hasonloan, ahogyan fentebb az 1. Abra alap-
jan (2.8)-at levezettiik), hogy tetszsleges pozitiv € szamra

M N
(2.12) | Z Z ajk|l = [SMN = Sm-1,N = SMn—1+ Sm-1n-1| <&,
j=m k=n
ha M >m>0, N>n>0é min{m,n} > uo(e/4) =: ux,
kiegészitve azzal a megallapodassal, hogy
(2.13) S_1m=8m-1=5-1-1:=0, mn=0,1,2,....

Az 1. Példaban szerepld kettGs sor arra is példaul szolgél, hogy (2.12)-nek tet-
sz6leges pozitiv e szamra valo fennallasabol még nem kovetkezik, hogy a (2.4) kettds
sor Pringsheim szerint konvergal.
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3. Valés kettds szamsorok és szamsorozatok regularis konvergenciaja

Az €l6z6 részben tobb példat is lattunk a kettds sorok Pringsheim szerinti konver-
genciadjaval kapcsolatos hianyossagokra. Azon célbol, hogy ezen hidnyossagok fel-
lépéseét elkeriiljiik, Hardy angol matematikus (lasd [1]-et a cikkiink végén talalhato
Forrasmunkak jegyzékében) a kettds sorokra erésebb konvergencia fogalmat veze-
tett be, amelyet regularis konvergencianak (angolul: regular convergence) nevezett
el. Akkor mondjuk, hogy a (2.4) kettGs sor reguldrisan konvergdl, ha Pringsheim
szerint konvergal, és ezen felill még minden egyes vizszintes és fliggéleges részsora
is (mint egyszeres sor) konvergal.

Ezt a konvergencia fogalmat a jelen cikk szerzdje késébb tjra felfedezte (lasd
[3]-at a Forrasmunkak jegyzékében), és nem ismerve Hardy cikkét, ezt a konver-
gencia fogalmat ekvivalens feltételekkel definialta és ,megszoritott értelemben vett
konvergencianak” nevezte el (angolul: convergence in a restricted sense). Ez utobbi
konvergencia fogalom definicidja a kovetkezs. Akkor mondjuk, hogy a (2.4) kett&s
sor a megszoritott értelemben konvergdl, ha minden pozitiv € szdmhoz meg tudunk
adni egy az e-t0l fliggs ko = ko(e) természetes szamot tgy, hogy

M N
(3.1) ‘ZZ(L]-,;C‘<€, ha M >m>0; N>n>0é max{m,n} > ko.

j=m k=n

Ez az altalunk bevezetett konvergencia fogalom lényegében Cauchy-tipusi belsd
konvergenciakritérium, hiszen az ellenérzéséhez nincs sziikség a kettds sor s 6sszegé-
nek az ismeretére. Erdemes megjegyezni, hogy a (2.4) kettds sor Pringsheim szerinti
konvergenciajabol csak a (2.12) egyenl6tlenség kovetkezik. A (2.12) és (3.1) egyen-
l6tlenségek kozott az a lényeges kiilonbség, hogy a szébanforgd Z;‘im Zszn ajk
kettGs Osszeg (m,n) alsé indexeire (2.12)-ben a ,,min”, mig (3.1)-ben a ,max” sze-
repel.

Fentebb méar emlitettiik, hogy a Hardy &ltal bevezetett regularis konvergencia
fogalom és a jelen cikk szerzGje altal bevezetett tin. megszoritott értelemben vett
konvergencia fogalom ekvivalens. Ezt bizonyitjuk a kovetkezs tételben.

2. Tétel. A (2.4) kettds sor akkor és csak akkor konvergdl reguldrisan, ha a meg-
szoritott értelemben konvergdl.

Bizonyitas. ElSszor azt tegyiik fel, hogy a (2.4) kett8s sor regularisan konvergal.
Egyrészt, ekkor (2.4) Pringsheim szerint konvergal. Igy minden pozitiv € szamhoz
meg tudunk adni egy ng(e/4) természetes szamot gy, hogy (2.12) fennall. Mas-
részt, a (2.4) kettds sor mindegyik vizszintes és fiiggSleges részsora is konvergal.
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Tekintsiik a (2.10)-beli vizszintes részsorokat j = 0,1,2,..., u, — 1 értékekre. Mi-
vel ezek mindegyike konvergal és mivel véges sok konvergens sor egyenletesen is
konvergal, ezért minden pozitiv € szdmhoz meg tudjuk adni az ¢; = ¢1(¢) termé-
szetes szamot gy, hogy

N
(3.2) ‘Zaj,k‘<e, ha j=0,1,... e —16s N>n> 0.
k=n

Ezutan tekintsiik a (2.1)-beli fiiggsleges részsorokat k = 0,1, 2, ..., u.—1 értékekre.
Hasonlé meggondolassal belatjuk, hogy minden pozitiv € szdimhoz meg tudjuk adni
az Uy = l9(e) természetes szamot gy, hogy

M
(3.3) ‘Zaj,k‘q, ha k=0,1,2,... 1y — 165 M >m > by,

j=m

Ha a (2.12) és a most kapott (3.2) és (3.3) egyenlGtlenségeket Osszevetjik, az
5. Abran feltiintetett modon, akkor azt kapjuk, hogy

M N
‘ZZ(L]-,;C‘<€, haM>m>0, N>n>0
j=m k=n

és max{m,n} > max{u.(c/3),¢1(g/3),€2(c/3)} =: Ko(e).

A most nyert egyenl6tlenség megegyezik (3.1)-gyel. Tehat a (2.4) kettds sor a
megszoritott értelemben is konvergal.

e R GIGRGRE I LR
[ E— [ \
. |
! i
: i
[T e it LR EE LR SRl EEEEEEE -
! i
i i
e A - .
: P !
0 : o :
O ,UJ* El m M

5. Abra.
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Masodszor azt bizonyitjuk, hogy ha a (2.4) kettds sor a megszoritott értelemben
konvergal, akkor regularisan is konvergal. A 6. Abran jol lathato, hogy (3.1)-bsl
mindkét esetben egybdl kdvetkezik, hogy

[Smn — Sma,na| < €, ha min{m,n,my,n1} > ko(e/2) =: vp(e).

Ez az egyenl6tlenség pedig egybeesik (2.9)-cel. Tehat a (2.4) kettds sor Pringsheim
szerint is konvergens.

ni1 n
n1

n

(73] —— I Vo b——m— i
i i
i i
i i
i i
| |
vy mq m Yo mq m

6. Abra.

Ha pedig (3.1)-ben m = M és ezt a kozos értéket j-vel jeloljik, akkor a (3.1)-beli
egyenl6tlenség a kovetkezd alaki lesz:

N
‘Zaj,k‘<€v ha N >n>#koés j=0,1,2,...,
k=n

ahol € tetsz6leges pozitiv szam lehet. Tehat a (2.10)-beli vizszintes részsorok mind-
egyikére teljesiil a Cauchy-féle bels§ konvergenciakritérium; igy ezek mindegyike
konvergens. A (2.11)-beli fiiggéleges részsorok konvergenciajat hasonlé modon lat-
hatjuk be. Ezzel bebizonyitottuk, hogy ha a (2.4) kettds sor a megszoritott érte-
lemben konvergal, akkor regularisan is konvergal.

A tovabbiakban a most bizonyitott 2. Tétel alapjan nem tesziink kiilénbséget a
Hardy altal bevezetett regularis konvergencia és az altalunk bevezetett ,megszori-
tott értelemben vett konvergencia” kozott, és ezentul csak a requldris konvergencia
megnevezést fogjuk hasznalni.

Az egyszeres sorokhoz hasonloan, a (2.4) kettSs sort akkor nevezziik abszolit
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konvergensnek, ha a tagjainak abszolut értékébdl képzett

(34) > ol

7=0 k=0

sor konvergens akar Pringsheim szerint, akar regularisan; mivel allando elGjeld so-
rokra ez a két konvergencia fogalom egybeesik. Ezt a kézenfekvé allitast bizonyitjuk
a kovetkezd tételben, ahol Sy, ,-nel jeloljiik (3.4) téglalap alaku részletosszegeit.

3. Tétel. A (3.4) kettds sor akkor és csak akkor konvergdl akdr Pringsheim szerint,
akdr reguldrisan, ha a négyzet alaki

(3.5) Sm.,m ::zm:zm:mj,kh m=0,1,2,...;

§=0 k=0

részletisszegek egyszeres sorozata felilrdl korldatos. Ekkor a (3.4) kettds sor S dssze-
ge a (3.5) sorozat szuprémuma. Képletben megfogalmazva:

3.6 a; k| =S, ahol S := sup |Sy.m|.
(3:6) >3 sl up 15y

7=0 k=0

Bizonyitas. Sziikségesség. Tegyiik fel, hogy (3.4) Pringsheim szerint konvergal va-
lamely S > 0 Gsszeghez. Alkalmazzuk a (2.6) definiciot az m = n és e := 1 esetben.
Ekkor kapjuk, hogy

Sm,m = (Sm,m - S) +S < |Sm,m - S| +S5<1+ S, ha m > /.Lo(l).

Mivel a (3.5)-ben definialt (S, ) egyszeres sorozat monoton néve, ezért az elsbb
kapott egyenl6tlenség szerint feliilrsl korlatos, ahogyan ezt a 3. Tételben allitottuk.

Elegenddség. Most azt tessziik fel, hogy a négyzet alaku részletosszegek (Si,,m)
sorozata korlatos, és jeloljiik S-sel ezeknek a szuprémumét. Jol ismert, hogy az S
szuprémumot az alabbi két tulajdonsaga jellemzi: egyrészt

(3.7) S <8, m=0,1,2,...;

maésrészt, minden pozitiv € szdmhoz meg tudunk adni egy az e-tol figgd my, =
m1 (e) természetes szamot gy, hogy

(38) S7rL1,7rL1 >S5 e

Ezen két egyenl6tlenségbdl mar kovetkezni fog, hogy a (3.4) kettds sor regula-
risan konvergal, és ezért Pringsheim szerint is konvergal. Allitasunk bizonyitéasat
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a 7. Abran szemléltetjiik. Adott e > 0 esetén tekintsiik az abran azt a négyzetet,
amelynek cstcsai a

(3'9) (0,0), (mlao)v (mlaml)v (Oaml)

pontokban vannak, ahol m; a (3.8) egyenlStlenségben fordul els. Ezutan vegyiink
fel tetszélegesen egy téglalapot, amelynek nincs kozos pontja az el6bb definialt
négyzettel, az oldalai parhuzamosak a koordindtatengelyekkel, és amelynek cstics-
pontjai az

(3.10) (m,n), (M,n), (M,N), (m,N)

pontokban vannak. Végiil vegyiink még fel egy olyan nagyobb négyzetet is, amely-
nek balalso csicspontja az origd, és amely mind a (3.9) csticspontokkal rendelkezs
négyzetet, mind a (3.10) csicspontokkal rendelkezs téglalapot teljesen a belsejében
tartalmazza. Ezen négyzet csicspontjai legyenek

(0,0), (m2,0), (m2,m2), (0,m2).

ma
Nbeooo oo
mi
n ---------------- - 1 1
mi m M mo
7. Abra.

Mivel a (3.4) kettds sor tagjai nemnegativok, ezért (3.7)-bdl és (3.8)-bol kovet-
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kezik, hogy

M N
Z Z |aj7k| < sz,mz - Sml,ml <S5- (S - 6) =5

j=m k=n

ha M >m >0, N>n>0é max{m,n} > m;.

Tekintve, hogy itt £ > 0 tetsz6leges, ez a (3.4) kettds sor regularis konvergenciajat
bizonyitja.

Nyilvanvalo, hogy a (3.4) kettGs sor tetszéleges téglalap alaka S, , részlet-
Osszege sem lehet nagyobb, mint a négyzet alak Shax{m,n},max{m,n} részletossze-
ge; tovabba minden négyzet egyben téglalap is. Ezek kdvetkeztében nyilvanvald,

hogy

sup Sp,n = sup Spm,m =: S.
m,n>0 m>0

Ebbél és (3.8)-bol pedig kovetkezik, hogy
|Smn =S =85—=Smn<S—5Sm m <S—(S—¢)=e¢, ha min(m,n) > my.

Mivel € > 0 tetszSleges, ezzel azt is belattuk, hogy ha a (3.4) kett8s sor négyzet
alapu részletOsszegeinek sorozata korlatos, a (3.4) kettGs sor Osszege ezen sorozat
S szuprémuma, amint ezt (3.6)-ban allitottuk. Ezzel a 3. Tétel bizonyitasat befe-
jeztiik.

A kovetkezs allitas a 3. Tétel alapjan nyilvanvalo. Ha a (2.4) kettds sor tagjai
nemnegativ valos szamok, kivéve esetleg véges sok tagot, akkor (2.4) Pringsheim
szerinti konvergenciaja ekvivalens annak abszolut konvergenciajaval, és kovetkezés-
képpen annak regularis konvergenciajaval is. Allitasunk akkor is igaz, ha a (2.4)
kett6s sor tagjai nempozitiv szamok, kivéve esetleg véges sok tagot.

Osszefoglalva, az eddigiekbdl nyilvanvalo, hogy ha a (2.4) kettds sor abszolt
konvergens, akkor regularisan is konvergens, hiszen (3.1) fennallasa tetszdleges € >
0 esetén trivialisan kovetkezik a (3.4) kettds sor konvergenciajabol. Tovabba, a
(2.4) kettds sor reguléaris konvergenciajabol egybdl kovetkezik a Pringsheim szerinti
konvergenciaja. Viszont a forditott kovetkeztetés egyik esetben sem igaz. Van olyan
(2.4) kettds sor, amely Pringsheim szerint konvergal, de regularisan nem konvergal;
és van olyan kettds sor is, amely regulérisan konvergal, de nem abszolut konvergens.

Végiil attériink a kettGs sorozatok regularis konvergencidjanak értelmezésére,
amelyet a kettSs sorok regularis konvergencidjanak (3.1)-ben adott definiciojabol
vezetlink le. Ezen célbol definialjuk a Vi és Vg visszafelé tarto differenciaopera-
torokat (v6. (1.9)-cel). Tetszbleges (ajx : 4,k = 0,1,2,...) kett8s sorozat esetén
legyen

Viajr =ajr —aj_1k € Vaajk = ajr — ajk_1
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azzal a megéllapodéssal, hogy
(311) AG_1,k =0aj,-1 =0-1,-1 = 0, j,k:O,l,Z,....

Tehat V1 az (a; 1) kettds sorozat elsé indexére, mig Vo a masodik indexére vonat-
kozik. Ezek egyiittes alkalmazéasaval kapjuk, hogy

ViVaajr = Vi(Vaa; i) = Vi(ajr — ajr—1) =

=ajk— Gj—1,k — k-1 +0j—1 k-1, J,k=0,1,2,....

Tekintstiik a — e
DDA
=0 k=0

kettss sort. Egyszert szamoléassal kapjuk, hogy ezen kettds sor téglalap alaku
részletOsszege megegyezik a kiindul6 kettds sorozat megfelels tagjaval:

m m

n
Sm,n = g ViVaaj i = E Viajn = Gmp, m,n=0,1,2,....
=0 k=0 =0

Hasonloképpen adodik az is, hogy

M N
SM,N — Sm—1,N — SMyn—1 + Sm—1,n—1 = § § ViVaa, i =
j=m k=n
M N M
=3 Vi(>_ Vaajx) = > Vi(ajn — ajn-1) =
j=m k=n j=m

=aMN — Om—1,N — OM,n—1 + Gm—-1,n—-1, M >m >0, N >n > 0;

ami teljes dsszhangban van (2.12)-vel. A kovetkezd definicionkat éppen ez az Ossze-
fiiggés motivalja. Akkor mondjuk, hogy az (a; ) kettds sorozat reguldrisan konver-
gdl, ha tetszoleges pozitiv € szamhoz meg tudunk adni egy az e-tol figgd Mg = Ao ()
természetes szamot ugy, hogy

larm,N — Gm—1,N — M -1+ Gm—1n-1] <&,

(3.12)
ha M >m >0, N >n >0 é max{m,n} > Ao,

a (3.11) megallapodas figyelembevételével.

A kettds sorok esetéhez hasonléan bizonyithatjuk be, hogy ha az (ajx) ket-
t6s sorozat regularisan konvergal, akkor Pringsheim szerint is konvergal; tovabba,
minden rogzitett £ = 0,1,2,... értékre az (a;x : 7 = 0,1,2,...) egyszeres sorozat
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is konvergal; és minden régzitett j = 0,1,2,... értékre az (a;x : £ = 0,1,2,...)
egyszeres sorozat is konvergal.

Ugyancsak a kettds sorok abszolit konvergencidjanak definiciojaval dsszhang-
ban akkor mondjuk, hogy az (a; ) kettds sorozat abszolit konvergens, ha

(3.13) i

Jj=0

o0 o0
IViVaajul =Y ) lajke —aj-1k — ajr1+aj-1 k1] < 00,
0 =0 k=0

hE

E
Il

a (3.11) megallapodas figyelembevételével.

Nyilvanvalo, hogy ha az (a; ) kettSs sorozat abszolut konvergens, akkor regu-
larisan is konvergens, hiszen (3.12) fennallasa tetsz6leges € > 0 esetén trividlisan
kovetkezik (3.13)-bol. Tovabba, az (ajx) regularis konvergenciajabol egybél ko-
vetkezik a Pringsheim szerinti konvergenciaja is. Viszont a forditott kovetkeztetés
egyik esetben sem igaz. Van olyan (a; ) kettSs sorozat, amely Pringsheim sze-
rint konvergal, de regularisan nem konvergal; és van olyan kettds sorozat is, amely
regularisan konvergal, de nem abszolut konvergens.

4. Regularisan konvergens kettGs sorok szukcessziv Gsszegzése

Jol ismert, hogy ha a (2.4) kett&s sor abszolut konvergens, akkor Gsszegét az an.
szukcessziv 0sszegzéssel (angolul: successive summation) is megkaphatjuk. Ezen
a kettSs sor vizszintes és fligg6leges sorainak egymast kovets Osszegzéseit értjiik,
képletben:

(4.1) Z ( aj,k) = Z (Zaj,k) = Zza]’,k =:s,
j=0 k=0 k=0 j=0 7=0 k=0

ahol s a kettds sor Pringsheim Osszege.

Azt alabbi 4. Tételben azt bizonyitjuk, hogy szukcessziv Osszegzéssel még azon
kettds sorok Osszegét is megkaphatjuk, amelyek csak regularisan (de nem abszolut)
konvergensek.

4. Tétel. Ha a (2.4) kettds sor reguldrisan konvergdl, akkor a (4.1) dsszefiiggés
fenndll.

A (4.1) képletet ugy is felfoghatjuk, mint a Lebesgue szerint integralhato kétval-
tozoés fliggvények integralasdnak kiszamitésara vonatkozo Fubini tétel (1asd példaul
a Forrasmunkék [6] konyvében) diszkrét vdltozatdt.

A bizonyitas el6tt még azt jegyezziik meg, hogy azon kettds sorok esetében, ame-
lyek csak Pringsheim szerint (de nem regularisan) konvergensek, a (4.1) dsszefiiggés
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mar csak azért sem allhat fenn altalaban, mivel a Pringsheim szerinti konvergencia
nem feltétleniil biztositja az adott kettGs sor vizszintes és fiiggsleges részsorainak
a kozonséges értelemben vett konvergenciajat (lasd a 3. Példat a 2. Részben).

A 4. Tétel bizonyitasa. Feltevésiink szerint a (2.4) kettds sor regularisan konver-
gal. Ezért Pringsheim szerint is konvergél, és mindegyik vizszintes és fiiggéleges
részsora is konvergens. Jeloljiik s-sel a (2.4) kettds sor Gsszegét és jeloljiik vj-vel a
j-edik vizszintes részsoranak (v.6. (2.10)-zel) az Gsszegét; képletben:

[ee] (oo} oo
(4.2) ZZajJﬁ:s és Zaj7k:vj, i=0,1,2,....
7=0 k=0 k=0

A regularis konvergenciat definialéd (3.1) egyenlStlenséget az m = 0 és M :=m
alakban felirva latjuk, hogy

m
‘Zz%k‘<s, ha N>n>kyg é m=0,1,2,....
7=0 k=n

Ebbdl az N — oo hataratmenettel kapjuk, hogy

(4.3) ‘ZZaj,k‘ge, ha n>ky é m=0,1,2,....
:() k=n

A (4.2)-beli masodik egyenlStlenséget atirhatjuk a

(4.4) > oajk=v;—Y ajr jn=012..

k=n+1 k=0

alakba. Az adott kettss sor téglalap alaku részletosszegét sy, ,-nel jeldlve, (4.3)-bol
és (4.4)-bol kapjuk, hogy

Ha a most nyert egyenlGtlenséget dsszevetjiik a (2.6)-beli egyenlétlenséggel, akkor
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a haromszog egyenlGtlenség alkalmazésaval az alabbi egyenl&tlenséghez jutunk:

m m
‘Zvj fs‘ = ‘(Zvj —sm’n) + (Smn —9)| <
Jj=0 Jj=0
m

§‘§ Vj — Sm,n

Jj=0

+ Sm.n — 8| <,

ha min{m,n} > max{uo(e/2), ko(c/2)}.

Mivel itt € > 0 tetsz6leges szam lehet, ezzel az els6 egyenlGtlenség fennallasat
(4.1)-ben bebizonyitottuk.

A (4.1)-beli masodik egyenl@ség fennallasat hasonlé moédon bizonyithatjuk be.
Ennek végiggondolasat az olvasora bizzuk.

A kovetkezd tételben a 4. Tétel megfelelgjét fogalmazzuk meg a regularisan
konvergens (a;j i : j, k =0,1,2,...) kettSs sorozatokra.

5. Tétel. Ha az (a; 1) kettds sorozat requldrisan konvergdl, akkor annak az a hatdr-
értékét gy is megkaphatjuk, hogy eldszér meghatdrozzuk az (ajr : k =0,1,2,...)
egyszeres sorozatok {; hatdrértékeit, majd ezutdn meghatdrozzuk az igy kapott
(¢; - j=0,1,2,...) egyszeres sorozat hatdrértékét, amely a-val egyezik meg. Ha-
sonld dllitas érvényes akkor is, ha a j és k indexek szerepét felcseréljiik. Képletben
megfogalmazva:

(4.5) lim (lim aj%) = lim (lim a;%) = lim a;r = a.

j—o0 k—oo k—oo j—o0 j,k—oc0

Bizonyitas. A (4.5) Osszefliggés fennallasat a mar bizonyitott (4.1) Osszefiiggésre
vezetjiik vissza a 3. részben bevezetett Vi és Vs differenciaoperatorok és az azokra

megallapitott Osszefliggések segitségével. A részletek végiggondolasit az olvaséra
bizzuk.

Az 5. Tétel trivialis korollariumaként adodik, hogy ha az (a; ) kettSs sorozat
abszolut konvergal, akkor arra a (4.5) Osszefiiggés fennall.

Befejez6 megjegyzés. Bar dolgozatunk teljes terjedelmében csak valos szamok-
bol allé kozonséges sorozatok és sorok, kettds sorok és sorozatok konvergenciajaval
kapcsolatos kérdéseket vizsgaltunk, de mindhéarom konvergencia fogalom valtoz-
tatas nélkiil alkalmazhaté komplex szamokbol alloé kézonséges sorozatok és sorok,
kettds sorok és sorozatok esetében is. A dolgozatunkban kimondott és bizonyitott
6t tétel mindegyike bizonyitasaval egyiitt érvényes marad akkor is, ha a sorozatok
és sorok tagjai nem valés, hanem komplex szamok.
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