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A transzfinit atmérd

ToTiKk VILMOS™*

1923-ban, egy szamelméleti problémaéaval kapcsolatban vezette be Fekete Mihaly
[2] a transzfinit 4tmérs fogalmat, amely kés6bb maés teriileteken (analizis, geomet-
ria) is alkalmazéasra talalt, és maig jelentGséggel bir. Dolgozatunkban ezt a magyar
Salalményt” ismertetjiik roviden. Az érdekldds olvaso a dolgozat végén szerepls
feladatokon keresztiil behatobban is megismerkedhet a témaval, illetve az [1], [5] és
[9] konyvekben tovabbi részleteket talalhat.

Fekete Mihaly Zentan sziiletett 1886-ban. 1909-ben Budapesten doktoralt, ez-
utan Gottingaban tanult, majd Budapesten egyetemen, ill. kiilénb6z6 kozépisko-
lakban tanitott, tobbek kozott a fiatal Neumann Janossal is foglalkozott. 1928-ban
emigralt, és a jeruzsdlemi Hebrew egyetem (ma a vilag egyik vezets egyeteme)
egyik els6 matematikaprofesszora, kés6bb a matematikai intézet vezetsje, az egye-
tem dékanja, majd rektora lett. ElsSsorban komplex fliggvénytannal és approxi-
macioelmélettel foglalkozott. Jeruzsalemben halt meg 1958-ban.

1. A transzfinit atmérd

Legyen K egy korlatos és zart halmaz a térben, és jelolje d(P, Q) két térbeli pont
tavolsagat. Egy adott n természetes szamra n olyan pontot szeretnénk vélaszta-
ni K-bol, amelyek a lehets legtavolabb vannak egyméstol abban az értelemben,
hogy a tavolsaguk szorzata a lehets legnagyobb, tehat maximalizalni szeretnénk
a H#j d(P;, P;) szorzatot azon feltétel mellett, hogy a P,..., P, pontok mind
K-beliek. Legyen 6, (K) a fenti szorzatok maximuma (megmutathato, hogy a ma-
ximum felvétetik):

(1) 6n(K)=max{ [ d(P,P)|P,....PaeK
1<i#j<n

*A dolgozat a European Research Council Advanced Grant No. 267055 tamogataséaval késziilt.
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Ha Py,..., P, € K extremalis, azaz a P;-k kozotti tavolsagok szorzata d,, (K'), akkor
a Py,..., P, pontokat Fekete-pontoknak nevezziik (pontosabban, {Pi,..., P,} egy
n ponttu Fekete-pontrendszert alkot). Ilyen extremadlis rendszer tobb is lehet (pl.
kor vagy gomb esetén).

Ha Pi,..., P,y tetszdleges (n + 1) darab K-beli pont, és kihagyjuk a k-adik
pontot (valamely 1 < k < n+ 1-ra), akkor egy olyan n elem K-beli pontrendszert
kapunk, amelyre az Gsszes tavolsag szorzata legfeljebb 6, (K), azaz

11 d(P;, P)) < 6,(K).
1<i#j<n+1, i,j#k

Szorozzuk Ossze az igy kapott egyenlStlenségeket & = 1,2,...,n + 1-re! Egy
d(P;, P;) tavolsag a bal oldalon (n — 1)-szer fog szerepelni, ezért

n—1
I dr.p) < 6 (K™
1<i#j<n+1
Ha itt most a bal oldal maximuméat vessziik minden P, ..., P41 € K esetére,
(2) On1 (K)" 7 < 0 (K™

adodik. Mivel a d,,(K)-t definialé (1) szorzatban n(n—1) tényezs szerepel, célszertd
dp-et ugy normalni, hogy az n(n — 1)-edik gyokét vessziik. (2) szerint

5n+1(K)1/n(n+1) < 5n(K)1/n(n—1)7

azaz a {0, (K)Y/™"=D} nemnegativ sorozat csokken, ezért létezik hatarértéke, amit
§(K)-val jeloliink:

(3) §(K) = lim 4, (K)Y/n=1,
n—oo
0(K)-t a K halmaz transzfinit atmérdjének nevezziik.

Halmazok transzfinit atméréjének meghatarozasa messze nem trivialis feladat,
és altalaban még nehezebb egy adott n-re d,(K) értékének kiszamitasa. Példaul
gémbre 6, (K) értéke nem ismert semmilyen n > 5 esetén. A dolgozat 3. és 4.
részeiben megadjuk korok/korlapok, illetve szakaszok transzfinit atmérgjét.

Bar a fenti definiciot a térben mondtuk ki (tulajdonképpen akarhany dimenzios
térben kimondhato), a transzfinit &tmérg jelentGsége sikbeli halmazokra mutatko-
zik, igy a tovabbiakban mindig sikbeli halmazokkal fogunk foglalkozni. A sikot
tekinthetjitk a komplex siknak, és P; helyett z-t, d(P;, P;) helyett |z; — z;|-t fo-
gunk irni, tehat ekkor a transzfinit dtmérében szerepls szorzat a [ [, <4<, [2i — 2
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alakot oOlti, ahol z1, ..., z, € K. Konnyen lathato, hogy ez még a

2

IT 1= -2l

1<i<j<n

alakban is irhato.

2. Polinomok diszkrimansa és algebrai szamok

Fekete a transzfinit Atmérst Schur [7] alabb részletezendd szamelmeéleti probléméaja-
val kapcsolatban vezette be. Hogy a gondolatmenetét megértsiik, el§szor polinomok
diszkriminansérol kell beszélniink.

A mar kozépiskolaban bevezetett terminolégia szerint az ax? 4 bx + ¢ polinom
(vagy az ax® + bz + ¢ = 0 egyenlet) diszkriminénsa b? — 4ac. Ez mutatja meg, hogy
a polinom zérushelyei egyszeresek-e: e polinom két zérushelye pontosan akkor esik

egybe, ha a diszkriminénsa 0.
Magasabb fokt P,(r) = ana™ + ap_12" "t + -+ + ag, a, # 0, polinomoknal
is van hasonl6 fogalom: P, diszkriminansa, D(Py) az aldbbi determinans értéke

osztva (—1)""=1/2q, el
an an—1 an—2 te a al ap 0 R 0
0 an An—1 Ap—29 ceeag al ag 0o --- 0
0 0 an An-—1 an—2 an—3 ceeoa1 ap
nan (n —Dan—1 (n—2)an—2 e as a1 0 0 e 0
0 nan (n—1apn-1 (n—2)ap—2 -+ a2 al 0 0o --- 0
0 e 0 0 nan (n—1ap—1 (n—2)apn—2 --- a1

Ebben a (2n —1) x (2n — 1) mérett determinansban az els6 n — 1 sort ugy kapjuk,
hogy az i-edik sorban a polinom egyiitthatéi allnak ¢ — 1 egységgel jobbra tolva
(minden mas elem 0), mig az utolsé n sor képzése hasonlo, csak oda a polinom
derivaltjanak egyiitthatoit irjuk. Vegyiik észre, hogy a determinans elsé oszlopabol
kiemelhet§ az a, szam, ezért ha a polinom egyiitthatoi egész szamok, akkor a
diszkriminéns egész szam. Ezt az aldbbiakban lényegesen fel fogjuk hasznalni.

Igazolhato, hogy ha z1,..., z, a polinom zérushelyei, akkor
D(P,) = (=1)"" =D 2ain 2 T (=i - 2),
i#]

amibdl azonnal kovetkezik, hogy a polinomnak akkor és csakis akkor van t6bbszords
zérushelye, ha a diszkriminansa 0.
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Egész egyititthatés polinomok zérushelyeit nevezziik algebrai szamoknak. Ha
« algebrai, akkor van egy legkisebb fokszamu egész egyiitthatos P, (z) = a,z™ +
Ap_12" 1 + -+ ag, a, # 0, polinom, amelyre P,(a) = 0. Ha feltessziik, hogy
an > 0, és P, egylitthatéinak 1 a legnagyobb k6zos osztoja, akkor P, egyértelmten
meghatéarozott, ezt nevezziik az o minimalpolinomjanak. A P, fokszamét nevez-
ziik az « szam fokanak, és P, zérushelyeit nevezziik az a algebrai konjugaltjainak.
Pl. minden « = b/a racionalis szam (ahol a és b relativ primek) algebrai, és a
legkisebb foki polinom amelynek « zérushelye nyilvan ax — b. Itt az a fGegyiittha-
t6 az a nevezdje, és ennek analégidjara, ha az a algebrai szam minimalpolinomja

P,(z) = ana™ + - - -, akkor nevezziik a,-et az o nevezgjének. Az 1 nevezdji algeb-
rai szamokat algebrai egészeknek hivjuk (ezeknél tehat a minimalpolinomban 1 a
féegytitthato).

Méarmost Fekete az alabbi problémat vizsgéalta: ha adott egy K korlatos zart
halmaz a sikon, és egy a természetes szam, akkor hany olyan (akarhanyadfoka) a
nevez$ji algebrai szam van K-ban, amelynek sszes konjugaltja is K-ba tartozik.
Fekete tétele szerint ha a halmaz transzfinit atmérGje egynél kisebb, akkor csak
véges sok ilyen algebrai szamot tartalmazhat (korabban ezt Schur egynél kisebb
atmerdji korlapra, illetve 4-nél révidebb szakaszra igazolta). Ezt igazolando, els-
szOr is jegyezziik meg, hogy egy adott fokszamra K biztosan csak véges sok ilyen
algebrai szamot tartalmaz (1d. a 8. feladatot a dolgozat végén). Ha tehat végtelen
sok fenti tulajdonsiggal rendelkezs algebrai szam van K-ban, akkor azok fokszama
a végtelenhez tart. Legyen « egy ilyen K-beli algebrai szam, és P,(z) = az™ + - --
a minimalpolinomja. Koénnyen lathato, hogy P,-nek nem lehet t6bbszoros zérus-
helye (ugyanis akkor P, és P/ legnagyobb kozos oszoja nem konstans, igy P,-et
azzal leosztva egy olyan egész egyiitthatés polinomot kaphatnénk, amely eltinik
a-ban, és n-nél kisebb fokszamu). Tehat P, diszkriminansa D(P,) egész szam és
nem nulla, ezért |D(P,)| > 1. Ha 21,---,2, a P, zérushelyei (mind K-beliek a
feltevés szerint), akkor az el§bbi relacio azt mondja, hogy

a®n 2 H |zi — 2| > 1.
i#]

Tehat 6, (K) definicija alapjan &, (K) > 1/a?"~2, és igy
§(K) = lim 6, (K)Y"™=Y > lim 1/a®/™ =1,

n—oo n—oo

ami ellentmond a feltételnek, hogy §(K) < 1.

Jegyezziik még meg, hogy a Schur-Fekete-probléma 1-nél nagyobb transzfinit
atmérgji halmazokra meglehetdsen nehéz. Fekete és Szegd [3] igazoltdk, hogy ha
egy halmaz a belsejében tartalmaz egy 1-nél nagyobb transzfinit &tmérsjd, a szam-
egyenesre szimmetrikus zart halmazt, akkor végtelen sok algebrai egészet tartalmaz
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amelyeknek minden konjugaltja is a halmazban van. Robinson [6] pedig azt mu-
tatta meg, hogy ugyanez igaz a szamegyenes barmely 1-nél nagyobb transzfinit

atmér6ji halmazéra.

3. Korék transzfinit atmérgje

Legyen C az origd kozéppontiu egységsugara kor. €7 transzfinit dtmérsjét két
modon is ki fogjuk szamitani, az egyik teljesen elemi, a masik viszont azt is adni
fogja, hogy nemcsak C; transzifnit atmérdje 1, de ugyanez igaz az egységkorlap
transzfinit atmérdjére is (bar ez elemi megfontolassal is konnyen lathato).

Az els6 modszer a [4] dolgozat gondolatmenetét koveti. Legyen 21, 29,..., 2, €
C1 egy n pontu Fekete-pontrendszer a Cy-re vonatkozoan, amelyre tehat

Sn(C)V? = [ Iz — 2l

1<i<j<n

maximalis. Nyilvanvalo, hogy ezen pontrenszer tetszdleges elforgatottja is Fekete-
pontrendszer, ezért feltehetjiikk, hogy z3 = 1, és hogy a z1,z292,...,2, pontok a
koron az éramutatd jardsaval ellenkezs irdnyban kévetik egymast. Legyen az 1z;
har kézépponti szoge 2a;. Ekkor ap = 0, a; € [0,7), és a 225, i < j, har hossza
2sin(a; — ;). Tehat

5 (C)Y/2 = H |zi — 2| = HQsin(aj — ).
1<i<j<n i<j

Megmutatjuk, hogy nincs mas n ponti Fekete-rendszer amelynek egyik pontja
1. Valbéban, tegyiik fel, hogy 27, ...,z egy masik Fekete-rendszer amelyre 2 =1
és a 27,...,z, pontok az éramutato jarasaval ellenkezd iranyban kovetik egymast.
Legyen az 127 hir kézépponti szoge 23;, amivel tehat 81 =0, 3; € [0,7), és

Sa(C)V? = [ lef =251 =[] 2sin(8; - 8:).

1<i<j<n 1<J

Az utobbi két szorzat-formulat 6sszeszorozva kapjuk, hogy

0n(Ch) = H 22 sin(o; — o) sin(B; — 5;).

i<j
Most felhasznaljuk, hogy ha «, 8 € [0, 7], akkor

a+p
2 b

(1 — cos(a + B)) = sin?

N =

sinasin § = % (cos(av — B) — cos(a+ B)) <
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és itt egyenlGség csak az a = ( esetben allhat fenn. Tehat

2
. a; + B o+ B . a;i+8; o+ 6
57L(01)SH2281I12( j2 J _ 12 z): HQSIH( J2 J 12 T 7
1<J i<j
és egyenlGség csak az o = B, j = 1,2,...,n esetben all fenn. De ez azt jelenti,

hogy ha Z; € C az a pont az egységkoron, amelyre az 17; hur kézépponti szoge
(aj + B5)/2, akkor Zy =1 és

(4) ()< 1] 12— 7,

1<i<j<n

hacsak nem «; = 3; minden j-re. De (4) lehetetlen a 6,,(C4) definicidja miatt, igy
a; = 3; kell, hogy legyen minden j-re, ami adja az egyértelmtiséget.

Az egyértelmiiségbdl kovetkezik, hogy z1, ..., 2z, egy szabalyos n-szdg cstcsait
alkotjak. Valoban, ha a {z1,...,2,} pontrendszert elforgatjuk «; szoggel az ora-

mutato jarasaval megegyezd irdnyban, akkor a 25 elforgatottja keriil az 1 pontba, és
mivel az olyan Fekete-rendszerek egyértelmtiek, amelyek tartalmazzéik az 1 pontot,
azt kapjuk, hogy ezzel az elforgatassal a z1,...,z, rendszer 6nmagaba megy at,
ami igazolja, hogy ezek a pontok egy szabalyos n-szog csucsait alkotjak.

Most mar kénnyen kiszamolhatjuk a d,,(Cy) mennyiséget, hiszen az nem mas,
mint az egységkorbe irt szabalyos n-szog at161 hosszanak szorzata (a sokszog oldalait
is atlonak nevezve). Ha a szabalyos n-szog csucsai a z1,...,2, pontok mint az
elébb, akkor ezek az n-edik egységgyOkok, azaz a z™ = 1 egyenlet megoldasai. Az
1 pontbdl kiindulé 4tlok hosszanak szorzata

II === I a-=2)

2<j<n 2<j<n

és vegylik észre, hogy z; = 1 miatt a jobb oldalon a H1<j<n (z—zj) = 2" —1 polinom
derivaltjanak az 1 helyen felvett értéke szerepel, tehat a jobb oldal pontosan n.
Persze ugyanez lesz barmely mas pontbdl hiizott atlok hosszanak szorzatara is, igy

62 (Ch) =[] I2i = 2| = n™
i#]
Ha itt most n(n — 1)-edik gyokot vonunk és n-et tartatjuk a végtelenbe, akkor azt

kapjuk, hogy

5(01) = nlggo 5n(Cl)1/n(n71) = lim nl/nfl -1,

n—oo
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azaz az egységkor transzfinit AtmérGje 1. Ebbdl nagyitassal azonnal adodik, hogy
egy R sugaru kor transzfinit atmérGje R.

A masodik megoldasban célszerti Ci-re ugy tekinteni, mint azon komplex sza-
mok halmazara, amelyek abszolut értéke 1: C; = {z | |z| = 1}. A kovetkezSkben
Polya Gyorgy gondolatmenetével fogjuk kiszdmolni C; transzfinit atmérgjét. Ismét
elegendd azt igazoljuk, hogy 0,(C1) = n™.

Tekintsiik a 21, ..., 2, n-edik egységgyokoket, amelyek tehat a 2™ = 1 egyenlet
megoldasai. Az el6z6 megoldés utolso részében kiszamoltuk, hogy

H|ZZ —zj| =n",

i#j
tehat §,,(C1) is legalabb ennyi: 6,,(C1) > n™.
A forditott iranyu egyenlGtlenség igazolasahoz legyenek z1, ..., z, € C; tetsz6-

legesek. A J[;_,(2i — z;) szorzat a

1 2z 22 P

2o 22 zg_l
(5) :
1 :

1 oz, 22 Pl

Vandermonde-determinans értéke. Hadamard determinadnsokra vonatkozd egyen-
I6tlensége azt mondja ki, hogy ha A = |a;|[}';_; tetszdleges (komplex) szdmokhbol
all6 determinéns, akkor az értéke abszolut értékben legfeljebb akkora, mint a sora-
iban 4ll6 vektorok hosszénak szorzata:

Mivel minden z;-re és k-ra |2F| = 1, azt kapjuk, hogy a fenti determindnsban a
sorvektorok hossza /n:

és igy az eddigiekbdl
[1Gi=2)| < (V)"
j<i

adodik. A bal oldal négyzetének maximuma d,(C), amivel kapjuk, hogy 6,(Cy) <

n".
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Ezzel ismét igazoltuk, hogy
0n(Cy) =n™.
Ha D a zart egységkorlap, akkor ugyanez a bizonyitas adja, hogy
0n(D1) = 6,(C1) =n",

csak annyit kell moédositani, hogy z1, ..., 2z, € D1 esetén

A fentiek mutatjak, hogy az n-edik egységgyokok egy n elemd Fekete-halmazt
alkotnak (azaz rajuk [, 2 |z; — z;| maximalis), és tulajdonképpen csak ez az egye-
diili extremalis halmaz, nevezetesen ha [], 2 |zi — z;| maximalis, akkor z1,..., 2,
egy, az egységkorbe irt szabalyos n-szog csucsait adjak.

Igazoltuk tehat, hogy egy R sugara kor vagy korlap transzfinit atmérdje R. Ez
specialis esete az ellipszisnek: ha K ellipszis, amelynek féltengelyeinek hossza a és
b, akkor §(K) = (a + b)/2.

4. Szakaszok transzfinit atmérgje

A [-1,1] szakaszra a 6, értékét Stieltjes hatarozta meg 1885-ben (egy mas kérdés
kapesan). Tétele szerint

22.33...nn.22.33...(71*2)”*2
3355...(2n — 3)2n—3 ’

(6) 6n([_171]) =

és egy adott n-re a Fekete-pontok egyértelmiien meghatéarozottak, azaz minden n-
re csak egyetlen extreméalis ponthalmaz van, amelyre [, 4 |z; — z;| maximalis. Ezt
ugy kapjuk meg, hogy az n — 2 fokszamu an. (1,1) paraméterd Jacobi polinom
zérushelyeihez hozzavessziik a £1 pontokat. Az (1, 1) paramétert Jacobi polinomok
azok a pi(z) = z¥ +---, k =0,1,... polinomok, amelyekre igaz, hogy

/_1pk($)pl(x)(1 —2%)dr =0

ha k& # [. Konnyd megmutatni, hogy ez a feltétel egyértelmiien definidlja a py
polinomokat.
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Hogy a transzfinit Atmérét meghatarozhassuk, vegyiik észre, hogy (6)-bol ko-

vetkezik, hogy
(ALY _ ()
n—1([=1,1]) (2n — 3)2n=3 4
ami alapjan egyszert megfontolassal kaphato (1d. a 13. feladatot a dolgozat végén),

hogy

1

_ T _ 1/n(n—-1) _ =

5((-1.1)) = lim 5,([~1,1]) 3
Ebbdl végiil nagyitassal adodik, hogy egy tetszoleges [ hosszu szakasz transzfinit

atmeérdje /4.

5. A Csebisev-szam

P. L. Csebisev orosz matematikus az 1860-as években egy mechanikai feladat so-
ran jutott el a kdvetkezs probléméhoz: mennyire jol lehet a [—1, 1] intervallumon
megkozeliteni az 3 fiiggvényt legfeljebb masodfoki polinomokkal? Mindjart teljes
altalanossagban megoldotta kérdést: egy tetszSleges n természetes szamra mi az z™
lehetds legjobb megkozelitése kisebb fokszamu polinomokkal? Ha P, 1 tetszéleges
polinom, akkor az z™ vele valé kozelitésének hibéjat

(7) 2" = Po1 ()| (-1,11

méri, ahol barmely K korlatos zart halmazra
£l = Ilf (@)l = max|f(z)]

az un. maximum normaja egy f folytonos fiiggvénynek. Csebisev probléméaja
tehat az, hogy minimalizaljuk a (7) norméat az osszes P,_1 legfeljebb (n—1)-ed foku
polinomra. Ha P,_; befutja a legfeljebb (n—1)-ed foku polinomok halmazat, akkor
a™ — P,_1(x) befutja az Gsszes 1 f6egyiitthatojia n-ed foka polinomok halmazat, igy
Csebisev feladata igy frhat6: mi az [|2" 4 - - [|[~1,;) minimuma ha a minimumot az
Osszes 1 f6egyiitthatdju n-ed foka polinomra vessziik? Csebisev azt igazolta, hogy
ez a minimum 27" és az ezt elérd polinom a cos(arccosz)/2" "1 tn. Csebisev
polinom (Id. a 16. feladatot).
A Csebisev-problémat barmely sikbeli K halmazra megfogalmazhatjuk: mi a

tn(K) =min|[z" 4+ - ||k

értéke, ahol a minimumot az 6sszes, 1 f6egytitthatoja, n-ed foku polinomra vessziik.
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Ha T,(z) = 2™ + --- egy extremaélis polinom, amelyre tehat a |7, | x nor-
ma minimalis — ezt K Csebisev polinomjanak is nevezik —, akkor vilagos, hogy
T ()T (2) = 2"t™ + ... normdja legalabb t, 1, (K). Masrészrdl | T, Tk <
Tl 5 | Tl 5 Ty kapjuk, hogy tp g (K) < tp(K )ty (K). Tehat az a, = logt, (K)
sorozat teljesiti az aptm < an + ap, tulajdonsagot, amibél elemien levezethetd (1d.
a 14. feladatot), hogy az {a,/n} sorozat konvergal (vagy egy valos szamhoz, vagy
—oo-hez). Tehat {t,(K)'"} konvergens sorozat, és ha a hatarértékét t(K)-val
jeloljiik, akkor ez a t(K) a K halmaz tn. Csebisev-szama:
®) ) = Tim 1, (K)"/".

Maéarmost Fekete egy szép tétele szerint a transzfinit &tmérs és a Csebisev-szam
ugyanaz barmely sikbeli korlatos és zart K halmazra:

9) tK) = 6(K).

Hogy ezt igazoljuk, legyenek z1, ..., z, € K Fekete-pontok egy adott n-re, ame-
lyekre tehat a [ [, ,; |2z: — 25| szorzat maximalis, értéke 6, (K). Ha 2 € K egy tovabbi
K-beli pont, akkor a z, z1, . .., 2z, egy (n+1) elemi rendszer K-bol, amelyre a pon-
tok tavolsaganak szorzata a 21, ..., z, valasztasa miatt 0, (K)|z — z1]% - -+ |2 — 2%,
és ez a 0p4+1(K) definicioja miatt legfeljebb d,41(K). Az adddik, hogy barmely
z € K-ra

Sn+1(K)
]2 s |2 < St
|z — 21 |z — zp]° < o ()
azaz a Pn(z) = (2 — z1) - (2 — z,) polinom K-n vett norméaja legfeljebb
(611 (K)/8,(K))Y/2. Ezért
57L+1(K)1/2
1 LK) < St
(10) tn(K) < =5 7

Egy forditott irdnyt egyenlstlenséghez legyen Ty, _1(2) = 2" L+ ap_22" "2+
ap a K (n — 1)-ed foku Csebisev polinomja, amelyre tehéat |7, —1 ||k minimalis, és
legyenek z1, ..., z,, Fekete-pontok K-bol. Az (5) Vandermonde-determinansban, ha
az i-edik oszlop a;-szeresét hozzaadjuk az utolsé oszlophoz, akkor az utols6 oszlop
elemei a T),_1(z;) szamok lesznek, azaz

1 = z%

1/2 o 1 z9 2,’2 . ) o
dn(K)/* = (5) abszolut értéke = . ) abszolut értéke.
1 . . .. :

1 oz, 22 ... Tho1(zn)
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Ha itt a jobb oldali determinést kifejtjiikk az utols6 oszlopa szerint, és figyelembe
vessziik, hogy a T;,—1(z;) egylitthatojaként felléps aldeterminansok abszolut értéke
mind < 6,_1(K)"? a §,_1(K) definicioja szerint, és még azt is, hogy viszont
|Tr-1(25)| < tn—1(K) minden j-re, azt kapjuk, hogy

(11) S (K)Y? <ty 1 (K)0p_1(K)Y2.
(10) és (11) szerint

1/2n
tn(K)l/n < 5n+1(K)

< S < (D E)

Itt mind a bal, mind a jobb oldal ¢(K)-hoz konvergél ha n a végtelebne tart, ezért
a kozépso tag is oda kell, hogy tartson, azaz a (8,11(K)/6,(K))"/™ sorozat limesze
t(K)?. Ebbdl egyszerti analizis adja (Id. a 13. feladatot), hogy 6, (K)Y/™»=1 —
t(K), és mivel a bal oldal hatarértéke masrészrél §(K), a (9) formula adodik.

6. A logaritmikus kapacitas

Legyen K ismét egy korlatos zart halmaz a sikon. Tekintsiink K-ra mint vezetére:
valamely K-ra tett egységnyi t6ltés szabadon mozoghat a K-n beliil. Végiil a toltés
egyensilyba keriil (nincs mar toltésmozgas K részei kozott), és ezt az egyensilyi
allapotot az jellemzi, hogy ekkor a toltés eloszlasa olyan, hogy a bels6 energiaja
minimalis. Matematikailag ha w az egyensiilyi toltéseloszlas, akkor ez az w mini-

malizélja az
1
= //log = t|dw(z)dw(t)

energiat. Ha I(K) a minimdlis energia, akkor a K logaritmikus kapacitasat,

cap(K)-t, a cap(K) = e~ !5) formula definialja. Igazolhato, hogy ez ismét meg-
egyezik a transzfinit AtmérGvel, ami nem nagyon meglepd, hiszen log1/4,(K) a

Z log

i£j 172‘7|

mennyiség minimuma 21, ..., 2, € K-ra, ami a fenti energia diszkrét valtozatanak
tekinthetd.
Kimondhatjuk tehat az alabbi tételt:

Tétel. Bdrmely sikbeli K korldtos zdrt halmazra a transzfinit dtmérd, a Csebisev-
szam €s a logaritmikus kapacitds ugyanaz:
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7. Robin-konstans, konform-sugar

A komplex sik valamely tartoméanyan értelmezett differencialhaté (komplex értékii)
fliggvényeket analitikusnak nevezziik. Analitikus fiiggvény minden pontja koril a
pont valamely kérnyezetében konvergens hatvanysorba fejthets. Egy ilyen f fligg-
vényt konform leképezésnek hivunk, ha rdadasul még 1-1 értelmi is (kovetkezés-
képpen a derivaltja sehol sem 0). A matematika egyik legszebb tétele Riemann
konform leképezés-tétele: ha Gy és G két egyszeresen Osszefiiggs, az egész siktol
kol6nboz6 sikbeli tartomany, akkor van egy konform megfeleltetés G és G kozott.
Itt az egyszeres OsszefiiggGség azt jelenti, hogy pl. G1-ben nincsenek "lyukak": bar-
mely G1-ben haladé zart gérbe folytonosan 6sszehizhatd egy pontra mindig G-ben
haladva.

Legyen most K egy egynél tobb pontot tartalmazo 6sszefiiggs korlatos és zart
halmaz a sikon. Ekkor K komplementere a komplex sik végtelen tavoli pontjaval
egylitt egyszeresen osszefiiggének tekinthets: barmely C\ K-beli zart gorbe foly-
tonos transzformécioval kivihets a végtelenbe anélkiil, hogy C \ K-t elhagynank.
Mivel ugyanez igaz a D; egységkorlap kiilsejére is, a Riemann-tétel miatt van egy
¢ konform leképezés C\ K-rol C\ D;-re. ¢ minden pont koriil, igy a végtelen tavoli
pont koriil is hatvanysorba fejthets. A végtelen tavoli pont koriili hatvanysora

a_ a_
go(z):'yz+ao+71+z—22+'“

alaku, és itt az egyenlGség fennall a végtelen tavoli pont egy kornyezetében, azaz
valamilyen M-re fennall minden |z| > M szamra. A v = v(K) szamot a K halmaz
Robin-konstansanak nevezik, és R(K) = 1/v(K) az un. konform-sugéar:

olyan konform leképezés, amely C\ K-t az origo koriili R(K) sugart kor kiilsejére
képezi le, és amelyben a végtelen pont koriili sorfejtés f6tagja z (ez az R(K) sugar
egyértelmiien meghatarozott).

Maéarmost kideriil, hogy a konform-sugar is megegyezik a transzfinit dtmérdével,
azaz Osszefiiggé halmazokra fennall, hogy

§(K)=t(K)=cap(K)=R(K) = —=

Ez a formula az egyik leghatékonyabb eszkoz a transzfinit 4tmérs kiszamolasara.
Pl. a ®(z) = z+ 1/z un. Zsukovszkij leképezés leképezi az egységkor kiilsejét a
[—2, 2] szakasz kiilsejére, ezért az inverze ®~! fogja a C\ [—2,2] halmazt leképezni
az egységkor kiilsejére. Mivel ®(z)-ben a végtlen koriil a f6tag z, ugyancsak z lesz
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a fétag ®~'-ben. Tehat [—2, 2] konform sugara 1, ezért a transzfinit Atmérsje is 1.
Ebbgl nagyitassal kapjuk, hogy [ hosszu szakasz transzfinit atmérGje [/4.

8. Feladatok

Igazoljuk az alabbi allitdsokat.

1. 6,(K) akkor és csakis akkor 0, ha K-nak n-nél kevesebb pontja van. Speci-
alisan adodik, hogy véges halmaz transzfinit améréje 0. Altalanosabban: ha egy
halmazhoz hozzéatesziink véges sok pontot, akkor a transzfinit &tmérd nem valtozik.

2. Ha K a 0 pontbol és egy 0-hoz konvergald sorozatbol all, akkor a transzfinit
atmérgje 0.

3. Ha K; C K>, akkor §(K7) < 0(K>), ill. ha egy K halmazt A-szoroséra nagyitunk
vagy kicsinyitiink, akkor a transzfinit atmérdje A-szorosara valtozik.

4. Ha K sikbeli és z1,..., 2z, Fekete-pontok K-ban, akkor egyik z; sem lehet K
belsejében.

5. Ha H : K — V olyan raképezés, amely két pont téavolsagat soha nem néveli,
akkor §(V) < §(K).

6. Ha K egy | Atmérdji osszefiiggs zart halmaz, akkor §(K) > /4. (Utmutatas:
vetitsiik K-t egy olyan szakaszra, amelynek két végpontja K-ban van, és a lehetd
legtavolabb vannak egyméastol.)

7. Ha K egy [ hosszu (sima) gorbe, akkor a transzfinit atmérgje legfeljebb /4.
(Utmutatés: hasznaljuk az 5. feladatot egy, az ivhossz segitségével megadott leké-
pezésre egy [ hosszu szakaszra.)

8. Ha K tetszdleges kompakt halmaz és n egy adott természetes szam, akkor K csak
véges sok olyan n-ed foku algebrai szamot tartalmaz, amelynek minden algebrai
konjugaltja is K-ban van. (Utmutatas: hasznaljuk fel a gyokok és egyiitthatok
kozotti Osszefiiggéseket).

9. Ha M tetsz6leges adott szam, akkor van olyan 0 transzfinit &tmérdji K halmaz,
hogy K tartalmaz legalabb M db. olyan algebrai egész szamot, amelyek minden
konjugaltja is K-ban van. (Utmutatas: alljon K az Nl-adik egységgyokokbsl vala-
milyen nagy N-re.)

10. Mutassunk olyan 1 transzfinit 4tmérgji zart K halmazt, amelyik végtelen
sok olyan algebrai egészet tartalmaz, amelyeknek minden algebrai konjugaltja is a
halmazban van. (Utmutatés: tekintsiik az egységgyokoket az egységkoron. )
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11. Egy 0 transzfinit &tmérsjid halmaz tartalmazhat végtelen sok olyan algebrai
szamot, amelyek minden konjugéltja is K-ban van (ekkor tehat nincs a nevezdre
feltevés mint Fekete tételében.)

12. Ha K az egységkor vagy az egységkorlap, akkor ¢,(K) = 1 minden K-ra.

13. Ha egy pozitiv tagi {a,} sorozatra igaz, hogy (a,/an_1)"/" — L, akkor

a%/n(nfl) — L, amint n — oo.

14. Ha egy {a,} sorozatra a,im < a, + an, igaz, akkor {a,/n} konvergal, és a
hatarértéke az a,,/n szamok infimuma.

15. Ha P, (z) = 2™ + - - - egy 1 fGegyiitthatoja n-ed foka polinom, akkor || P, | x >
S(K)™.

16. a. cos(arccosz) (x € [—1,1]) egy n-ed foku polinom, amelynek fGegyiittha-
toja 271 (Utmutatas: hasznaljuk a 2cos(nu)cosu = cos(n + 1)u + cos(n — 1)u
azonossagot, és alkalmazzunk indukeiot.)

b. cos(arccosx)/2" "1 a [—1,1] intervallumon (n + 1)-szer veszi fel a +1/27~1
értékeket valtakozo elGjellel.

c. tn([=1,1]) = 1/2"~L. (Utmutatas: ha lenne olyan P, (x) = 2™+ - polinom,
amelynek normaja 1/2"~1-nél kisebb, akkor a b. rész szerint a cos(arccosz)/2" ! —
P, (z) kiilonbségnek legalabb n zérushelye lenne, ami lehetetlen, hiszen ez legfeljebb
n — 1-ed foka nem azonosan 0 polinom.)
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