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Atnyargaltuk az életet. Es megfogtuk a macskdt!
Dsida Jend

Feketemacska. Bar a jelenkor jogaszai kozott aligha akad Fermat-hoz hasonlo
zsenilis matematikus, a helyzet mégsem teljesen reménytelen. A mi figyelmiin-
ket ugyanis Toth Kéaroly jogtudos baratunk hivta fel arra a diszkrét matematikai
jatékra, amelyet eredeti nevét megmagyarositva itt feketemacskdnak neveziink. A
vilaghélon 2007 6ta taldlhato a

http://www.gamedesign.jp/flash /chatnoir /chatnoir.swf
webcimen. Alkotéja Taro Ito neves japan jatéktervezs.

¥

Az abran a szamitogépilinkon jatszhato jaték egy tipikus kezdGallasat latjuk: hat-
szogracs lapjain tizenegy sorban elhelyezett 121 kor alkotja a palyat. Véletlenszeri
moédon néhany kor (tapasztalat szerint legalabb kettd és legfeljebb 14) sotét, a tob-
bi vilagos. A ko6zépss kor, vagyis a hatodik sorban a hatodik kor vilagos, és rajta
egy Macska iil. A jatékos (,a Gazda”) és a Macska felvaltva lépnek, a Gazda kezd.
A Gazda lépése abban all, hogy tetszéleges vilagos korre — kivéve azt, amelyen a
Macska éppen tartozkodik — rakattintva azt elfoglalja, azaz besotétiti. A Macska
barmely szomszédos vilagos korbe léphet, és Taro Ito programja szerint mozog. A

A cimért koszonet illeti Orkény Istvant; lasd [11].



62 Csdkdny Béla, Juhdsz Rozdlia

palyéat ezutan tdbldnak, a koroket mezdéknek fogjuk nevezni. A besotétitett mezét
a tovabbiakban G-mezdnek mondjuk. A Gazda nyer, ha sikeriil megfognia, vagyis
G-mezokkel koriilvennie a Macskat; a Macska nyer, ha sikeriil megszdknie, azaz
kijutnia a tabla szélén 1évé barmelyik mezére. (Az ilyen széls6 mezdk szama 40.
Koziiliik kettére a Macska sohasem juthat el. Melyekre?) Lépni — amig lehetséges
— kotelezs. Ezért a jaték nem végzddhet dontetlen eredménnyel.

Néhany jatszmat lejatszva megfigyelhetjiik, hogy ha a kezdgallasban sok G-
mezd van, a Macska rendszerint megfoghat6. Taro Ito algoritmusa szerint 1épked-
ve a Macska nem mindig ismeri fel a nyerés lehetGségét, igy gyakran olyankor is
megfoghato, ha a kezdgallasban kevés s6tét kor van. Miel6tt hozzalatnank a mate-
matikdhoz, megemlitjiik, hogy 2010-ben megjelent a feketemacska mozgalmasabb
valtozata — ugyancsak Taro Ito mihelyébdl — Trap the Tiger, azaz Csapdéaba a tig-
rist néven. Ehhez csak akkor kezdjiink, ha van legalabb félora szabadidénk. A Trap
the Tiger kezdetén véletlenszertien 30 G-mez§ van a tablan, s ha a Gazda megfogja
a Macskat helyettesits Kistigrist (vagyis ,teljesiti a tablat”), @j tabla jelenik meg,
amelyen mar eggyel kevesebb a G-mezdk szdma, és igy tovabb, amig csak a Kistig-
ris meg nem szokik. A tablak teljesitéséért pontokat kapunk; a jaték célja minél
tobb pont szerzése. A pontszam attol fiigg, hogy az aktualis feladat kezdetén hany
G-mez6 van és a tabla teljesitéséhez hany 1épés kellett. (Egy-két jatszma lejatszéasa
utén az egyszeri kétvaltozos fiiggvény meghatéarozasa nem nehéz feladat.)

Hany lépés elény kell a macskafogashoz? A kezddallas sotét koreit ugy is felfog-
hatjuk, hogy a Gazda iires palyan kezdte a jatékot, de néhany lépés elényt kapott.
A szamitogépes jatékban ezeket a lépéseket is Taro Ito programja adja meg, sza-
bélytalanul, ezzel biztositva, hogy a jaték ne valjék érdektelenné. Ha azonban az
elényt a Gazda hasznalhatna £6l, altala megkonnyithetné a Macska megfogasat. Ot
lépés eldénnyel trivialis modon meg is foghatna, masképpen fogalmazva: van olyan
0t G-mez6t tartalmazo kezddallas, amelybdl indulva a Gazda megfogja a Macs-
kat. Természetes a kovetkezd kérdés: mi a legkisebb n, amelyre létezik olyan n
szami G-mezdt tartalmazo kezdddllds, amelybdl indulva a Gazda meg tudja fogni a
Macskdt? Ennek vizsgalatahoz célszert elkészitenlink papiron a jaték tablajat. A
Macska mindenkori helyét és a sotét mezdket kiilonb6z6 szind korongokkal (pl. Go
jaték koveivel”, de akar a haztartasbol kikeriil§ egyforma kerek apro targyakkal is)
jelezhetjiik. Aki nem akar ezzel bajlodni, hasznalja a
http://www.math.u-szeged.hu/FMacska,/

webcimen elérhetd (feketemacska-jatékprogramot nem tartalmazo) gyakorlotablat,
amelyet Makay Géza kollégank készitett. (A tabla mezdi itt Taro Ito korei helyett
az azokat tartalmazo racshatszogek. Igy a tabla a Hex jaték tablajara emlékeztet;
lasd [5], 109-113. old.) Ezutan a feketemacska jatékot papiron vagy képernyén
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tetszGlegesen elhelyezett sotét mezGkkel indithatjuk, és mind a Macska, mind a
Gazda lépéseit mi hatarozzuk meg. A tovabbiakban révidség kedvéért G és M
fogja jelolni a Gazdat, illetve a Macskat.

Kérdésiinkre a valasz: n = 3. Kifejtve:

1. Van hdrom olyan mezd, hogy ha ezek a kezddallisban G-mezdk, M nem tud
megszokni.

2. Ha a kezdddllasban legfeljebb két G-mezd van, M meg tud szdkni.

Az M meg tud szokni” allitas részletesebben azt jelenti, hogy ,,G barhogy is pro-
bélja megakadalyozni, M meg tud szdkni”. A diszkrét jatékokra vonatkozo szokasos
terminologiat hasznéalva ([5], 19-23. old.) a 2. allitas igy hangzik: Ha a kezdgal-
lasban legfeljebb két G-mezs van, M-nek létezik nyerd stratégiaja. Az 1. allitas
pedig: Van harom olyan mezd, hogy ha ezek a kezdgallasban G-mezdk, G-nek van
nyeré stratégiaja.

A bizonyitashoz elnevezéseket vezetiink be a tébla (vagyis a mezok halmaza)
egyes részhalmazaira és a jaték bizonyos lépés-sorozataira. Beszélni fogunk a tabla
sorairdl: egy vizszintes és két ferde sort latunk az a) dbran. A vizszintes sort
réviden v-sornak, a jobbra haladva emelkedé ferde sort e-sornak, a jobbra haladva
siillyedd ferde sort s-sornak mondjuk.

5
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A mezdket egész szamparokkal koordinatazzuk; a tabla k6zépss mezgjét (roviden:
a kozéppontot) jelolje a (0,0) szampéar. A b) abra mutatja, hogy az egyes s-sorokban
mi az ottani mezdket jel6ls szamparok elsé komponense, és az egyes v-sorokban mi
a benniik 16v6 mezdket jel6ls szamparok masodik komponense. (Ugy gondolhatunk
ezekre a koordinatakra, mintha ferdeszogi koordinatarendszert vezettiink volna be,
amelyben a kozépponton dtmend v-sor és s-sor az x ill. y tengelynek felel meg.)
Vegyiik észre, hogy minden e-sorban az (a, b) mez6 komponenseinek a—b kiilonbsége
ugyanaz a szam, és ott minden mez8 mindkét koordinataja eggyel-eggyel nagyobb,
mint als6 szomszédjaé. Makay Géza gyakorlotablajan a mezdk koordinatai is fel
vannak tiintetve.

A sorokat a kovetkezSképpen jeloljiik: (i,—) az a v-sor, amelyben a mezsk
méasodik komponense i; (j,1) az az e-sor, amelyben a mezék komponenseinek kii-
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lonbsége j; (k,{) pedig az az s-sor, amelyben a mezdk els6 komponense k. Példak:
a tabla (7,5) jobb fels sarkaba befuté e-sort (2,7), a tabla (-3,5) bal felsG sarokme-
z8jét (mint egyetlen mez6bol 4llo e-sort) (—8,1) jeloli. Az ezt a mez6t tartalmazo
s-sor jele (—3,]).

Két azonos allasu szomszédos sor egyesitését 2-sdvnak nevezziik. Beszéliink
3-savrdl is; ez harom azonos allast szomszédos sor egyesitése, amelyek kozil a
kozéppontot csak szélsé sor tartalmazhatja. Hasonlé modon értelmezhets az n-sdv
n < 6-ra. Nem szorul magyarazatra a vizszintes sdv és a ferde sdv fogalma. A
kozéppontot tartalmazé v-sort a tabla kdzépvonaldnak nevezziik. A tabla alsd (ill.
felsd) részén a kozépvonal alatti (ill. f6l6tti) 5-savot értjiik. Természetes modon
értelmezhetjiik a tabla bal és jobb oldaldt; egyikhez sem tartoznak sem a kézéppont,
sem az alatta és folotte levs (-2,-4), (-1,-2), (1,2), (2,4) mezdk. Két mezd tdvolsdga
k, ha egyikbdl a maésikba el lehet jutni k& szamu macskalépéssel, de kevesebbel
nem (pl. a szomszédos mezdk tavolsdga 1, a tabla két atellenes sarokmezGjének
tavolsaga 15.) Mezs és sor tdvolsdgdn a mezs és a sor hozza legkozelebbi mezdje
tavolsagat értjiik. Savnak a tabla kozépsé mezdjéhez legkozelebbi sorat a sdv belsd,
legtévolabbi sorat a sav kilsd sordnak nevezziik. Ha n > 2, beszélhetiink az n-sdv
kiilsG 2-sdvjdrol — ez a kiilsG sor és a savban mellette levs sor egyesitése. Altalaban,
ha k < n, ehhez hasonléan értelmezhetjik az n-sdv kiilsd k-sdvjdat, valamint a belsd
k-sdvokat. Azt mondjuk, hogy M dttér a savon, ha a sav bels6 sorarol eljut a kiilsé
sorara. Azokat a mezdket, amelyek nem tartoznak valamely sorhoz vagy savhoz
és belSliik macskalépésekkel a kdzéppontba eljutni csak a sorhoz, illetve a savhoz
tartozo mezd(ko)n at lehet, a soron ill. a sdvon kivili mezéknek nevezzik.

Amikor M soron kovetkezs lépésével egy 2-sav belsé soranak két szomszédos
mezGje koziil barmelyiket el tudna foglalni, akkor a sav kiilsé sordban téle 2 tavol-
sagra lev6 harom mezd koziil a kozépss szemben van vele. Ha ezt G elfoglalja, akkor
szembedll M-mel azon a mezén. Ha ekkor M a sav bels6 sordaban 1év§ valamelyik
mezére 1ép, G a sav kiilsg sora alkalmas mezGjének elfoglalasaval megakadalyozhat-
ja, hogy M attorjon. Ilyenkor azonban M a sav belsé soraban valamelyik iranyban
megindulhat a tabla széle felé. Tegyiik 6], hogy abban az irdnyban a savban nincs
G-mezd. Ha G tovabbra sem engedi, hogy M attoérjon, akkor M a sav belsé soraban
haladhat — oldaloghat — a tabla széle felé. Ha azt el is éri és ilyen modon megszo-
kik, azt mondjuk: eloldalog. Ha azonban M haladési irdnyaban van legalabb egy
G-mez6 a savban, akkor M haladasi irdanyanak 60°-os megvaltoztatasara kénysze-
ril. Ezutan M egy masik 2-sav bels6 soraban oldalog tovabb, s ha G nem engedi,
hogy ezen a sévon attdrjon, akkor ezen a savon fog eloldalogni (hacsak ebben a
savban nincs G-mezs; és igy tovabb).

Az 1. allitas igazolasaban segit az aldbbi abra. Ezen pontokkal jeloltiik meg
azokat a mezdket, amelyek tavolsaga a centrumtol 3.
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Ha a jaték kezdetén 3 G-mez6 van, mire a tabla széle felé tarté Macska harmadik
lépésével valamelyik ponttal megjeldlt mezdre 1ép, mar 6 G-mezd van a tablan, és
ebben az allasban ismét G 1ép. Legyen kezdéskor az abran csillaggal megjel6lt 6 me-
76 koziil 3 G-mezd6. Els6 harom 1épésével G a tobbi csillagos mez6t foglalja el, majd
kovetkezd 1épésével szembedll M-mel azon a mezén, amelyet az abran az M altal
éppen elfoglalt pontozott mezdével vonal kot Gssze. Ezutan M barmerre is probal el-
oldalogni, mindig csillagos mez8hoz jut el, amelynél kénytelen iranyt valtoztatni, és
a tablat végiil koriiljarva sehol sem jut ki a szélére. Ha M nem prébalkozik azonnal
az eloldalgéssal (vagyis nem lép azonnal a vele szemben levd G-mez6 mellé), hanem
egy masik szomszédos mezét foglal el, akkor G ismét szembeall vele azon a mezén,
amelyet M 1j helyével vonal kot 6ssze, és igy tovabb. Ha M hdromnal t6bb lépéssel
jut el@szor a pontozott mezdk valamelyikére, akkor ezalatt G az Osszes csillagos
mez8k mellett tovabbi mezd(ke)t is elfoglal, amivel a macskafogas feladatat nem
neheziti. (Két csillagos mezd athelyezésével a csillagos mezdk szabalyos hatszoget
alkotnanak. Miért nem ezt a ,szebb megoldast” valasztottuk?)

Az 1. allitas bizonyitasidban G mindig megakadélyozta, hogy a tabla szélén levs
vagy sarkahoz kozeli sdvon M attoérjon. A 2. &llitas bizonyitasidhoz meg kell majd
vizsgalnunk, mi torténhet, ha G nem akadalyozza meg, hogy egy 2-sav belss soraban
haladé M attorjon, abban bizva, hogy a savon kiviil még meg tudja gatolni, hogy
M megszokjék. Azt sejtjiik, hogy ha a savon kiviil kevés s6tét mezs van, tovabba a
sav vizszintes és elég kozel van a tabla (also vagy felsd) széléhez, vagy a sav ferde
és elég kozel van a tabla valamelyik sarkdhoz, akkor M meg tud szokni. Hasznalni
fogjuk a kovetkezs észrevételeket.

1. észrevétel. Legyen 2 < n < 5. Ha M valamely n-sdv belsé sordban van, M lép,
€s a sdvban legfeljebb 5—n G-mezd van, akkor G akdrhogyan is prébdlja akaddlyozni,
M vagy dttor, vagy eloldalog a sdvban.

Az n = 2 esetben ezt kozvetleniil ellendrizhetjiik, n > 3-ra pedig indukcioval
lathatjuk be. Ha n = 3, a két G-mezd lehet a sav kozépss soraban M szomszédja;
ekkor M nem léphet a sav kiviilr6l mésodik soraba, de barmelyik irAnyban elol-
daloghat. FEttsl az esettdl eltekintve, ha n > 3, M els6 lépésével a sav kiviilrsl
n — l-edik soraba léphet, és az indukcio-feltevés alkalmazhato.
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Ezt az észrevételt kiegészithetjiik:

1*. észrevétel. Ha M valamely n-sdv belsd sordban van, M lép, és a sdvban ponto-
san 6 —n G-mezd van, G csak akkor tudja megakaddlyozni, hogy M dttérjon, vagy
eloldalogjon a sdvban, ha

(n = 2) a kiilsé sorban van két M-mel szomszédos G-mezd, és M-tdl jobbra is,
balra is van legaldbb egy-eqy tovdbbi G-mezd a sdvban;

(n = 3) a kilsd sorban M-mel szemben G-mezd van, és a sdv kilsd 2-sdujdban
M-tdl jobbra is, balra is van G-mezd M-tél legaldbb 2 tavolsdgra;

(n = 4)) a sdv kilsé 2-squjaban M-tél jobbra is, balra is van G-mezd M-tdl
legaldbb 3 tdvolsdgra;

(n=05) a sdv kiilsé 2-sdvjaban van G-mezdé M-tdl legaldbb 4 tdvolsdgra.

Az 1*. észrevétel hosszadalmas, de egyszerti végiggondolasat elhagyjuk.

2. észrevétel. Ha M a kézéppontban van, M lép, és a tdbla alsé részén nincs G-
mezd, akkor G bdrmilyen lépésekkel is probdlja akaddlyozni, M vagy megszikhet a
tabla also részén, vagy oldaloghat a (—4,1), (=5,]) s-sorok valamelyikén.

A megadott soron val6 oldalgas lehet&sége itt és a kovetkezd észrevételekben
természetesen csak a tabla alsé részén biztositott, hiszen a kdzépvonalon és a tabla
fels6 részén 1év6 G-mezdk az oldalgas irdnyat megvaltoztathatjak. A bizonyitast
kimerit6 részletezés helyett (amely cikkiinket valamely sakk-konyv fejezetéhez ten-
né hasonlova) egy tipikus lépéssorozattal szemléltetjiik. A lépésparok elss tagja
mindig M lépése, a masodik a G altal elfoglalt mezs. Zardjelben indokoljuk G
lépését.

1. (-1,-1) — (-5,-4) (az 1*. észrevételnek a tabla also részére alkalmazott
(n = 5) esete miatt)

2. (2:2)~ (35) (1%, (n =4))
3. (3-3)— (45) (1%, (n=3))
4. (-4,-3) — (-5,-3)  (kiilonben M lép (-5,-3)-ra)
5. (-4,-2) (az oldalgas kezdete).

A 2. allitas bizonyitasadhoz fel fogjuk hasznalni, hogy ugyanilyen feltevések
mellett M a tabla jobboldalan is oldaloghat (ami hasonloan lathaté be):

2%, észrevétel. Ha M a kozéppontban van, M lép, és a tdbla alsé Tészén mincs
G-mezd, akkor G bdrmilyen lépésekkel is probdlja akaddlyozni, M vagy megszékhet
a tdbla alsd részén, vagy oldaloghat a (4,1) e-soron.

M akkor is oldaloghat a tabla bal vagy jobb szélén (sziikség szerint), ha a tabla
also szélén van ugyan egy G-mez6, de az nem a legals6 sorban van:
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3. észrevétel. Ha M a kozéppontban van, M lép, és a tdbla alsé részén egyetlen
G-mezd van, mégpedig az alsé 1ész belsd 4-sdvjdban, akkor G bdarmilyen lépésekkel
is probdlja akaddlyozni, M vagy megszokhet a tdbla also részén, vagy oldaloghat a
(=3,1), (=4,1), (=5,]) s-sorok valamelyikén.

Ezt két tipikus lépéssorozattal vilagitjuk meg. ElSszor legyen az egyetlen G-
mezd (-1,-2).
1. (-1,-1) — (-5,-4) ((-2,-2) utan M lefelé eloldalogna)
2. (-2,-2) — (-3,-5) (1*,, (n=4))

3. (-3,-3) és igy tovabb.
Ha az egyetlen G-mez6 (-4,-4),

1. (-1,-1) = (-2,-4) (1*., (n =4))

2. (-2,-2) = (-3,-4) (1*., (n =13))

3. (-3,-2) — (-5,-3) (1*,, (n=13))

4. (-4,-2) (és oldalog a (—4,]) soron).
Hasonléan lathato be a

3*. észrevétel. Ha M a kiézéppontban van, M lép, és a tdbla alsé részén egyetlen
G-mezd van, mégpedig az alsé rész belsd 4-sdavjdban, akkor G bdrmilyen lépésekkel
is probalja akaddlyozni, M vagy meg tud székni a tdbla alsé részén, vagy oldaloghat
a (3,1), (4,1) e-sorok valamelyikén.

Abban az esetben, amikor az egyetlen G-mezé a tabla legals6 soraban van, csak
a kovetkez§ tényre lesz sziikségiink:

4. észrevétel. Ha M a kézéppontban van, M lép, és a tdbla alsd részén egyetlen G-
mezd van, mégpedig a (—1,—5),(—2,—5),(—=3,=5),(—4, —5) mezdk egyike, akkor
G bdrmilyen lépésekkel is prébdlja akaddlyozni, M vagy meg tud szokni a tdbla alsé
részén, vagy oldaloghat a (—=3,]), (—4,1), (=5,4) (3,1), (4,1) sorok valamelyikén.

Egy példa, amelyben (—3, —5) az egyetlen G-mez6:
1. (-1,-1) — (-5,-4) (valamelyik oldalra lépni kell)
2. (-1,-2) = (0, -4) (1*., (n =4))
3. (-1,-3) — (-2.-5) (1*,, (n=13))
4. ( 0,-3) (és oldalog a (3,7) soron).
Az 1. allitas bizonyitasat kovetGen megfogalmazott sejtést pontositja az

5. észrevétel. Hao M a (—3,—), (—4,1) , (—4,71), (3,—=), (4,1) vagy (4,71) sor
egyik mezdjére lép, abban a sorban M-t6l valamelyik irdnyban nincsenek G-mezdk,
€s azon a soron kivil legfeljebb eqy G-mezd van, akkor M meg tud székni.
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Ez kénnyen végiggondolhatd, azokra a savokra alkalmazva az 1. észrevételt,
amelyek bels§ soran M 4ll; tovabba nyilvanvaloan érvényes a tabla megfelels sar-
kahoz ill. széléhez még kozelebb levs sorokra is.

Ratériink a 2. allitas bizonyitasara. Jelolje k,a, f a Gazda els§ lépése utéani
allasban a tabla kozépvonalan, alsé részén, ill. fels6 részén levé G-mezdk szamat.

Elgszor legyen k = 3. Akkor a = 0. Tegyiik fel, hogy a tabla bal oldalan
legfeljebb egy G-mez6 van. A 2. észrevétel szerint M vagy megszokik a tabla
also felén, vagy eloldalog a (—4,)), (—5,]) s-sorok valamelyikén, kivéve, ha ott
G-mez6hoz ér. Akkor iranyat 60°-kal megvaltoztatja, de ezutan mar bizonyosan
eloldalog, mert oldalgéas kozben a tabla bal oldalan marad, tehat tovabbi G-mez&hoz
mar nem érhet. Ugyanigy latjuk be a 2*. észrevétel alapjan, hogy M akkor is meg
tud szokni, ha azt tessziik fel, hogy a kdzépponttdl jobbra van legfeljebb egy G-
mezd.

Legyen kK = 2. Akkor vagy a = 0és f =1, vagy a =1 és f = 0. A tabla
szimmetridja miatt felteheté a = 0. Az 6sszesen 3 G-mez6 koziil a tabla valamelyik
oldalan — mondjuk, a bal oldalan — legfeljebb egy van. Ekkor most is alkalmazhatjuk
a 2. észrevételt; a hatralevs esetben pedig a 2*. észrevételt.

Legyen k = 1. Haa =0,f = 2, vagy a = 2,f = 0, a 2. és 2*. észrevétel
egyarant hasznalhato. Ezutan tegyiik fel, hogy a = f = 1. Ha a tabla als6 részén
levé G-mez6 — jelolje g — nem a tabla also szélén van, akkor alkalmazzuk a 3. vagy
3*. észrevételt aszerint, hogy a kozépvonalon levé G-mez6 a tabla jobb vagy bal
oldalan van. Szimmetria miatt a 3. vagy 3*. észrevételt akkor is hasznalhatjuk,
ha g a tabla also szélén van, de a tabla felsg részén levé G-mez6 nem a tabla felsd
szélén van. Igy mar csak az az eset maradt hatra, amikor M elsé 1épése elstt a
(=5,—),(0,—) és (5, —) sorokban egy-egy G-mez8 van.

Ennek az esetnek a meggondolasahoz nevezziik a tabla szdgleteinek az alabbi
a) és b) abran lathato, vonalakkal kijelolt hat mezShalmaz mindegyikét, a szoglet
tengelyének pedig a kozéppontot tartalmazé sorban 16vé mezginek halmazat. A c)
abra a szogletek kozos részeit, a szogletmetszeteket mutatja.
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Mivel a tengelyeket alkoté mezSk csak egy szoglethez tartoznak, a vizsgalt esetben
sziikségképpen van dres szdglet, vagyis olyan szoglet, amelyben nincs G-mezs. M
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meg tud szokni, ha ennek a szogletnek a tengelyén indul el. Ezt is néhany példa-
val mutatjuk be. Legyen elGszor a tabla baloldalan 1évé szoglet iires, és legyenek
(0,5),(3,0), (-5, —5) G-mezok.
1. (-1, 0) — (-5,0) (hogy M (-2,0) lépésére 1*., (n = 4) feltétele teljesiiljon
mindkét ferde savra, amelyeknek (—5,0) a kiils6 soraban van)
2. (-2, 0) - (3,5) (a bal oldalon M-nek nincs lehetsége a szokésre)
3. (-3,0) — (-5,-1) (1*,, (n=13))
4. (-4,-1) (és a (—4, —4) mezdn iranyt valtoztatva eloldalog a (—4, —)
soron).
Masik valtozat:

1. (-1,0) -
2. (-2,-1) -

2,0) (probalkozés, hogy M ne haladhasson a tengelyen)
5,0) (1%, (n = 4))
3. (3.:2) - (2:5) (1%, (n = 4)
4. (—4, 2) - (-6,-3) (1*., (n =13))
5. (-5,-2)  (és eloldalog a (4,)), majd a (4,—) soron).
Most legyen a jobb oldali als6 szoglet iires, és (4,5), (4,0), (—6, —5) a G-mezsk.
1. (0,-1) = (-1,-5) (hogy M (0,-2) lépésére 1*., (n = 4) feltétele teljesiilhessen
az (5,71) kiils6 sortu 4-savra is)
2. (0,-2) - (-2,-5) (hogy M ne oldaloghasson a (—4, —) és (—5, ]) sorokon)
3. (1:2) - (2-3) (1%, (n = 3))
4. (2,-2) (és eloldalog — kétszer irdnyt valtoztatva, végiil — a (4, —) soron).
Legyen k = 0. A tabla szimmetridja miatt felteheté a = 1, f = 2. Ha a tablan
van lires szoglet, akkor a k = 1 esetben latott stratégiat alkalmazhatjuk. Ha

(-
(-
(-
(-

nincs, akkor a harom G-mez§ sziikségképpen a fels6 rész bal oldali és jobb oldali,
valamint az also rész kozépss szogletmetszetében van (lasd az elébbi ¢) abrat).
A 3. és 3*. észrevétel alapjan feltehetjiik, hogy az als6 részben levé G-mez6 a
(-=1,-5),(-2,-5),(—3,-5), (—4, —5) mezdk egyike. Ekkor a 4. észrevétel szerint
M atoldaloghat a tabla fels6 részére, és ott — legfeljebb egyszer valtoztatva irdnyt
— eloldaloghat, barhol is van a fels§ részben levs szogletmetszetekben az egy-egy
G-mezé.

Ez a gondolatmenet két kiegészitésre szorul. Egyrészt, mikdzben M a tabla als6
részén lépked, G elhelyezhet egy G-mez6t a tabla fels§ részén azzal a céllal, hogy
amikor M majd azon a részen halad, megszokését ezen G-mez§ segitségével akada-
lyozza meg. G-nek ez a probalkozasa egyenértéki azzal, hogy G egy alkalommal ,az
also részre vonatkozoan passzol”, vagyis két egymas utani 1épést engedélyez a tabla
als6 részén haladé M szamara. M szOkését azonban igy sem akadalyozhatja meg.
Ehhez be kell latnunk, hogy ilyenkor M vagy megszokhet mar a tabla also részén,
vagy a 2. és 2*. észrevételekben leirt modon oldaloghat (és ezen észrevételek el6z6
alkalmazasaihoz hasonlé modon szokhet meg a tébla felss részén). Ha a = 0, vagy
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pedig a = 1 és az als6 részen 1évé G-mezd nem a legalsd sorban van, akkor az 1.
észrevételt a tabla legalsd n szamu sorabdl allé savokra alkalmazva latjuk, hogy M
mar a tabla also6 részén meg tud szokni. Ha pedig az also részen 1évé G-mez6 a leg-
als6 sorban van, akkor az 1*. észrevétel (t6bbszori) felhasznalasaval igazolhatjuk,
hogy M a jelzett médon tud megszokni a felsé részen.

Masrészt, a fentiekben leirt oldalgasok kzben G megprobalhatja tgy megakada-
lyozni M megszokését, hogy megengedi M attorését azon a 2-sdvon, amelyen éppen
halad. Az 5. észrevétel azonban mutatja, hogy M ekkor is mindig megszokhet.
Ezzel a 2. allitast belattuk.

Feketemacska végtelen tablan. Tekintsiink egy egyméshoz oldalukkal illeszkedd
egybevago szabalyos hatszogekbdl allo, az egész sikot lefed6 racsot. Ha minden
hatszogben vele koncentrikusan egy, a hatszog atellenes oldalai tavolsdganél kisebb
rogzitett atmérdjd korlapot helyeziink el, akkor ezeket a korlapokat mezéknek te-
kintve egy minden irdnyban végtelen feketemacska-tablat kapunk. Jeldljiikk meg
a tabla tetszsSleges mezgjét, és nevezziik kozéppontnak. Felmeriil a kérdés: ha
a kozéppontban il egy Macska, van egy Gazda, mindketten ugyanugy léphetnek,
ahogyan az el6zGekben vizsgalt feketemacska jatékban, és a jaték kezdetén nincs
G-mez6 a tablan, akkor meg tudja-e fogni — vagyis G-mezd6kkel koriil tudja-e ke-
riteni — a Gazda a Macskat? Az el6z6 fejezet 1. Aallitasa bizonyitasanak otletét
hasznalva megmutatjuk, hogy végtelen tdblin G meg tudja fogni M-et. Most is
beszélhetiink sorokrol; minden mez6 harom sornak eleme. Tekintsiik a kdzéppon-
tot tartalmazé harom sorban a kozépponttdl 8 tavolsagra levé Gsszesen 6 mezét,
tovabba a kozépponttol 6 tavolsdgra levé mezdket. Ezeket nevezziik csillagos ill.
pontozott mez&knek; lasd az abrat:
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Tegyiik fel, hogy G nem tudja megfogni M-et. Akkor M a kdzépponttol barmely
n tavolsagra el tud jutni, ezért, akarmelyik lehetséges stratégiajat is alkalmazza
M, szemmel lathatéan (bar fogalmazhatnank ugy is, hogy a Jordan-féle gorbetétel



Macskajdték 71

kovetkezményeként) sziikségképpen eljut egy pontozott mezdére. Ehhez legalabb
6 lépésre van sziiksége. A jatékot kezdd G ekdzben elfoglalja mind a 6 csillagos
mezG6t, és amikor M egy m pontozott mezdre 1ép, szembeall vele a legkozelebbi, két
csillagos mez6t tartalmazéd sorban. Ha M tavolsidga a legkozelebbi csillagos mez&tél
2, akkor két ilyen sor is van. G ezek barmelyikét valaszthatja. Ha M a G altal
elfoglalt G-mez6 mellé lépve — tehéat a kdzépponttdl 7 és 8 tavolsdgra levd sorok
alkotta valamelyik 2-sdvban — probal eloldalogni, akkor abban a savban eljut egy
csillagos mezGig, ott irdnyat 60°-kal megvaltoztatva s tovabb oldalogva tjboél eljut
egy csillagos mez&ig, majd — mint az 1. 4llitas bizonyitasaban — végiil mind a hat
csillagos mezénél iranyt véaltoztatva korbejar, és ekézben G bekeriti. M azonban,
miutidn G szembeallt vele, 1éphet egy olyan mezdére is, amely a kdzépponttol 7, a
legkdzelebbi csillagos mez6tdl 2 tavolsagra van, és nincs G-mezd szomszédja. Ekkor
G a kozépponttol 9 tavolsagt mezdn all szembe M-mel, aki most a kézépponttol 8 és
9 tavolsagra levs sorok alkotta 2-sav belsé sordn probalhat eloldalogni, &m ekkor is
egy csillagos mez6 allja atjat, és ezutan épp gy, mint az el6z6 esetben, ismét csak
kérbejarni kényszeriil. Ez a gondolatmenet akkor is hasznéalhato, ha M pontozott
mez6re érve nem probal eloldalogni, hanem szomszédos pontozott mezdére 1ép.

Mivel ehhez a bizonyitashoz a végtelen tablanak csak véges részét hasznaltuk,
természetes gondolat, hogy elég nagy paratlan n-re egy olyan iires (azaz G-mez6
nélkiili) tdblan indulva, amely 112 szamt mezd helyett n? szami, az eredeti jatékhoz
hasonl6 elrendezést mezsbdl all, G mindig meg tudja fogni a tabla kézepérsl induld
M-et. Ez, az el6z6 fejezet 1. allitasanak bizonyitasat lemasolva — a csillagos mezdket
most is aszimmetrikusan elhelyezve — a kovetkezs alakban igazolhato:

A 17 sorban 17-17 mezdt tartalmazo tres feketemacska-tabldn o Gazda mindig meg
tudja fogni a Macskdt.

Az eddigiek alapjan a Macska kissé lomhanak tiinik, pedig az igazi macskak
sziikség esetén f0lottébb fiirgék. Megvizsgaljuk, megfoghato-e végtelen {ires tablan
az olyan Macska, amely ugrani is tud, vagyis nem csak a szomszédos mezdkre
léphet. Két specialis esettel foglalkozunk: 1. M akirmilyen tavoli mezdre ugorhat.

2. Van olyan n > 1 természetes szam, hogy M azokra és csak azokra a mezs&kre
ugorhat, amelyek tavolsaga az M altal elfoglalt mez6tdl legfeljebb n.

Itt az ugras nem két vagy tobb egymaés utani 1épést jelent, hanem M athelyezését
egy masik nem-G-mezére. PIL. ha a tablan van 6 G-mezd, amelyek M-et koriilveszik,
M ugorhat az ezeken kiviili mez&kre, persze a 2. esetben csak a téle legfeljebb n
tavolségra levékre. Nevezziik az n szamot a Macska erdsségének.

1. Nyilvanvald, hogy ebben az esetben G nem tudja megfogni M-et. Ekkor
azonban felvethets egy rokon kérdés: be tudja-e keriteni G a ,macskahazat”, vagyis
a tabla kdzéppontjat? Erre még mindig egyszeri a valasz. (Mi a valasz?) A kérdést
Bram Cohen, a BitTorrent fajlcseréls rendszer feltalaloja és bizonyos matematikai
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jatékoknak is szakértGje tovabbfejlesztette, és az itt kovetkezGtsl kiillonbozs, de
vele ekvivalens alakban (lasd: [4]) tette kozzé 2008-ban a LiveJournal internetes
blogtjsagban: be tudja-e keriteni G a macskahézat akkor, ha azokat a mezdket,
amelyeket M a jaték soran elfoglal (réviden: az M-mezdket), G a tovabbiakban
mér nem valtoztathatja G-mez6vé? Cohen azt sejtette, hogy a valasz igen. Ezt
azonban megcafolta a rhetoricity becenevii hozzasz6l6 ugyanabban az tjsagban a
kovetkezs gondolattal (amelyet itt ugyancsak atfogalmazva ismertetiink):

G minden lépése utan ugorjon M a G lépésével elfoglalt mezgvel atellenes (azaz
a tabla kozéppontjara vonatkozoan szimmetrikus) mezére. Az, hogy G bekeriti a
macskahazat, a kovetkezot jelenti: ha a G-mezskbdl egy grafot készitiink, amelynek
csucsai ezek k6zéppontjai, élei pedig a szomszédos G-mezdk kézéppontjait 6sszekdts
egyenes szakaszok, az igy el6allo graf tartalmaz olyan énmagéba visszatérd vy zart
tortvonalat, amelynek a tabla kdzéppontja a belsejében van. Ekkor G utolso lépése
utan az azzal elfoglalt mezGvel atellenes mez6 nem lehet G-mezs. Ha M-mezének
tekintjiik, akkor a szomszédos M-mez&kbdl az el6bbi modon készitett grafban van
olyan onmagéba visszatéré pu zart tortvonal, amely a tébla kozéppontjara valo
tiikrozéssel keletkezik v-bol, ezért egybevago vele. A ~ és p tértvonalakban nem
lehet kozos cstucs, tovabba, mivel v és u a tabla kézéppontjatol legtavolabbi pontjai
ugyanakkora tavolsagra vannak attol, v és u egyike sem lehet a masik belsejében.
Ezért y-nak p-n beliil is, kiviil is van csiucsa. Léteznie kell tehat y-ban két A, B
szomszédos csucsnak is, amelyek egyike p-n beliil, mésika p-n kiviil van. Jel6lje C
és D az A-val is, B-vel is szomszédos két cstucsot p-ben. Az ezeket 6sszekots élen az
A-t és B-t 6sszekots élnek at kell haladnia. Ez azonban lehetetlen, mivel u is, v is
részgrafja a végtelen macskatébla 6sszes mez6i kozéppontjaibol mint csiicsokbol és a
szomszédos mezdk kézéppontjait 6sszekotd szakaszokbol mint élekbdl allo végtelen
szabalyos haromszogracs-grafnak, abban pedig élek nem keresztezik egymast. A
kapott ellentmondas mutatja, hogy G nem tudja bekeriteni a macskahdzat.

2. Tekintsiik mindazon n természetes szamok S halmazat, amelyekre az n erds-
ségli Macskat a Gazda végtelen tablan nem tudja megfogni. Ha S nem iires, akkor
S-nek van legkisebb eleme, és az annél nagyobb természetes szamok mind S-hez
tartoznak.

Legyen most a Macska erGssége egy rogzitett szam. Ha van olyan k, hogy a
Gazda k sorban soronként k mez6t tartalmazé (réviden: k x k méretd) tablan
meg tudja fogni a tabla kézepén levé Macskat, akkor nyilvanvaléan minden [ >
k-ra meg tudja fogni az [ x | méreti tablan, és a végtelen tablan is. Ennek a
megforditasa is igaz: ha a Gazda végtelen tiblin meg tudja fogni a kiézépen lé
Macskadt, akkor létezik olyan k, hogy mdr a k x k méretd tabldn is meg tudja fogni.
Ennek igazolasara a kozonséges (1 erdsségli) Macskara alkalmazott modszer most
nem hasznéalhat6, mert 1-nél nagyobb erdsségli Macska esetén nem latunk olyan
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allasokat, amelyek valamelyike mindig el6fordulna, ha a Macska megszokne. Ezért
nem nyilvanval6 a Gazda olyan stratégidjanak létezése, amely a Macska barmely
stratégiajaval szemben ugyanolyan méretii tablan biztositana a Macska megfogéaséat.
Az allitast indirekt modon bizonyitjuk: azt latjuk be, hogy ha a Gazda semmilyen
k-ra nen tudja megfogni a Macskat a k méretii tablan, akkor a végtelen tablan sem
tudja megfogni. Mivel a Macska mindig csak véges szamu lépés koziil valaszthat,
van olyan kezds 1épése, amely utan a Gazda végtelen sok k-ra nem tudja megfogni
a k-szor k méretd tablan. (Ha ilyen kezd& lépése nem lenne, akkor Gsszesen is csak
véges szamu k-re nem tudna megfogni a Gazda a Macskat k x k méretd tablan,
aminek az ellenkezgjét tettiik f6l.) Jelolje K¢ az ilyen k szdmok halmazat. Ezutan
béarmit is lép a Gazda, 1jbodl ez az okoskodés mutatja, hogy a Macskanak megint
lesz olyan lépése, amely utan a Gazda végtelen sok Ky-ba tartozo k-ra nem tudja
megfogni; jelolje ezek halmazat K;. Ugyanigy folytatva a Macska mindig tud 1épni,
azaz a Gazda a végtelen tablan nem tudja megfogni; ellentmondast kaptunk. (Ez
a gondolatmenet a grafelméleti Kénig-lemma egy alkalmazasa; lasd [5], 36. o.)

Dolgozatunk befejezd részében megmutatjuk, hogy minden 2-nél nagyobb n-re
a végtelen tires tabldn az n erdsségli Macska meg tud szokni.

Angyal és Ordog — egy masik torténet? Akinek az eddigieket olvasva eszébe ju-
tott, hogy a feketemacskat (véges vagy végtelen) négyzetrdcson is jatszhatnank,
kivalo el6dok nyomdokaiba lépett. A gondolat megtalalhatd Richard Epstein és
David Silverman jatékokrol szolo osszefoglalo konyveiben ([6], ill. [12]). Valamivel
késébb, Elvyn Berlekamp, John Conway és Richard Guy diszkrét matematikai ja-
tékokrol szolo nagy monografiajuk ([1]) teljes 19. fejezetét a négyzetracson jatszha-
10, feketemacskahoz hasonlo jatékok elemzésének szentelték. Ebben megmutatjék,
hogy a Sakk-kiralyt (vagyis az olyan babot, amely mind a nyolc szomszédos mez6-
re léphet) a Négyzetevd (amely minden lépésében felfal egy négyzetet, igy arra a
négyzetre a Sakk-kiraly mar nem léphet) meg tudja fosztani a lépés lehetGségétsl
(r6viden: meg tudja fogni) a legalabb 33-szor 33 méretd négyzetracson. Barmely
n természetes szamra n erésségli Angyalnak nevezik az olyan babot, amely minden
lépésében akarmelyik legfeljebb n kiralylépésnyi tavolsagra levé négyzetre at tud
repiilni; ellenfele a négyzetevé Ordog. Az altala felfalt négyzet folétt az Angyal
atrepiilhet. Felvetik a kérdést: megfoghato-e az 1000 erdsségii Angyal a végtelen
négyzetracson, és ramutatnak a bizonyosnak latszo negativ valasz bizonyitdsanak
nehézségére. Egy kés6bbi cikkében ([4]) Conway felteszi a kérdést: van-e olyan n,
hogy az n erdsségd Angyalt a végtelen négyzetracson az Ordég nem tudja megfog-
ni? Cikke végén 100 dollart ajanl fel annak, aki bebizonyitja, hogy ilyen n létezik,
és 1000 dollart annak, aki azt bizonyitja be, hogy nem létezik.

A probléma 11 évig megoldatlan maradt, de akkor egyszerre négy egymastol
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fliggetlen, kiilonb6z6 megoldas sziiletett! 2007-ben Gacs Péter megmutatta, hogy
a kivant n létezik ([7]); Brian Bowditch azt mutatta meg, hogy n = 4 megfelels
([2]); Mathé Andras és Oddvar Kloster pedig bebizonyitottak, hogy mar n = 2 is
jo (9], ill. [8]). Mindegyik bizonyitas hosszu és nehéz. A legegyszeriibb alapgon-
dolat — szerintiink — Klosteré: induljon az Angyal egyenesen északnak, a végtelen
racs nyugati felére sohase menjen at, a keleti felén lev felfalt négyzetek koziil pe-
dig csak azokkal tor6djon, amelyeket a megszokés érdekében ki kell keriilnie, de
ilyenkor (felhasznélva, hogy az Angyal kétszerannyi négyzet f6l6tt repiil at, mint
amennyit az Ordog kozben felfal) ki is tudja keriilni azokat. (Az 6rdog persze itt
is a részletekben van...)

Az, hogy az Angyal 2 erésségii, azt jelenti, hogy minden 5-szor 5 méretii négy-
zetracs kozépss négyzetébdl annak barmely masik négyzetét eléri egy roppenéssel.
Johan Wistlund 2008-ban tette kozzé azt a megallapitasat ([13]), hogy az Ordog
a végtelen négyzetracson még az olyan, gyongébb Angyalt sem tudja megfogni, aki
minden 5 x 5 méretd négyzetracs k6zépss négyzetébdl indulva annak csak a harom
k6zéps6 vizszintes soraban levs négyzetekbe repiilhet (nevezziik az ilyen Angyalt
Kisangyalnak). Ezt a tényt felhasznalva most belatjuk, hogy végtelen tablin a 3
erdsségi Macskdt a Gazda nem tudja megfogni.

Ehhez fel kell eleveniteniink egy ismert kapcsolatot a végtelen négyzetracs és a
végtelen hatszogracs kozott, amely — kissé eltérs formaban — [5] 109-111. oldala-
in is megtaldlhato. Egyrészt, természetes moédon rendelhetiink egész szamparokat
a végtelen négyzetracs négyzeteihez. Legyen ezek oldalhossza 1, és helyezzik a
kozéppontnak tekintett racsnégyzetet egy Descartes-féle koordinatarendszer elss
stknegyedének a csucsaba. Minden racsnégyzethez bal also cstuicsa koordinatapér-
jat rendeljiik. Masrészt, a feketemacska-tabla mezdire bevezetett koordinatazas
nyilvanvaléan kiterjeszthets a végtelen feketemacska-tablara is. Egymasnak meg-
feleltetve az azonos koordinatakkal bir6 racsnégyzetet és feketemacska-mezdét, kol-
csOnosen egyértelmi megfeleltetést kapunk a végtelen négyzetracs négyzetei és a
végtelen feketemacska-tabla mezdi kozott. Ezért ha tudjuk, adott mezd esetén a
neki megfelel6 négyzethez képest hogyan helyezkednek el azok a négyzetek, ame-
lyek az adott mez6vel a feketemacska-tablan szomszédos mezSknek felelnek meg,
akkor négyzetracson is jatszhatjuk a feketemacska-jatékot.” Figyeljiik meg, hogy a
Macska lépésekor helyének koordinétai legfeljebb 1-gyel valtoznak, és ha az egyik
koordinata csokken, a masik nem névekedhet. Ennek megfelelGen, ha négyzetra-
cson jatsszuk a feketemacskat, a Macska az a) abran lathaté modon léphet.

*A legenda szerint didkkoraban igy jatszotta a Hex jatékot hatszogracs helyett kollégiumi
fiirdészobaja kovezetének négyzetlapjain egyik feltalaloja, John F. Nash, késébb kozgazdasagi
Nobel-dijas matematikus. Errdl és Nash érdekes palyajarol tobbet mond el a [10] regényes életrajz,
amelybdl Oscar-dijas film is késziilt.



Macskajdték 75

3[2]1]1]2
\ 211]0]1]2
211]1]2]3

a) b)

A b) abran a vastag keret mutatja, mely négyzetekre repiilhet a 0-val jelolt négy-
zeten allo Kisangyal, a négyzetekbe irt szdmok pedig azt mutatjak, hany 1épésben
juthat el a Macska a Kisangyal helyérdl arra a mezére. A legnagyobb ilyen szém 3,
tehéat a 3 erdsségi, azaz 3 macskalépésnyi ugrasra képes Macska barhova ugorhat,
ahova a Kisangyal repiilhet. Igy Wistlund eredménye biztositja, hogy a 3 erdsség
Macskat a végtelen tablan a Gazda nem tudja megfogni.

Végiil, ugyancsak Wistlund eredményét felhasznalva ramutatunk, hogy a Gaz-
da a végtelen macskatablan még az olyan gyengébb macskat sem tudja megfogni,
amely csak a kovetkez6 a) dbran lathato sziirke mez6kre ugorhat,

OO0  a
000000

COVOO &
000000
OO00O0 | 0)

(igy tehat ,alig tobb mint 2”7 erdsségl). Magyarazat: ezeknek a mezSknek a ko-
ordinatai ugyanazok, mint Wistlund 5 x 3 méretd négyzetracsiban a négyzetek
koordinatai. Megfigyelve az a) abrat, valaszolhatunk a kovetkezs kérdésre is: ki

tudja-e cselezni az Ordégot a végtelen négyzetracson az olyan Angyalka, aki csak
a b) adbran feltiintetett négyzetekre repiilhet?
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