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1. Bevezetés

Az
+ b
a
0 . by
a
1 . bs
a
2 by
a3+ ———
g + ...
alaku kifejezéseket, ahol ag,a1,b1,as,bs... valés vagy komplex szamok, lanctor-

teknek nevezziik. A lanctértek a matematika szamos teriiletén felmeriilnek [8]:
szamelmélet, hipergeometriai fliggvények, ortogonalis polinomok, momentumok,
Padé-kozelitések, bizonyos polinomsorozatok zérushelyeinek vizsgéalata vagy a di-
gitdlis sztir6k elmélete. Ebben a cikkben szamelméleti oldalrél adunk bevezetd
attekintést, illetve néhény érdekes példén keresztiil ravilagitunk gyakorlati alkal-
mazhatosagukra is.

Szamelméleti alkalmazasokban leginkabb olyan lanctortekkel taldlkozunk, ame-
lyekben b,, = 1 (minden n-re), az a,-ek pedig nemnegativ egészek, a tovabbiakban
mi is ezt kovetjiik.

1.1. Definicié. Legyen ag € [0,00) tetsz6leges nemnegativ valos szam és legyen
{an}5y C (0, 00) pozitiv valés szamokbdl 4llo sorozat. Az

1
[ap; a1, ..., an] == ao +
ay +
! 1

e —
Qn

*A szerzket a dolgozat elkészitésében a European Research Council Advanced Grant No.
267055 tamogatta.
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alaku kifejezést véges ldnctortnek nevezzik.
Ha tekintiink egy [ao], [ao;a1],...,[ao0;a1,...,a,]... véges lanctortekbdl allo
sorozatot, akkor vizsgalhatjuk a hatarértékét. Ha ez 1étezik, akkor a

lim [ag;aq,...,an]
n— oo

hatarértéket végtelen lanctortnek nevezziik, és ré az

1
[ap; a1,...] =ao+ N
ay + ———
as + ...
jelolést hasznaljuk. Az a1,aq,... szamokat a ldnctirt jegyeinek nevezziik. Ha a

jegyek egészek és ag kivételével pozitivak is, akkor egyszerd lanctortrsl beszéliink.

Konnyen igazolhatjuk az aldbbi véges lanctortekre vonatkozo szabalyokat.
Hangsulyozzuk, hogy ezekben a; tetsz6leges nemnulla pozitiv valos szam (az ag
szam 0 is lehet)!

1.2. Feladat. Igazoljuk, hogy

W [ | = a0+ ——
0. G,y Gn] = Qg + ——
0 &Ly En 0 [ai;as. .., an]
(2) [ao;al,...,an]: a0y a1, .., 0n—1 + — :[ao;al,...,[an,uan]],
n
illetve altaldnosabban
(3) [@0; 1y - vy Qle1y Aky Qg 1y -+ 5 An) = [@03 A1y -« oy A1, [Qk; A1y - - - 5 Gn]].

2. Valés szamok lanctért alakja

Ismert, hogy tizes szamrendszerben minden x valds szam felirhato
T =+a,0n_1...00,b1b3 ..., a;,b; €4{0,1,...}

alakban, ahol az a; szdmokat x szamjegyeinek, a b; szamokat x tizedesjegyeinek
nevezzik. Ez alatt azt értjiik, hogy

2=a,10" +a, 110" £+ a10° + 5,107 + 51072 + . ..

n o0
— Z a; 10" + Z b;107°.
i=0 =1
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Ez a felirds nem minden szam esetén egyértelmii, példaul 1.000... = 0.999....
Szamrendszeriink alapjaul nem sziikséges a 10-es szamot valasztanunk. Altalaban
z alakja egy a (a > 2) alapt szamrendszerben

n oo
T = E a;o" + E b;a™ ",
i=0 i=1

ahol a; és b; az « alapszamnal kisebb természetes szamok A leggyakrabban hasznalt
szamrendszerek a 2, 8,10, 16 alapt szdmrendszerek.

Felmeriil a kérdés, hogy fel tudunk-e irni minden valds szamot egyszeri lanctort
alakban dgy, hogy csak természetes szamok szerepeljenek benne jegyként? Latni
fogjuk, hogy ez mindig megtehetd.

2.1. Racionalis szamok

Vizsgéljuk elGszor a racionalis szamokat! El6 tudunk-e allitani tetszdleges racionalis
szamot lanctort alakban tgy, hogy minden jegye egész szam legyen? Tekintsiik
példaul a % szamot. Célunk olyan ay, ..., a, nemnegativ egész szamokat keresni,
hogy 1741 = lao; a1, ..., a,|. Figyeljik meg, hogy egy

1
aop +
ay +
! 1

an

véges lanctort esetén a fenti kéttagn dsszegben szereplsé méasodik tag mindig kisebb,
mint 1. Ebbdl kévetkezik, hogy az ag-lal jelolt elsd jegy nem lehet méas, mint |11/4|
(azaz 11/4 egészrésze), illetve a méasodik tag nem lehet méas, mint {11/4} (azaz 11/4
tortrésze). Igy kapjuk, hogy

A kapott 6sszeg masodik tagjanak nevezGjére ugyanezt az eljarast alkalmazva kap-
juk, hogy
11 1 1
1+ 3

Ez az alak tovabb nem bonthaté, ugyanis a végén kapott 3 = 713 mar egész szam,
tortrésze nulla.

Az el6bbi eljarasunkat megfogalmazhatjuk geometriai nyelven is. Vegyiink egy
11 egység széles és 4 egység magas téglalapot.
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Ezt szeretnénk feldarabolni a lehets legnagyobb négyzetekre. Lathatd, hogy 4
egységnyinél hosszabb oldald négyzet nem fér el benne és az is lathato, hogy 4 egy-
ségnyi oldalhosszisagu négyzetbsl pontosan két darabot tudunk beleirni. Ezeket
bal oldalrél indulva elhelyezziik az eredeti téglalapunkban az alabbi médon.

4 4 3

| | [ [

| | | |

| | | | | | | |
F-—-7-———r-——a-—"f-"7--"r-—a1- "~ "71--"r—-

| | | | | | | |

| | | | | | | |
Ap--"--tmmd b

| | | | | | | |

| | | | | | | |

| | | | | | | |
Ff-—7-———r-——a-—~"f- "~ -"r-—a1- -~ "71--"r—-

| | | | | | | |

| | | | | | | |

Ez a felbontas az alabbi szamolasnak felel meg:

11 4+4+3 _2+3

4 4 N 4
Hogyan tudjuk az igy kapott 4 egység magassagu, 3 egység szélességii téglalapot
tovabb darabolni, hogy ezuttal is a lehets legnagyobb négyzeteket kapjuk? Latha-
t6, hogy ebben az esetben egyetlen darab 3 egységnyi oldalhosszisagu négyzetet

helyezhetiink el.

4 4 3
o I A B
T T T
Szamokkal leirva ez jelenti, hogy
3 3 1
4 341 U
1+
tehat
11
gy
1 +
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Utolsoé 1épésben a kimaradd kis savot felbontva latjuk, hogy ilyen moédon darabolva
a téglalapunkat csak egységnégyzetek maradnak.

4 4 3
Lo [ I
F -4 -+ - ===+ = F —1= ==
[ [ o 3
Y il i Htie el et i el Wl et i Bl
BN L
o N
L L L L L L | | 1
1 1 1

A matematikaban kicsit is jartas olvas6 észreveszi, hogy el6bbi eljarasunk lé-
nyegében az euklideszi algoritmus. Ha ugyanis azt a 11-re és a 4-re alkalmazzuk,
akkor az alabbit kapjuk:

11=2-4+3,
4=1-3+1,
3=3-1+0,

amibél kiolvashatjuk, hogy ag = 2, a1 =1 és as = 3.

2.1. Feladat. Igazoljuk, hogy tetszsleges % racionélis szam felirhato véges egyszeri
lanctort alakban! (Hasznaljunk példaul ¢ szerinti teljes indukciot!)

A feladat kovetkezményeképp gondoljuk meg, hogy egy valés szam pontosan
akkor irhato6 fel véges egyszerti lanctortként, ha racionalis.

Ha egy raciondlis szam el6all [ag;aq,...,a,] alakban, ahol a, > 1, akkor
[ap; @1, ..., an —1,1] alakban is felirhat6. Jegyek mentén torténd teljes indukcioval

azonban belathato, hogy a 0 és 1 kivételével barmely racionalis szam egyértelmi-
en all el olyan lanctort alakban, melynek utolsé jegye nagyobb, mint 1, azaz a
lanctort-elsallitas ebben az értelemben egyértelmd.

2.2. Irracionalis szamok

Legyen most x egy pozitiv irracionalis szam. Miikodik-e az el6z6 modszer x esetén?
Az els6 probléma az, hogy nem tudunk olyan egész oldalhosszisaggal rendelkezé
téglalapot adni, amelyre az oldalhosszak hanyadosa z-szel egyenld. Vegyiik azon-
ban észre, hogy az el6z8 szakaszban leirt modszer nem fiigg az oldalak hosszatol,
csak az aranyatol! Legyen adott tehat egy x szélességii, 1 magassagu téglalap.
Probaljuk kovetni az el6z6 modszert: rajzoljuk be a téglalapba a legnagyobb (te-
hat els6 lépésben min(zx, 1)-oldald) négyzetet annyiszor, ahanyszor atfedés nélkiil
lehetséges, majd a lefedetleniil maradt teriiletre ismételjiik az eljarast.
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x €T
T €T

Ha példaul 1 < z, akkor el8szor megnézziik, hogy az 1 oldala négyzet hanyszor fér
el a téglalapban; ez x egészrésze lesz, amit jeloljink ag-lal. Tehat els§ 1épésben
ao-nyi teriiletet fedtiink le, és x tortrészének megfelels teriilet maradt ki, azaz

1
v=lz] +{z} = |z] + .
{z}
Eljarasunkat a megmaradt 1 és {z} oldalu téglalapra folytatva latjuk, hogy az {z}
oldalu négyzet {ﬁj-szer fér el ebben a téglalapban. Jeloljiik ezt ai-gyel. Igy a
téglalap teriiletét a kovetkezé modon is megadhatjuk:

1
r=agp+
ar +
' 1
1
—
{=}
Osszegezve, ha
) 1
(4) o=z, anp:= I_fnJa és Eng1 = £, — P
akkor n lépésben az
1
(5) T =agp+ N
ar +
! 1
as + .
2 1
ap-1+ —
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Osszefiiggéshez jutunk. Gondoljuk meg, hogy ez a rekurziv eljaras a racionalis
szamok esetén a mar emlitett euklideszi algoritmust adja vissza, csak valamely
n-re &, = 0, és akkor megallunk.

Bevezetett jelolésiinkkel ezt ugy is irhatjuk, hogy

(6) T = [aO;ala cee aanflvfn] = [ao;alv B e ]-/gn]

Irracionalis x esetén azonban eljarasunk nem ér véget véges sok lépésben (&,
sosem egész), de nem is érhet, hiszen tudjuk, hogy pontosan akkor fejezédik be
véges sok 1épés utan, ha = racionélis.

A most kapott a,, jegyekbdl képezziik az ag, [ag, a1],...,[ao,a1,...,an],... vé-
ges lanctortekbdl 4ll6 sorozatot (ag > 0, egyébként a,, > 0 egészek). Latjuk, hogy
n-edik tagja majdnem ugyanaz, mint (5), ezért hihet6nek ttinik, hogy z-hez kon-
vergal.

Miel6tt belatnank ezt a konvergenciat, gyakorlasképpen nézziikk meg algorit-
musunk miikodését egy konkrét példan is. Az aranymetszés ardnyanak, azaz az
(14 1/5)/2 szamnak lanctort jegyeit keressiik. Most & = (1 ++/5)/2, igy ap = 1,

és
6oL 1446
1_1-1-2_\/5f1_ 2

fgy a1 =1.

Lathatjuk, hogy visszakaptuk a kiindulasi adatainkat (& = &, ill. a3 = ag). Ezt
az észrevételt iteralva teljes indukcié mutatja, hogy barmely n-re &, = (1++/5)/2,
igy a, = 1, tehat

1gﬁ:1mhn¢”ﬁ} L

RSy
2
Térjiink vissza a konvergencia vizsgalatahoz! Egyeltére feledkezziink meg az
el6z6 an-ekrdl, és ag,aq,... jeloljon egy tetszdleges nemnegativ valds szamokbol
(tehat nem feltétlen egészekbol) allo véges vagy végtelen sorozatot, melynek pozitiv
indext tagjai pozitivak. Tekintsiik az alabbi hdromtagiu rekurzickat:

b-2 = 07 DP-1:= 17 Pn = QpPn—1+ Pn-2, N = 07 1) 27 3) s
q—-2 ‘= 1) q-1 = 07 Gn ‘= OnQn—1 + qn-2, n:O715273a"'

(7)

Teljesen indukcioval belatjuk, hogy [ag; a1, ..., an] = pn/dn-
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Valoban, ag = po/qo. Most tegyiik fel, hogy tetszdleges ag, ay, ..., ak, ... (véges
vagy végtelen) sorozat esetén n — 1-ig igaz az Osszefiiggés, megjegyezve, hogy véges
sorozat esetén csak addig folytatjuk a rekurziot, amig a sorozatnak van tagja.
Ekkor felhasznélva a (2) szabalyt (ne feledjiik, abban nincs megkovetelve, hogy az
an szdmok egészek), kapjuk, hogy

1

[ao,...,an]: ag,...,Qp—1 +—| =...
n

Most alkalmazva az indukcios feltevést az ag, a1, ..., an—2,an,—1 + 1/a, n —1 tagt
véges sorozatra, igy folytatjuk tovabb:

- (an—l + 1/an)pn—2 + Pn—3
a (an—1+1/an)qn—2 + qn—3
Ap—1Pn—2 + Pn—3 + (1/an)pn72 _ Pn—1 + (1/an)pn72
Ap-1qn—2 + qn—3 + (1/an)Qn—2 B Qn-1 + (1/an)Qn—2
_ GnPn—1+Pn-2 _ Pn

GnGn—1 + qn—2 qn '
Az egyenlGség sorozat koztes tagjait elhagyva tehat azt kaptuk, hogy

pTL
[(lo,...,(ln] =
dn
Abban az esetben, ha az ag, a1, ..., an, ... sorozat tagjai még egészek is, vilagos,
hogy py, és qn, is az. A p,/q, hdnyadosokat az [ag; a1, ag, . . .| lanctort szeleteinek ne-
vezzik. Az el6z6 két rekurzio tehat megadja az [ag; a1, aq,. .. ] lanctort szeleteinek

szamlalojat és nevezgjét (és, mint alabb ramutatunk, relativ primek formajaban).
Jegyezziik még meg, ha a,-t lecseréljiik a (4)-ben definialt &, szamra, akkor
el6bbi gondolatmenetiinket kévetve az is konnyen lathato, hogy

fnpn—1 + Pn—2

8 ag, .-y Ap_1,&p) = —/m/m———=.

( ) [ ’ T n] nln-1+ qn-2
A lim,,o[ap; a1, ..., a,] hatarérték létezésének igazolasdhoz még szikségilink

lesz néhany azonossagra, melyek bizonyitasat az olvasora bizzuk.

2.2. Feladat. Igazoljuk, hogy a (7) rekurzioval definialt g, sorozat pozitiv, ha
n > 0, tovabba pozitiv indext tagjai szigorian monoton nének és g,4+2 > 2q,.

A (7) rekurziok els§ két tagjara behelyettesités mutatja, hogy p_oq_1 —
q_2p—1 = (—1)7! = —1. Ezutén teljes indukciot kovetve kapjuk, hogy
Pn—1G9n — gn—1Pn = pn—l(anQn—l + Qn—Q) - Qn—l(anpn—l + pn—2)
= UnPn—-19n—1 + Pn—1G9n—2 — GnPn—1Gn—1 — qn—1Pn—2

- *(pn72Qn71 - Qn72pn71) - 7(71)7171 = (71)’”;
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azaz

n

(9) Pr—1n — qn—1Pn = (—1)™.

Gondoljuk meg, ebbdl kovetkezik, hogy p,-nek és ¢,-nek nincs egynél nagyobb
kozos osztodja, ezért f;—: tovabb nem egyszertisithets!
Hasonl6 indukcios okoskodéast kell alkalmaznunk az alabbi harom feladatban is.

2.3. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy
Pn—24n — qn—2Pn = (*1)n71an
minden n esetén!

A szomszédos szeletek tavolsagat irja le az alabbi feladat.

2.4. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy

Pn—-1 _ ]ﬁ - (_1)n Pn—2 _ Zﬁ - (_1)n_1an

qn—1 dn B Qnanl, qn—2 qn qndn—2

minden n esetén!

2.5. Feladat. Igazoljuk, hogy

P2k—1 > P2k+1 P2k < DP2k+2
q2k—1 q2k+1 ’ q2k q2k+2

minden k& > 0 esetén, valamint

D2 < DP2k+1
421 Q2k+1

minden k£ > 0,1 > 0 esetén! Tehat a paratlan indexii szeletek monoton csékkennek,
a paros indextd szeletek monoton nének, és barmely paros indext szelet kisebb,
mint egy paratlan indext szelet.

2.6. Allitas. lim,, oo[ao; a1, ..., an] létezik.

Bizonyitas. Allitasunk igazolasahoz csak annyit kell észrevenniink, hogy a 2.5., 2.4.

és a 2.2. Feladat miatt a [%, f;j:ﬁ} intervallumok egymasba vannak skatulyazva

és az atmérgjik 0-hoz tart.
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Ezek utén térjlink vissza x szamunkhoz, és a hozza konstrualt a, sorozathoz.
Iménti eredményiink mutatja, hogy ag, [ag, a1],...,[ao;a1,...,ay],... konvergal. A
kovetkezSkben belatjuk, hogy hatarértéke z. Emlékezziink, hogy (6) és (8) szerint

§n+1pn + Pn—1
T =lag;a1,.--,0n,Ept1] = —mm———
[ st ] Ent1Gn + Qn-1

Ebbdl kiindulva kis szamolassal nyerjiik, hogy

Pn gnPn—1 — Pnqn—1
xi[ao;alv"'van] =T - — =

dn (€7L+IQn + Qn—l)Qn ’

amibdl (9) és a &,4+1 > 1, ha x irracionalis, egyenl6tlenség figyelmbevételével, majd
a 2.2. Feladat felhasznalasaval adodik, hogy

1
< <=
(§n+1Qn + Qn—l)Qn qn

‘ Pn
xr — —
dn

—0, ha n— oo

Ezzel tehat bizonyitottuk az alabbi allitast.

2.7. Allitas. Az eddigi jelolésekkel élve

x = lim [ag;aq,...,a,] = [ao;a1,...],
n—oo

€s

1
<

Pn
(10) ‘x _ Pl o
Q2

an

teljestl minden x pozitiv valds szdm esetén.

2.8. Feladat. Igazoljuk, hogy B

Gn > 22

minden n természetes szamra (vo. 2.2. Feladat)! Mit mondhatunk (10) tiikrében
a pn/qn sorozat konvergenciajanak sebességérsl?

Nézziik meg az eddigieket ismét az (1 + v/5)/2 példajan! Mar lattuk, hogy
ag=a;=-=a,=--=1, ezért (1 ++/5)/2 lanctort alakja [1;1,1,...], s igy a
(7) rekurzio az alabbi konkrét alakot 6lti:

p—2 = 0) p-1:= 1) Pn = Pn-1 + Pn—2, n= 0) 17 2) 37 s
q—2:=1, q-1:=0, Gn = qn-1+ qn-2, n=0,1,2,3,...,

tehat b-1= 1) Po = 17 P1=p-1+D0s - Pn =DPn—2+Dn-1, ---;, tovabba qo = 17
a=1,¢=qg+q, -, @n =qn-2~+ Gn-1, ---. Teljes indukcioval pedig kdnnyen
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lathato, hogy g, = pn—1. Az olvasoénak feltiinhet, hogy itt egy j6l ismert sorozat,
a Fibonacci sorozat bukkant fol. Jeldljiik ezért ¢,-t Fj,-nel. Ekkor a Fibonacci
sorozat szomszédos tagjainak hanyadosara a 2.7. Allitas szerint azt kapjuk, hogy

F, 1+5
L T VU | V5

T, 5 ha n — oo.

2.9. Feladat. Az 1

il

azonossag segitségével igazoljuk, hogy

=2+v2-1

V2=11;2,2,...]!

2.3. A lanctort-reprezentacio elényei és hatranyai

Lathattuk, hogy = lanctortjegyeinek meghatarozasa soran nem torténik mas, mint
hogy egy 1 magassagi, = szélességi téglalapot feldarabolunk a lehets legkevesebb
négyzetre és O6sszeszamoljuk, hogy a kiillonb6z8 méretd négyzetekbdl hany fér be-
le. Mi torténik akkor, amikor z-et tizes szamrendszerben irjuk f61?7 Ekkor egy x
teriilett téglalapot 10* oldalti négyzetekre darabolunk f5l. Ebben az esetben tehat
épitGkockaink méretét nem mi valasztjuk meg! Hogy melyik reprezentaciot érde-
mes hasznélni, az attol fligg, hogy az adott szadmot milyen célra hasznaljuk, ami
kiilonféle elvarasokban nyilvanulhat meg.

Egyik alapvets, elméleti szempontboél kiilénésen fontos kévetelmény, hogy az
adott abrazolasbol a szam minél tobb tulajdonsagat minél egyszeriibben olvashas-
suk ki. Ebb6l a szempontbél kiemelkedd a lanctort-reprezentacié szerepe. Mig
szamrendszerbeli dbrazolasok esetén az abrazoléas inkabb a szdmrendszer alapjahoz
vald viszonyt titkrozi, addig a lanctort-abrazolas sokkal tisztabb formaban vilagit-
ja meg az adott szam tulajdonsigait. Gondoljunk példaul arra, hogy egy szam
racionalis vagy irracionalis volta a lanctort alak végessége alapjan egyértelmiien
eldonthetd, mig példaul tizes szamrendszerben nem ilyen egyszert a jellemzés.

Az elméleti kovetelmények mellett gyakorlatibbakat is megfogalmazhatunk.
Egyik ilyen, hogy kozelits értékeket adhassunk meg a reprezentans alapjan. Mint
alabb latni fogjuk, ebbdl a szempontbdl is kittinnek a lanctértek, mivel bizonyos
értelemben egy szam legjobb (racionalis) kozelitéseit olvashatjuk ki belgliik.

Van azonban egy olyan, elsGsorban gyakorlati szempont is, aminek a lanctort
alak nem felel meg. Ez pedig az aritmetikai miiveletek elvégzése. Mig tizes szdm-
rendszerbeli alakokat egyszerd algoritmussal adhatunk példaul 6ssze, addig lanctort
alakok Osszeadasara nem ismert gyakorlatban is jol alkalmazhat6 szabély.
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3. Mediansok és matrixok

A kovetkezdkben az tn. mediansokat targyaljuk, melyek szintén nagyon hasznosak
a lanctortek vizsgalatanal, segitségiikkel mélyebb Osszefliggéseket is feltarhatunk.

3.1. Definicié. Legyen § és § két tetsz6leges racionalis szam tovabb nem egysze-

risithet6 alakban megadva. Az ZT+; hényadost ezek medidnsanak, a zgi;,k €

{1,2,3,...} hanyadosokat pedig kdztes hdnyadosaiknak nevezziik.

3.2. Feladat. Igazoljuk, hogy 7 és 5 medidnsa mindig a két szdm koézott van!

Az 1/0 hanyadost formalisan irva, végtelenként értelmezve képezziink median-
sokat a 0/1 hanyadossal! Irjuk le az igy kapott szamokat egymas mellé, majd a
kovetkezd 1épésben szurjuk be két elem kozé a mediansat! Az els6 néhény sorozat:

0 1

1 0

0 1

1 3 1 0
Az igy kapott véges sorozatokat Farey-sorozatoknak nevezziik. Ha a hanyadosokat
egy korvonalra frjuk és a hanyadosokat 6sszekotjiik a mediansaikkal, az an. Farey-
grdafot kapjuk. A grafon a negativ racionalis szamokat is feltiintettiik, amelyeket
ugyanugy mediansképzéssel kapunk, csak 1/0 helyett —1/0-t, mig 1/1 helyett —1/1-
et hasznalunk kiindulaskor.

3 1

Wi - RO
e ] e
Nw =N Ol

9
1
1
2

=N Ol

A Farey-graf
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Megemlitjik a Farey-sorozatok egy masik érdekes szemléltetését is. Rajzoljunk a
(0,1/2) és az (1,1/2) pontok koré kiilon-kiilon egy 1/2 sugara kort! A két kor és
az x tengely egy haromszogszert tartomanyt fog meghatarozni és a korok a 0/1 és
az 1/1 pontokban érintik az = tengelyt. Irjunk most egy olyan nagy kort ebbe a
tartomanyba, amekkorat csak tudunk! Ez a kor pontosan az 1/2 pontban érinti
tengelyiinket. Igy két haromszogszerd tartoméanyt kapunk, amikre megismételhet-
jiik eljarasunkat djra és djra. n 1épés utan a kapott korok pontosan az n-edik
Farey-sorozat pontjaiban érintik a tengelyt. Ezeket a koroket Ford-kéroknek hiv-
juk.

Ford-korok

Mi koze a Farey-sorozatoknak a lanctortekhez? Hogy kideritsiik, tekintsiink tet-
sz6leges ag, a1, ... természetes szamokat, és vizsgaljuk a beldliik képzett szeleteket!
Lattuk méar, hogy ha [ag;a1,...,a,] = %, ahol py,, g, kozos osztd nélkiili egész
szamok, akkor (7) szerint a

Pn = QnPn—1+Pn—2, p-1=1,po=ag
Gn = @nQn—1 +qn-2, q-1= quo =1

rekurzio teljesiil. Masképpen irva latjuk, hogy
Pn _ GnPn—1 + Pn—2

qn AnQn—1 + qn—2 ’
amit megkaphatunk medidnsok ismételt képzésével: Konnyen lathaté ugyanis, ha
a Pn—2/dn—2 és a pp_1/qn—1 hanyadosokbol kiindulva medianst képziink, majd az
eredménnyel és p,,_1/q,—1-gyel Gjra és Gjra ismételjiik ezt, a,, 1épés utan p,,/q,-hez
jutunk.

3.3. Feladat. Igazoljuk, hogy £ mindig Z"—: és Z’”—:z kozott van! (vo. 3.2. Fel-
adat)
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Két tort mediansat leirhatjuk méatrixok segitségével. Igaz ugyanis, hogy

a c\ 0 1\ [(c a+c

b d 1 1) \d b+d)’
Hasonl6an, ha mar medidnsokat ki tudtunk fejezni méatrixokkal, a p, /¢, szeletek
is felirhatoak méatrixos alakban a

p-1 Do)\ (0 1> <0 1> -~ (pn—l pn)
<Q—1 q0> <1 ar) T\l Gnp B dn—1 (Qn
formula segitségével. Ezt alkalmazva a mar emlitett F,, Fibonacci sorozatra azt
kapjuk, hogy
o 1\"' (F., F,
(1 1) a ( Fy Fn+1)
minden n > 1 esetén! Ez pedig lehetéséget ad arra, hogy zart alakban adjuk

1
meg a Fibonacci sorozat n-edik tagjat. Ehhez nincs mas dolgunk, mint a ((1) 1)

métrixot felirni PJP~! alakban, ahol

JERVE] 0 1 1 5—5 1
— _ 2 -1 _ 10 5
J—((Q) 1\/5>, P_<1+\/5 1-3 és P = 5445 v o)
Ekkor ugyanis

0 1\" 1o\ (s o0\ (8 &

(1 1) TlivsE 1B 0 1-/5 546 _ 1

2 2 2 10 V5

_ < Fn Fn—i—l)
Fn—i—l F7L+2

Elvégezve a kozépsé matrixszorzast leolvashatjuk, hogy
1

4[5 -(+9]

Megemlitjiik a medidnsok még egy szemléltetését. Ehhez azt kell észreven-

Fn+1 =

niink, ha a p/q racionélis szamnak a (g, p) rendezett part feleltetjiikk meg, akkor a
mediansképzés egybeesik a vektorosszeadéssal. Mivel jelen kontextusban a racio-
nalis szamokat tovabb nem egyszertsithets alakjukban hasznaljuk, a (g,p) vektor
helyett gondolhatunk a railleszkeds egyenesre, aminek éppen p/q a meredeksége
(ezért alkalmaztunk ¢, p és nem p, ¢ sorrendet). Azonnal lathatjuk, hogy medians-
hoz tartozo egyenes a reprezentans egyenesek kozott van (vo. 3.2. Feladat).
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p'/q /ﬁ
%/ /q .

4. A legjobb kozelités

4.1. A naptar- és az orakészités problémaja

Mar az 6si kulturak szamara is fontos volt az idében periodikusan ismétlédé tevé-
kenységek (pl. foldmtivelés munkalatai) megszervezése. Ezért nagy szerep jutott
a naptaraknak, amelyek alapjan fel lehetett késziilni a kovetkezs munkalatra (ara-
dés, vetés, aratds). A naptarak rendszerint valamilyen csillagészati eseményhez
(pl. a Fold Nap koriili, a Hold Fold koriili keringése) kot6dGen osztjak fel az idét
hosszabb-révidebb idGegységekre.

Alapvetd idGegység az év (pontosabban tropikus év), amely az az id6, ami alatt
a Fold megkeriili a napot.*

Hogy egy éven beliil eligazodhassunk, révidebb idSegységekre bontjuk fel azt.
Az egyik ilyen rovidebb idGegység a nap: az az (atlag) id6, ami a Nap két delelése
kozott eltelik; alapja a Fold forgasa. Mar az els6 naptéarkésziték szembesiiltek azzal
a probléméaval, hogy az év altal lefedett id6 nem egész szami tobbszordse a nap
altal lefedett id6nek; igy ha egy naptari évet n (pl. n = 365) napnak vettek, akkor
azt kellett tapasztalniuk, hogy a vetés vagy a nyar leghosszabb napja a naptér
bevezetésnek centenariumi naptarévében mér 25-tel nagyobb sorszami napra esik,
mint a naptar elsé évében. Ennek a probléméanak egyik elkeriilési lehetdsége, ha a
naptari év hosszat nem rogzitjiik, hanem pl. lesznek 365 és 366 napos évek is.

A tropikus év hossza négy tizedesjegy pontossaggal: 365,2422 nap (365 nap,
5 ora, 49 perc), igy ha azt szeretnénk, hogy az évenként ismétlédd természeti
jelenségek ugyanarra az egy-két naptari napra essenek minden évben, akkor ezt
példaul tgy érhetjiik el, hogy 365 és 366 napos évek megfelel§ aranyt hasznélataval
minél jobban kozelitjiik a 365, 2422 napos atlagértéket. Gyakorlati elvaras még az
is, hogy lehetéleg egyszerd szabaly szerint donthessiik el, mely naptari évek a 366
naposak.

*Pontosabban az az id6, ami alatt a Nap athalad kétszer az Gn. tavaszponton, csillagaszatban
egyéb évfogalmak (sziderikus év, anomalisztikus év) is hasznalatosak, amelyek hossza kissé eltér.
Részletekért a [4] jegyzetre utalunk.



92 Danka Tivadar, Varga Tamds

Ennek megfelels torténelmi példa a Kr.e. 46-ban Julius Caesar altal bevezetett
julianusi naptéar, amelyben minden negyedik naptari év 366 napos, azaz atlagban
egy naptari év 365,25 napos, ami kicsit hosszabb a tropikus évnél, és 128 évenként
egy nap késést eredményez. Ezt korrigalando, tobb javaslat utan 1582-ben keriilt
bevezetésre a Gergely-naptar, amely annyiban tért el a kordabbi szabalytol, hogy a
100-zal oszthatd évek koziil csak a 400-zal oszthatokat hagyta meg 366 naposnak,
igy ebben 400 évre 97 darab 366 napos naptari év esik. Ez 365,2425 nap hosszusagu
atlagos naptéari évet jelent. A nyugati tarsadalom mai napig ezt a naptéart hasznalja.

Mint latjuk, rogzitett napszamu évekkel a természet évszakai elcstisznak a nap-
tarban. Hogy ezt elkeriiljiik, bizonyos naptari éveket (szokéévek) egy nappal (sz6-
konap) kiegészitiink. Mindezt ugy szeretnénk, hogy a naptéari évek atlaghossza
minél pontosabban kozelitse a 365,2422 értéket, de ugyanakkor egyszert legyen az
a szabaly, amely alapjan megadhatjuk a szokGéveket. Szabaly alatt annak meg-
adasat értjiik, hogy p évenként ¢ szokénap legyen, ahol p és ¢ is egész. A szabéaly
annal egyszertibb, minél kisebb ¢. Feladatunk tehat az, hogy a 0,2422 értéket mi-
nél kisebb nevezgjd racionalis szammal, minél jobban kozelitsiik. Ekkor nyilvan
kompromisszumra kényszeriiliink, de gyakorlati szempontbol elég lehet egy meg-
adott pontossag, pl. a Gergely-naptar csak 0,0003 napot ,téved" és a kérdéses
nevezd 400.

Hasonl6 problémat vet f6l M. Camus a XIX. szazadban [1|: Tegyiik fel, hogy
rendelkezésiinkre all egy olyan tengely, amely 12 6ra alatt tesz meg egy teljes fordu-
latot. Készitsiink egy olyan fogaskerék rendszert, mely utolsé tagjanak tengelye 1
tropikus év alatt fordul meg. Ezeket percekre atvaltva, a két tengely forgasidejének
aranya 720/525949-nek adodik. Egyszert megoldas lehetne, ha a 12 ora forgaside-
ji tengelyre felhelyeziink egy 720 fogu kereket, amit Gsszekapcsolunk egy 525949
foguval. Ez utobbi akkor pont egy év alatt tenne egy teljes fordulatot. Ezzel az a
gyakorlati probléma, hogy tal nagy fogaskerekeket igényelne. Ezt elkeriilhetjiik, ha
tobb fogaskereket kapcsolunk 6ssze. Ha van egy 1 perc alatt koriilforgé tengelytink,
és szeretnénk egy 1 ora alatt koriilforgo tengelyt, azt pl. agy tehetjiik meg, hogy
legyen a kiindulési tengelyen egy 10 fogu kerék. A masodik tengelyen legyen egy
60 fogu és egy 8 fogi kerék. Ezt a 60 fogi keréken keresztiil kapcsoljuk a kiindulasi
tengely 10 fogu kerekéhez. Ezaltal a masodik tengely forgési ideje 6-szorosa az
els6jének, hiszen az els6 tengely fogaskereke 6-szor fordul korbe, mire a méasodik
tengely nagy fogaskerekének 60 fogén végighalad. Ha a masodik tengely 8 fogu
kerekét egy harmadik tengelyen 1év 80 fogu kerékhez kapcsoljuk, akkor hasonlo
okoskodéas mutatja, hogy a harmadik tengely forgasi ideje 10-szerese a masodiké-
nak és igy 6 - 10 = 60-szorosa az elsGjének, tehat 60 perc alatt fordul meg, amit
akartunk. Ebben az esetben a kiindulési forgasidg, és az elérendé forgéasidé aranya
1/60, amely felirhaté 10/60 - 8/80 alakban is, ami éppen az &ltalunk is hasznalt
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fogaskerék-osszeallitasnak felel meg. Megtudnank-e ezt tenni a 720/525 949 eseté-
ben is, Ggy hogy kerekeink fogainak szama ne legyen ttl nagy (pl. legfeljebb 100)?
Sajnos nem, mert akirhogy iigyeskediink az egyik nevezg legalabb 525 949, hiszen
ez egy primszam. Hogy mégis valamilyen megoldést talaljunk, lemondunk a teljes
pontossagrol és probalunk egy olyan 720/525 949-hez kozeli racionalis szamot keres-
ni, amelynek mind szamlal6ja, mind nevezGje csak kis primosztokkal rendelkezik.

4.2. A hangolas problémaja

Ha valamilyen targgyal hangot keltiink, akkor a keletkezett alaphang szinét annak
felharmonikusai (olyan hangok, melyek frekvenciaja az alaphang egész szamu tobb-
szorosei) hatarozzak meg. (Ez alapjan ismerjiik fel pl. a kiilonb6z6 hangszereket.)
Legyen az alaphang frekvencidja v; ekkor az alaphang és a 2v frekvenciaju hang
kozotti hangkoz az oktav, mig a 2v és 3v frekvencia kézotti hangkdz a tiszta kvint
(a hangkoz tehat az aranyra vonatkozik, igy az alaphang és a 3/2 v frekvenciiji
hang tavolsaga is tiszta kvint). A zenében ennél finomabb hangkézokre is sziikség
van. Ezek kijelolésekor azonban probléméak meriilhetnek f6l, amit az ugynevezett
pitagoraszi hangsoron mutatunk be. A pitagoraszi hangsor megalkotasaban két
szabaly, ill. azok inverzei hasznalhatok:

(1) egy frekvencia megkétszerezése/felezése;
(2) egy frekvencia méasfélszeresének /kétharmadanak vétele.

Példaul az alaphangra kétszer alkalmazva a (2) szabalyt, majd a kapott hang
felét véve, az alaphang 9/8-ahoz jutunk, igy lépve egy nagy egész hangnyit az
alaphang frekvencidjarol. A nyugati zene az oktavot 12 kézre bontja, és ezekbdl
épitkezik. Ezek félhangnyi téavolsagokra vannak egymastol, tehat 6 egész hangot
lépve el kellene jutni a kiindulési frekvencia kétszereséhez. Csakhogy hat egész
hangnyi lépés utén a kiindulasi frekvencia (9/8)%-szorosahoz jutunk, és

9 6 312
(5) -2
Ezt az ellentmondést pitagoraszi kommdnak nevezi a zeneelmélet. A két oldal
kozotti kiillonbség ugyan egy félhang 1/5-nél kisebb, de jo fiillel hallhato, és hal-
mozddva kilépilink a mi eredeti hangnemébdl. Az ellentmondas feloldésara, enyhi-
tésére tobb vagy méas szabalyokat alkalmazo hangolasokat (Helmholtz-féle, tiszta,
kiegyenlitett, kozéphangu temperalas) hasznalnak, de minden esetben csak komp-

romisszumos megoldashoz juthatunk, tokéletesen tiszta hangzas nem érhet§ el.
A pitagoraszi komma abbdl ered, hogy a szidmelmélet alaptétele miatt a

P = 34
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egyenletnek nincs megoldasa az egész szamok halmazan. El6z6 egyenletiinket kettes
alaptu logaritmust véve kissé alakitsuk at:

p
a = 10g2 3.

Meggondolasunk azt jelenti, hogy log, 3 irracionalis, és hangskalank kialakitasa
azon mulik, hogy ezt mennyire jol tudjuk racionélis szammal kozeliteni.

4.3. Matematikai megkozelités

El6z6 probléméaink tehat arra vezettek, hogy egy szamot kis nevez§jd racionélis
szammal minél jobban kozelitsiink. Ezt az igényiinket fejezi ki a kovetkezd definicio.

4.1. Definicié. Legyen x tetsz6leges valos szam. A p/q tovabb nem egyszertsithetd
racionélis szamot = egy legjobb kozelitésének nevezziik, ha barmely a/b racionalis
szamra, melyre ¢ > b,
P a
\x‘g\ <=3l

azaz p/q kozelebb van a-hez, mint a/b.

Latni fogjuk, hogy egy szam legjobb kozelitései csakis szeletei és a szeletekbdl
kapott koztes hanyadosai lehetnek! Ha egy szdamot tehat jol szeretnénk kozeliteni,
akkor érdemes szeleteinek vizsgalataval kezdeni.

4.2. Tétel (|7, Theorem 15]). Legyen x tetszdleges pozitiv valds szdm és legyen p/q
az x szdm egy 2-nél nagyobb nevezdji legjobb kozelitése. Ekkor p/q egybeesik x
valamelyik szeletével vagy két eqymds utdni szelet valamelyik kéztes hdnyadosdval,
azaz létezik olyan n € {0,1,2,...} ésk € {1,2,3,...}, melyre

D kpn + pn—1

q  kgn+qn-1’

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy « = [ag; a1, az, ...]. (Ezt megtehetjiik, hiszen tudjuk,
hogy minden szam felirhato véges vagy végtelen lanctortként.) Be fogjuk latni, hogy
p/q csak x egyik szelete vagy egymés utani szeletek valamelyik koztes hanyadosa
lehet. Indirekt modon bizonyitunk, tehat tegyiik fel, hogy p/q nem szelete az x-nek
és nem is all el két szomszédos szelet kdztes hanyadosaként.

A 3.2. Feladatban lattuk, hogy két racionalis szam medidnsa a két szam kozott
fekszik, és a 2.5. Feladatbol az is kovetkezik, hogy az = szam p,—1/¢n—1 €S Dn/qn
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kozott van. Feltevésiink szerint p/q nem szelet (tehat nem esik egybe egyetlen

Dn/qn szdmmal sem), és legjobb kozelités, ezért létezik olyan n, hogy

(11) ‘x Dot , barmely k£ < n -re.
QnJrl

<\x_fz\<\x_&
q dk

Rogzitsiik ezt az n szamot! Ekkor sziikségképpen p/q az (n — 1)-edik és az
n-edik szelet kozott van, hiszen a két szelet x ellenkezd oldalain fekszik, és p/q
mindkett6nél kozelebb van z-hez. A tovabbiakban feltessziik, hogy pn—1/¢n-1 <
Z < pn/¢n (forditott irdnya sorrend esetén a bizonyitas hasonlo). Figyelembe véve,
hogy p/q nem koztes hanyados, és hogy Pndpnor p pep szigortian monoton, és

lgn+qn—1
Pn/qn-hez tart, ha | — oo, létezik pontosan egy olyan [, amelyre

Ipn + pn—1 s a (I + 1)pp + pr-1
lgn + qn—1 (l + 1)Qn + qn-1

(12) b szigortian az kozott fekszik.
q

Ipnt+pn_1 (4+D)pr+pn—1
. lq,,LJrgnfl I(l+1)‘q”+qn71 . .
dn—1 q dn+1 dn
Az dltalunk feltett sorrend: pn—1/gn—1 < T < pn/Gn.
(+D)pr+pn—1 Ipnt+pn—1
, , (I+1Dgrn+gn—1 lgn+qn—1 .
Pn :IE Dnt1 P - DPn—1
qn An+1 q dn—1
A | forditott” sorrend: pn/gn < T < Pn—1/qn—1.
Ezért

q lgn + gn-1 (l + 1)Qn + Gn-1 lgn + gn-1

(9) segitségével kis szamolas utan belathato, hogy

pilanrpnfl‘ ‘(l+1)pn+pn71 lpn+pn71‘

1 < ‘p . lpn +pn—1‘
Q(ZQn + Qn—l) q lqn + Gn—1
és
I+ Dpn+pn-1 Ipn+pa 1

(Z + 1)Qn + Gn-1 lgn + gn-1 ‘ - ((Z + 1)Qn + Qn—l)(ZQn + Qn—l).




96 Danka Tivadar, Varga Tamds

Ezeket egymasba fiizve kovetkezik, hogy
1 - 1
Q(lQn+Qn—1) ((Z+1)Qn+Qn—1)(ZQn+Qn—1)’

ami csak akkor lehetséges, ha ((I + 1)gn + gn—1) < ¢. Tehat azt kaptuk, hogy
(l+1)pn+l)n—1 Ipn+pn—1
(I4+1)gn+qn—1 lgn+qn—1
kozelités nevezdje. Masrészt figyelembe véve, hogy pn+1/gn+1 kozelebb van a-hez,

mint p/q, az is igaz, hogy gnt+1 = ant+1qn + gn—1 > ¢ (kiilénben p/q nem lehetne
legjobb kozelités), ezért (I4+1) < an+1, és igy (a koztes hanyadosok most monoton
nének [-ben!)

az és az hanyadosok nevez6i kisebbek, mint a p/q legjobb

(l + 1)pn + Dn—1 < Qn+1Dn + Pn—1 _ DPn+1

(l + 1)(]71 + Gn—1 Gn+1qn + qn—1 B dn+1 .
A 2.5, Feladat szerint pp4+1/Gn+1 €S pn/gn az x szam ellenkezs oldalan fekszik. Ez
jelen esetben azt jelenti, hogy pnt1/¢n+1 < x. Ez pedig az imént megmutatott
egyenlStlenség szerint maga utén vonja, hogy az (I + 1)-edik koztes hanyados z-nél
kisebb, ami pedig (12) szerint implikalja, hogy

p (l + 1)pn + Pn-1
q (Z + 1)Qn + Gn-1

Ez azt mutatja, hogy az (14 1)-edik kdztes hanyados p/q és © kozott, és igy p/g-nal
z-hez kozelebb fekszik, ami g-nal kisebb nevezGje 1évén ellentmond annak, hogy
p/q legjobb kozelités.

Tehat p/q csak szelet vagy koztes hanyados lehet.

<.

Itt nem tériink ki a bizonyitasra, de belathato az alabbi tétel.

4.3. Tétel ([10, 7.13. tétel]). A p1/q1 szelettdl kezdve minden szelet legjobb kiozeli-
tés.

E rész eredményeit figyelembe véve mind a naptar- és érakészités sordn, mind a
hangskala tagjainak kijel6lésekor célravezets, ha legjobb kozelitéseket keresiink, és
ehhez els6 1épésben nincs mas dolgunk, mint szeleteket keresni, amit, mint lattuk,
algoritmikusan is megtehetiink (lasd (4)).

A naptarkészités esetében a 0, 2422 szamot kozelitjiik, ami tort alakban 2Ll

5000
Ekkor

1211 = 0 - 5000 + 1211, tehat ap = 0,
5000 = 4 - 1211 + 156, tehat ar = 4,
1211 = 7156 + 119, tehat as =1,

156 = 1-119 + 37, tehat az = 1,

119 =3-37+8, tehat ay = 3,
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és igy
1211 o 1 1 _ 1 _ 1
5000 156 1 1 1 ’
+ 517 5 4+71 4+ :
T Tt [
T 1+ .
3+§

amibdl az elsg 6t (nulladiktol a negyedikig) szelet: 0, 1/4, 7/29, 8/33, 27/152.
Megemlitjiik, hogy az els6 szelet a julianusi naptarnak felel meg (tehat minden
negyedik év szoksév). Figyeljiik meg a harmadik szeletet (minden 33 évben 8 sz6-
kéév). Ez kb. 4460 év alatt téved 1 napot, mig a most hasznalatos Gergely-naptar
(minden 400 évben 97 szoksév) kb. 3333 évente téved 1 napot. Megjegyezziik,
hogy az arab matematikus Omar Khajjam (1048-1131) javasolt egy a 33 év alatt 8
szokéévet alkalmazo naptéart [11].

Camus probléméja esetén a szeletek mellett mar a szomszédos szeletek koztes
hényadosainak vizsgalatara is sziikség lesz. Fzek kozott olyat keresiink, melynek
szamlaloja és nevezGje is kis primosztokkal rendelkezik. Ha (pl. az euklideszi al-
goritmussal megkeresett) szeleteket szemiigyre vessziik, sajnos nem tul kedvezsek
az altalunk tamasztott igény (kis primosztd) szempontjabol. Ezért a koztes hanya-
dosokat is megvizsgaljuk. Ekkor 31/22 645 és 33/24 106 szeletek koztes hanyadosai
kozott talaljuk a 196/143 175 szamot, amit szamunkra kedvezd tényezdk szorzatéra
bonthatunk, példaul:

196 10 10 7 7
143175 25 75 23 83

Ez egy 5 tagbol allo fogaskerékrendszert hataroz meg, melynek kozépsé hérom
tengelyén kettG-ketts, a két szélsén pedig egy-egy fogaskerék talalhato: az elsé ten-
gelyen egy 10 fogu kerék van, ami a mésodik tengely 25 fogt kerekéhez kapcsolodik,
a masodik tengely 10 fogu kereke a harmadik tengely 75 fogu kerekéhez, a harmadik
tengely 7 fogu kereke a negyedik 23 fogu kerekéhez, végiil a negyedik tengely 7 fogu
kereke az 6t6dik egyetlen 83 fogt kerekéhez kapcsolodik. Ennek eredményeként az
6todik tengely szogsebessége az els§ tengely szogsebességének 196/143 175 része,
igy ha az els6 tengely fél naponként fordul meg, akkor az 6tédik 4/196 perc hijan
egy tropikus év alatt tesz meg egy teljes fordulatot. (Ez a hiba abbol szarmaazik,
hogy 196/143 175 csak kozelitése 720/525 949-nek.)

Az oktav felosztasaban, mint lattuk egy irracionalis szdmot, a logy3 =
[1;1,1,2,2,3,1,5,2,23,...]-at kell kozeliteniink, aminek els6 szeletei: 1, 2, 3/2,
8/5,19/12, 65/41. Ezek szerint
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_ olog, 3 o 919/12
3 — 9log, ~2/,

vagy, ami ezzel ekvivalens,
§ ~ 27/12,
2

Ez azt mutatja, hogy ha az oktavot 12 egyenld részre osztjuk (tehat amiben a
szomszédos hangok aranya 2'/12, ez az un. kiegyenlitett hangolas), akkor a tiszta
kvinthez 7 félhangnyi lépés utan ériink a legkozelebb ebben a rendszerben; ekkor
ugyan nem lesz meg a tokéletes 3/2-es arany, de a tiszta kvinttol csak a félhang kb.
2%-val tériink el, és 12 lépést kovetSen pontosan oktéavot ugrunk. A nyugati zene
tehat az egyik legjobb kozelitésnek megfelels 12 foku skalat hasznélja. Erdekesség
az is, hogy a tradicionalis kinai zenében vagy a nyugati vilag népzenéjében otfoku
skala figyelhet§ meg, ami a harmadik szeletnek (8/5) felel meg.

5. A Pell-egyenlet

Allitolag Arkhimédész nevéhez fliz6dik a kovetkezs Eratoszthenésznek ajanlott fel-
adat, a ,problema bovinum" (kb. szarvasmarha probléma), ami Vekerdi Laszlo
forditasaban igy hangzik [6]:

Hany marhat szamlalt a Napisten nyéja, baratom
Gonddal szamold ki, hogyha vag az eszed
Hanyat 6riztek Szicilia tag legeldin,
Négy kisebb részre bontva az isteni nyajt.
Mindegyik rész mas szint volt. Hoszin a legelsd,
Egy masik résznek szine sotét fekete.
Barna a harmadik, a negyedik meg tarka-iromba.
Mindben t6bb a bika és kevesebb a tehén.
Tébben voltak a barna bikak ott, mint a fehérek,
Mégpedig a feketék harmadaval s felivel.
Tarkak szamanak negyedével és 6todével
Muilta feliil feketék szama a barnéakét.
Tarkak is tultettek a barnakon a fehérek
Egyhatodaval s még egyhetedével ra.
Igy a bikak. Hat a tehenek? Koziiliik a fehérek
A fekete marhak harmadat s negyedét
Alkottak. Fekete tehenek meg a tarka
Marhék egynegyedét, s rd még egyotodét.
Tarka-iromba tehén volt egy6téd- és hatodannyi
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Ebben a csordaban, mint a barna barom.
Végiil barna tehén hatodannyi s még hetedannyi,

Volt mint tiszta fehér marha (tehén s bika is).
Hogyha kiszdmitod szinenként hany bika volt ott

Es tehenekbdl hany - szamok mestere vagy.

Bélcesnek azonban nem mondhatnak, mig figyelembe
Nem veszed azt is, amit még hozzéateszek im:

Bontsd a bikdk nyajat két részre: fehér s feketékre
Egy részben, masba barna s tarka keriil.
Akkor az els§ rész sorakozhat négyzetalakban
S haromszogletii szép rendben a tébbi bika.
Hogyha a problémat tigy oldod meg, hogy ez is vag
Gyd6zelmed teljes, s hires lesz a neved.

A részletes megoldast itt nem kozoljik, az érdeklsds olvasd megtalalja pl. [6]-
ban. A sziéveg els része alapjan egy linearis diofantoszi egyenletrendszert kapunk.
Az utolso rész (Bontsd a bikak ...) tovabbi megszoritasokat jelent, és a diofan-
toszi egyenletrendszerbdl nyert eredmények alapjan végiil az alabbi, nemlinearis
diofantoszi egyenlethez jutunk:

22 —dy? =1,

ahol d = 410286423 278 424 és x, y pozitiv egész szamok.
Kapott egyenletiink az un. Pell-egyenletek egy specialis esete (a jobb oldal 1),
an. Fermat-egyenlet.

5.1. Definici6. Ha d és N egész szamok, akkor az 22 — dy?> = N egyenletet Pell-
egyenletnek nevezziik.

A megoldasokat a pozitiv egész szamok halmazan keressiik.

Ha d negativ szam vagy teljes négyzet (d = a?; és igy az egyenlet bal oldala
(x — ay)(y + ay) alakot 6lt), akkor konnyen lathato, hogy csak véges sok megoldas
van. Az az érdekes eset, amikor d pozitiv és nem teljes négyzet. Ekkor a megoldasok
megtalélasaban nagy segitségiinkre vannak v/d szeletei, ugyanis igaz a kovetkezs
tétel.

5.2. Tétel ([10, 7.24. tétel]). Legyen d pozitiv egész, de mem teljes négyzet, és
jelélje \/d szeleteit rendre p,/qn. Ha |N| < Vd, és (s,t) olyan megolddspdrja az
22 — dy? = N Pell-egyenletnek, melynek tagjai relativ primek, akkor van olyan n
pozitiv egész, hogy s = Py, t = qp.-



100 Danka Tivadar, Varga Tamds

A Vd mennyiség, ha d nem teljes négyzet, akkor an. kvadratikus irraciond-
lis szam. A kvadratikus szamok olyan szamok, amelyek elGallnak egy méasodfoku
egyenlet megoldasaként.

5.3. Feladat. Legyen ¢ egy irracionalis szam. Mutassuk meg, hogy akkor és csak
akkor kvadratikus, ha léteznek olyan a, b, ¢ egész szamok (b > 0 nem négyzet szam,

¢ #0), hogy & = =2/b,

A kvadratikus szamok jellemezhetSk lanctorteik segitségével is. Nevezziik az
[ap;a1,a2,...,an,...] végtelen lanctortet periodikusnak, ha van olyan r pozitiv
egész, hogy any, = a, valahonnét kezdve minden n-re. Ezt ugy jeloljik, hogy az
ismétldds lanctortjegy szakasz f6lé egy vonalat irunk, tehat

[bo;bl,...,bm,ao,...,ar_l,ao,...,ar_l,...]: [bo;bl,...,bm,ao,...,ar_l].

Belathato, hogy egy irracionalis szam akkor és csak akkor kvadratikus, ha lanctort-
kifejtésének alakja periodikus [10, 7.19. tétel]. Azt a legkisebb r-t, amelyre a4, =
a, valahonnét kezdve minden n-re, a lanctort periddusanak nevezziik.

Ha a kvadratikus irracionalis szamunk v/b alaka (tehat a = 0, ¢ = 1 az 5.3.
Feladatban), akkor igazolhat6, hogy v/b = [ag; a1, ..., a,_1, 2ag] valamilyen r peri-
odussal. (Ez akkor is igaz, ha ap = 0.) A most megemlitett fogalmak segitségével
el6z6 tételiinknél tébbet is mondhatunk, ha N = +1.

5.4. Tétel ([10, 7.25. tétel]). Legyen d olyan pozitiv egész, amely nem négyzetszdam.
Jelolje r a \/d szam lanctort alakjinak periddusdt, Dn/qn pedig a szeleteit. Ekkor
az x2 — dy? = %1 Pell-egyenletek pozitiv megolddsairdl a kévetkezdét mondhatjuk.

Ha r pdros, akkor az 2 — dy? = —1 egyenletnek nincs megolddsa, mig az x> —
dy? = 1 egyenlet pozitiv megolddsait az T = Ppr—1, Y = Qnr—1 Szdmpdrok adjdk.

Ha r pdratlan, akkor az x = ppr—1, Y = qnr—1 Szdmok pdratlan n-ekre megadjdk
az 2 —dy? = —1 egyenlet, pdros n-ekre pedig az x2 —dy? = 1 egyenlet dsszes pozitiv
megolddsdat.

Befejezésként megemlitjiik, hogy az 22 — dy? = 1 egyenlet pozitiv megoldasait
egy érdekes modon is elgallithatjuk [10, 7.26. tétel]. Az el6zdek szerint a (po, qo),
(p1,q1), ... sorozat tartalmazza az x> —dy? = 1 egyenlet Gsszes pozitiv megoldasat.
Tudjuk, hogy mind p,,, mind ¢, szigortan monoton névs, ha n > 1. Ha (x1,y1)
jeloli a legkisebb pozitiv megoldasokbol 4ll6 part, akkor a tobbi pozitiv megoldast az
Ty + ynVd = (z1 +1y1V/d)" Ssszefiigges adja meg (elvégezziik a hatvanyozast, majd
a V/d-t tartalmazo, ill. nem tartalmazé tagokat csoportositjuk). 1-t6l killonbozé
N-ekre sajnos nem ismert ilyen atfogo osszefiiggés.
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