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felgombmodellen

H. TEMESVARI AGoTA, HORVATH JENG

Egy el6z6 dolgozatunkban [8] definidltuk a Poincaré-féle félgdmbmodellt, bevezet-
tiik az egyenesre vonatkozo tiikrozést. Megmutattuk, hogy ha adott két kiilonb6zs
pont, akkor létezik egyenesre vonatkozo tiikrozés, amely egyik pontot a masikba
viszi at. Ebbdl kovetkezik, hogy egy tetszéleges pont a modell polusaba tiikrézhe-
t6. Targyaltuk a haromszog nevezetes vonalait és pontjait. Néhany olyan példat is
vettiink, amelyek igazak az euklideszi sikon, de a hiperbolikus sikon nem. Ezeket
egy-egy egyszer( ellenpéldaval bizonyitottuk. Jelen dolgozatunk négy részre tago-
zodik: 1. Megjegyzések a [8] dolgozathoz. 2. Ujabb bizonyitasok. 3. Ellenpélda.
4. Szerkesztések a modellen.

1. Megjegyzések a [8] dolgozathoz

1.1. Az euklideszi szem (f6leg, ha nem talalkozott az euklideszi geometria axioma-
tikus felépitésével) nehezen fogadja el, hogy egy sikban egy egyeneshez egy ra nem
illeszkedd ponton at legalabb két nem metsz6 egyenes hiizhaté. Az 1. abra alapjan
a modellen ez nyilvanvalo.

1. abra
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1.2. A hiperbolikus geometridban hdromféle sugdrsor van és nem kettd (2. abra).

2. dbra 3. adbra

1.3. A hdromszdg belsd szogfelezdi eqy ponton mennek dt. Ez bizonyithato ugy is,
hogy vessziik két belss szogfelezd metszéspontjat, mely egyenls tavolsagra van a hé-
romszog mindharom oldalatol és ez a pont illeszkedik a harmadik belsé szogfelezére
is. Két kiilsé és a harmadik csicshoz tartozo belsd szogfelezék azonban alkothatnak
metszd, pdrhuzamos, vagy nem metszé sugdrsort. Az utobbi esetekben az el6z6
gondolatmenet nyilvan nem alkalmazhato [8] 1.2.

1.4. Hasonl6 a helyzet a magassidgvonalak esetén 3. abra.

1.5. Euklideszi geometridban megszoktuk, hogy a haromszog oldalfelezé merdslege-
sei egy ponton mennek at. Ez kdnnyen bizonyithato, ha v > max(«, ) és a+5 > 7.
Ilyenkor a koriilirt kor kézéppontja a haromszog pontja. Ha v > a + 3, akkor a
felez merdlegesek kiils§ pontban metszhetik egymaést. [8] 1.5.-ben lattuk be (4.a,
4.b abra), hogy ha a haromszog harom cstcsa egy paracikluson, vagy hiperciklu-
son van, akkor a hdromszdog oldalfelezd merdlegesei pdrhuzamos, illetve nem metszd
sugdrsort alkotnak.

1.6. Az el6z6ek ismeretében kénnyebben érthetévé valik Bolyai Farkas euklideszi
helyettes axiomaja. Ha hdrom pont nincs egy egyenesen, akkor egy kérén vannak.
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2. Ujabb bizonyitasok a modell segitségével

2.1. A hdromszdg szdgeinek dsszege kisebb, mint 180° (m). Aki ismeri a Legendre-
féele szogtételeket, azok szamara nyilvanvalé. Most sztereografikus projekcio se-
gitségével bizonyitunk. Tiikrozziik a haromszog egyik csicsat a modell polusaba.
Legyenek a tiikrozott haromszog csicsai A, B és C, A pedig a modell polusa (5.a
abra). A transzformalt haromszog A csticsnal levd « szoge a megfelel§ euklideszi
sz0ggel egyenls. (Az AB és az AC félkorck g-re merdlegesek, szogiik o). Egészit-
siik ki a modell félgémbjét teljes gbmbbé. Jeldlje Ay, By, Cy az A, B, C pontok g
hatarkor sikjara valo tiikorképeit. A vetiileti bran ezeknek a pontoknak a vetiile-
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tei egybeesnek az A, B, C' pontok vetiileteivel. Legyen A; = S a sztereografikus
projekcio centruma. Ebbdl a pontbol vetitjiik a gombfeliilletet az A pontban a
gémbhoz huzott érintésikra. Az AB és az AC oldal sztereografikus vetiilete egy-
egy szakasz, a B, C, By, C1 pontok egy kéron vannak. Tekintettel arra, hogy B
és C1 a kiegészits félgombfelileten vannak, A, B, By és A, C, C; a 5.b. &bran
lathaté modon helyezkednek el. Az ABC' ivharomszogben a szégek Osszege kisebb
180°-nal (m-nél).

a) b)
5. abra

Megjegyezzik, hogy ha a B és a C cstuicsokat kiilon-kiilén a polusba tiikrozziik,
akkor az ezeknél a csticsoknal levs szogek is valodi nagysagban jelennek meg. A
szogeket atmasolva ,ellendrizhetjik”, hogy az ABC haromszog szogosszege kisebb
180°-nal (v.6. 4.1. pont 12. abra).

2.2. Aszimptotikus hdromszdgnek, vagy hatarharomszognek nevezzilk azt a hé-
romszoget, melynek ,cstcsai” a g hatarkérén vannak (g pontjai nem tartoznak a
modellhez). Kénnyen meggydzédhetiink arrol, hogy ezekben a cstcsokban az egye-
nesek (félkorok) érintsje kozos. Igy azt is mondhatjuk, hogy a hatarharomszog
szogei 0°-osak.

Legyen ABC és A’B’'C’ két hatarharomszog (6. 4bra). Belatjuk, hogy a ha-
tarhdromszogek egybevagdk. A 6. abra jeloléseit hasznaljuk. A BC egyenes tiik-
rozéssel atvihets az B'C’ egyenesbe. Ha A képe nincs A’-vel azonos félsikban,
akkor a B’C’ egyenesre vonatkozo tiikrozéssel elérhetjiik, hogy egy félsikban he-
lyezkedjenek el (az abran ez az eset lathato). Jeloljiik a tiikorképpontot A”-vel.
Ha A’ # A”, akkor legyen Ko az A’A” és a B'C’ egyenesek metszéspontja. A to
egyenesre vonatkozo tiikrozés utan A” képe A’, a B’ és a C’ csticsok felcseréléd-
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nek. Tehét maximum 3 tiikrozés egymasutanjaval az ABC' haromszog atvihets az
A’ B'C’ haromszogbe.

K,

6. abra

Ez alapjan Gauss helyettes parhuzamossagi axiomaja is vilagos, mely szerint, ha
barmely hdromszognél nagyobb teriileti haromszog létezik, akkor az euklideszi geo-
metria érvényes. (A hiperbolikus geometridban a legnagyobb teriiletd haromszog
a hatarharomszog.)

2.3. Bebizonyitjuk az euklideszi geometridban jol ismert tételt.

Tétel. Hegyesszogii hdaromszogbe irt hdromszéogek kozil a talpponti hdromszog ke-
rilete a legkisebb.

A tétel bizonyitasahoz felhasznéljuk a kovetkezd segédtételt.

Segédtétel. Legyenck Py P>C és P3PyC egyenld szdri hdromszogek, szdrszogik
egyenld, tovibbda CP3 = CPy < CPy = CPy. Ekkor P3Py < P\ Ps.

Bizonyitas. Tiikrozziik a C' pontot a modell poluséba, vele egyiitt a haromszogeket
is. Az igy kapott haromszogek vetiiletei is hasonlé tulajdonsagokkal rendelkeznek,
mint az eredeti haromszogek. Nyilvan elérhets, hogy a tiikrozés utan a haromszégek
a 7.a dbra szerinti helyzetbe keriiljenek. Legyenek M és M3 olyan pontok, melyekre
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CMl 1 P1P2 és CMg 1 P3P4. Elég bebizonyitani, hogy M1P1 > M3P3. TOL]uk el
CM; mentén My Pi-t ugy, hogy az M; pont Ms-ba keriiljon at.

Megmutatjuk, hogy P; eltoltja nem keriilhet az M3 P; szakaszra. Teljesiil, hogy
M3sPsCq > M1P,C4. Ellenkezd esetben az Mj Py PsMs négyszogben a szogek
Osszege legalabb 360° lenne. Legyen QQ € M3P5;. Az M3QC szbg a Q P3C haromszog
kiils6 szoge, igy M3QC4 > M3P3C4 > My P,C4. Ezért Py eltoltja az M3 P; szakasz
P5-n tuli meghosszabbitdsan van, azaz M1 P; > M3Ps. Igy P3Py < P Ps.

6
C
P, M, P, P Q R P,
Q Q
B, l P,
M, A P B
a) b)
P
P, C *
A ’ k: ™ B

7. abra

A tétel bizonyitasa. Legyen ABC tetszéleges hegyesszogi haromszog. Tikrozziik
a haromszoget tgy, hogy C' a modell polusaba keriiljon (7.b abra). Legyen PQ'R’
egy beirt haromszog, ahol P € AB, Q' € AC, R’ € BC. Tiikrozziikk P-t a BC és
az AC oldalra, a tiikorkép pontok P; és Py. (Az AC és a BC egyenesek a polusra
illeszkednek, vetiileteik a g hatarkor atmérdsi, igy a tiikrozés euklideszi értelemben is
titkrozés.) A PQ’'R’ haromszog keriiletére PQ'+Q'R'+R'P = P,Q'+Q'R' + R' P,
teljesiil. Ez utobbi akkor a legkisebb, ha Py, @', R', P, egy egyenesen vannak.
Legyenek Q = PP, N AC, R = P P, N BC. Ezek a pontok léteznek, hiszen a
haromszog hegyesszogi. A P ponthoz tartozo egyetlen legkisebb keriiletd beirt
haromszog van, ez a PQR haromszog.

A tiikr6zések miatt P,C = PC = P,C, igy a P, P,C haromszog egyenl§ szard,
szarszoge 2, alapja pedig a P-hez tartozo legkisebb keriiletti beirt haromszog ke-
riillete. A P pontot valtoztatva, az el6z6 gondolatmenet alapjan a keletkezd Py PoC
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haromszogek egyenld szartuak, szarszogik 2+, alapjuk a széban forgd P ponthoz
tartozé minimaélis keriilet beirt haromszog keriilete. A segédtétel értelmében az
alap akkor a legkisebb, ha a szar minimalis, azaz CP az ABC héaromszog ma-
gassagvonala (7.c abra). Jeloljik Ci-gyel a C-bgl indulé magassag talppontjat.
Szerkessziik meg ehhez a ponthoz tartozé minimalis keriilet beirt haromszoget,
C1B1Aq-t.

Belatjuk, hogy Bj, Cj is magassagtalppontok. Ha pl. Bj nem lenne magas-
sagtalppont, akkor az elgzéek alapjan létezne C7B1A;j-nél kisebb keriiletd beirt
haromszog, amelynek lenne C4-t61 kiilonb6zs cstucsa az AB oldalon, ami nem le-
hetséges.

A tiikr6zésekbdl adodik az is, hogy C1 A1 B4 = B1A1Cy, AyB1Cq = C1B1A,,
B1C1 A4 = A1C1C. A fentiekbdl kovetkezik, hogy a hegyesszogii A BC haromszog
magassagvonalai a talpponti haromszog szogfelezsi.

Megjegyzések. 1. Ha v > 90° (7.d abra), akkor a beirt haromszogek keriilete
nagyobb 2CC1-nél és ez nem javithato.

2. Fuklideszi esetben kénnyen adodik, hogy az A1 B1C, BiC1 B, C1B1A ha-
romszogek az ABC haromszoghoz hasonlok.

3. Euklideszi geometridban a P; PoC' egyenld szara haromszogek hasonlok, igy
a segédtétel allitasa nyilvanvalo.

4. Euklideszi sikon H. Schwarztol szarmazik egy megoldas, hat tiikrozéssel.
Fejér Lipot II1. éves egyetemi hallgatoként Berlinben volt Schwarznél, ahol megis-
merte az § megoldasat. Fejér Lip6t még Berlinben megtaldlta és bemutatta eukli-
deszi esetben a fenti bizonyitast, ami Schwarznak is nagyon tetszett.

2.4. Ciklusokba irt négyszogek. Az irodalomjegyzékben felsorolt [4], [6] dolgo-
zatokban foglalkoztunk harnégyszogekkel. Megmutattuk, hogy hirnégyszégekben
két szemkozti szO0g Osszege megegyezik a masik két szemkozti szog Osszegével. A
bizonyitdsban a hurnégyszoghoz tartozd kor kbzéppontja szerepet jatszott. A huar-
négyszogekre vonatkozo tétel megforditasanal még fel kell tenni, hogy a négyszog
harom cstcsa altal meghatarozott haromszognek 1étezik koriilirt kére. Ekkor mér
a negyedik cstcs is rajta lesz ezen a koron. A [8] dolgozatban foglalkoztunk a pa-
raciklussal és a hiperciklussal. Ezeket a modellen jol tudjuk szemléltetni. Végtelen
sok szimmetria tengelyiik van. Kérbe irt haromszog oldalfelez6 merélegesei metszd,
paraciklusba irt haromszog esetén parhuzamos, hiperciklusba irt hdromszog esetén
nem metsz6 sugarsort alkotnak.

A kovetkezSkben csak paraciklusba és hiperciklusba irt négyszogekkel foglalko-
zunk. Felhasznaljuk azt, hogy ha a cikluson felvesziink két pontot, akkor ezek ¢
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szimmetria tengelye a ciklusnak is szimmetria tengelye. Paraciklus esetén a ponto-
kon a4tmeng t-vel parhuzamos egyeneseknek is szimmetria tengelye ¢, hiperciklusnal
pedig a megfelels nem metsz6 egyenesekre teljesiil ugyanez. Igy a 8.a és 8.b abrakon
az azonosan jelolt szogek egyenldk.

8.a abra 8.b abra

Legyenek a ciklusba irt négyszog cstucsai Py, P, P3, Py, C pedig a tartépont. Ekkor

P1P4C<[ = P4P1C<[ =£g,
P3PyCq = PLP3Co = o,
PyP,Cy = PLP,Cq = 0,
P3P Cq = P P3Cq = 1,
azaz a ciklusba irt négyszég két szemkézti szdgének dsszege a mdsik két szemkozti

s26g 0sszegével egyenld.
A tétel megforditasa is igaz.

Tétel. Ha eqy négyszog két szemkozti szogének Osszege egyenld a mdsik két szem-
kézti szdg dsszegével, akkor a négy pont vagy egy kordn, vagy egy paracikluson, vagy
egy hipercikluson van.

Bizonyitas. Bizonyitds. Legyenek az ABCD négyszog szogei rendre a, v, 3, 0.
Tegyiik fel indirekt, hogy

(1) at+y=p8+9
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teljesiil és a négyszog cstuicsai nincsenek egy cikluson. Tekintsiik az A, B, C' pon-
tokon atmend ciklust. Ez lehet kor, paraciklus, vagy hiperciklus. Tegyiik fel, hogy
D nincs ezen a cikluson. Legyen D’ az AD egyenes és a ciklus A-t6l kiillonb6zé
metszéspontja (9. dbra). Az ABCD’ négyszog ciklusba irt négyszog, ezért

(2) aty =g+,

ahol ~'-vel és §’-vel az ABC D' négyszog C-nél és D'-nél levs szogét jeloljiik. (1)
és (2) alapjan v/ — vy = ¢" — 0, azaz

(3) == +0

A DCD’ haromszogben ¢’ belss szog, § kiils§ szog, ezért 6 > 6'. A (3) egyenlség
nem allhat fenn, hiszen v/ — v > 0. Ebbgl kovetkezik, hogy D a cikluson van. Ha
D a cikluson beliil van, akkor is hasonléan bizonyithato az allitas.

2.5. Keriileti szogek tételének dltaldnositdsa paraciklusra és hiperciklusra. [4],[6]
dolgozatokbol tudjuk, hogy hiperbolikus geometridban nem teljesiil az euklideszi
geometridban szokott modon megfogalmazott keriileti szogek tétele. A kovetkezd
megfogalmazasban méar abszolut tétel.

Tétel. Legyenek A és B a c ciklus rogzitett pontjai, C' pedig az A és a B pontok
dltal meghatdrozott egyik ciklusiv pontja. Ha C mozog ezen az iven, akkor az ABC
hdromszog a, B, v szdgeire teljesiil, hogy o+ B — « dllandd. Ha C a kisebbik tven
van, akkor ez az dllandd negativ, ha a nagyobbikon, akkor pozitiv.

A bizonyitast az Olvaséra bizzuk.
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Megjegyzések. 1. Amennyiben a ciklus kor és AB a kor atmérdje, akkor a+S8—+ =
0, azaz v = o + B (Thalesz tétel).

2. Euklideszi esetben v+ 54y = 180°, tehat a+ 3 —~y, tehat 180° — 2y allando,
azaz vy allandé. Ekkor a v = a + § egyenlséghdl v = 90° adodik.

2.6. Két kor egyike tartalmazza a masikat. Rajzoljunk kozéjiikk a két kort és
egymast sorban érints koroket, egy korlancot képezve (10.a abra). Elgfordulhat,
hogy az els6 és az utols6 kor érintkezik, a korlanc zart. Steiner azt allitotta, hogy
ha ez egyszer megtortént, akkor barhol rajzoljuk meg az elsg kort, mindig zart
korlancot kapunk a fenti modon. A korok szama véges. Az euklideszi sikon agy
bizonyithatunk, hogy a két kort inverziéval koncentrikus korokbe vissziik 4t, amely
esetben az &llitas nyilvanvalo.

10.a abra 10.b abra

Bizonyithatunk tgy is, hogy sztereografikusan felvetitjiikk a koroket egy gémbfe-
liletre, majd alkalmas sztereografikus vetitéssel a hatarold két kort koncentrikus
korokbe vetitjiik. Az érinté korok képei tovabbra is érinté korok lesznek. Ebbél az
is kovetkezik, hogy hasonlo allitas igaz gémbfeliileten is.

Belatjuk, hogy a fenti allitas igaz hiperbolikus sikon is. Egészitsiik ki a modell
félgdmbjét teljes gombbé (10.b abra). Vegyiik a két korhoz tartozo érintskuapokat.
A kipok csticsait 6sszekotd egyenes metszi a gémbfeliiletet. FEzen metszéspontok
egyikébdl vetitsiik sztereografikusan a gombfeliiletet a ponttal atellenes érint&sik-
ra. A két kor képe két koncentrikus kor lesz. Ebb&l méar kovetkezik allitasunk
helyessége.

2.7. Végiil harom feladat kozépiskolai példatarakbol.
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a) Négy kor ciklikusan érinti egymast. Bizonyitsuk be, hogy az érintési pontok
egy koron vannak.

b) Négy kor ciklikusan metszi egymaést. A metszéspontok rendre Ay és Ay, By
és By, C1 és Co, Dy és Dy. Ha az Ay, By, C1, D1 metszéspontok egy kérén vannak,
akkor az As, By, Co, Dy metszéspontok is egy koron helyezkednek el.

¢) Adott hat pont A;, By, C1, A2, Ba, Co. Ha az Ay, By, Ca, a By, Cy, As,
valamint a C7, A;, By pontokon adtmend korok egy ponton mennek &at, akkor az
As, Bs, C1, a Bs, Co, A1, valamint a Cy, As, By pontokon dtmend kordk is egy
pontra illeszkednek.

Ezek az allitasok igazak a modellen. (Bizonyitani lehet sztereografikus pro-
jekeio alkalmazéasaval, vagy a hirnégyszogekre vonatkozo tételekre hivatkozassal.)
A feladatok érdekessége, hogy egyes korok helyett lehet ciklusokat valasztani és a
korokre vonatkozoé allitasok is moédosulhatnak ciklusokra.

3. Még egy ellenpélda

3.1. Morley tétel. A Morley tétel az euklideszi geometria egyik legszebb tétele.
Legyen ABC tetszéleges haromszog az euklideszi sikon. A 11.a abra szerint raj-
zoljuk be a haromszog szégharmadolo egyeneseit és jeloljiikk P-vel, @Q-val és R-rel
a szogharmadolo egyenesek metszéspontjait. A PQR hdromszég mindig szabdlyos
(fiiggetlen az ABC haromszog ,alakjatol”).

Mit mondhatunk a Bolyai-Lobacsevszkij sikon? Taldlunk-e olyan haromszoge-
ket, melyekre teljesiil a Morley tétel? Tekintsiink egy szabalyos hdromszoget. A
haromszog kozéppontjat tiikrozzik a polusba. A kozéppont koriil a haromszoget
120°-kal elforgatva a haromszog 6nmagaba megy at. Igaz ez a szdgharmadolokra
is. Igy a PQR haromszog is szabalyos lesz. Igaz a Morley tétel a hatarharomszo-
gekre is. Kérdés, hogyan lehet értelmezni a szogharmadolast, hiszen a haromszog
mindegyik szbge 0°. Két parhuzamos egyenes szogét felezni tudjuk.

11.a 4bra 11.b abra
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Tekintsiik az
1 1 n 1 1 n 1 1
2 4 8 16 25 26

%. Ez alapjan a 0°-os szognek is kozelitGen
megszerkeszthetjiik a harmadat. Vegyiik a szogfelez6t, majd ettdl ,balra” elhelyez-
ked§ szoget felezziik, az 0j szogszartol ,,jobbra” levs szoget felezziik, ezutan az 1j
szogszartol ,balra” feleziink, és igy tovabb. Igy kozelitéen megkapjuk a szoghar-
madolo6 egyenest. Megjegyezziik, hogy ezt a modszert tetszéleges szog harmadanak
kozelits szerkesztésére is hasznalhatjuk.

Most megadunk egy haromszoget. Legyen ABC a 11.b abran lev6 haromszog
(v = a+ B, AC = BC). Legyen tovabba a = = 3p, v = 6¢p, ahol 0° < ¢ <
15°. A 7.b abra jeltléseit és a Bolyai-Lobacsevszki geometriaban ismert formulakat
alkalmazva kiszdmolhatok az XY, X7 = Y Z szakaszok hiperbolikus koszinuszait:

végtelen mértani sort. A sor Osszege

©=5"  coshXY =8,154682... coshXZ = 29,712112...
@ =10° cosh XY =2,059516... cosh XZ =5,284542...
¢ =12° cosh XY =1,214143... cosh XZ = 2,351029...

Felhasznaltuk a szogekre és oldalakra vonatkozo koszinusz tételeket, a szinusztételt
és a derékszogl haromszogre vonatkozo cosh ¢ = cot «v - cot 3 Gsszefliggést.

El6szor kiszamoljuk a § = CX B4-t a szogekre vonatkozo koszinusz tételbdl,
majd a szinusz tételbdl a CX és X B szakaszokat. Egy derékszogii haromszoghdl a
7 B szakaszt, végiil koszinusz tétellel a cosh XY és a cosh X Z értékeket. Ezekben
a konkrét esetekben az XY Z haromszog nem szabalyos.

4. Szerkesztések a modellen

Ebben a részben konkrét szerkesztéseket végziink el a félgémb modellen. Felhasz-
naljuk azt, hogy a modell az euklideszi térben van. Felhasznalunk tovabba néhany
abrazold geometriaban alapvet§ szerkesztése, mint két sik metszésvonaldnak meg-
hatarozasa, doféspont szerkesztése, stb.

4.1. Adott egy hdromsziog. Hatdrozzuk meg a hdromszog szdogeinek dsszegét!

Megoldds. A szerkesztés didaktikailag is fontos. 2.1.-ben bizonyitottuk, hogy a
haromszog szégeinek Gsszege kisebb 180°-nal. Most a konkrét feladat kapcséan errdsl
meg is gy6z&dhetiink.

A sz6gek nagysagat akkor tudjuk merdleges vetiiletben megallapitani, ha a szog
csicsa a modell polusaban van. Ezért mindharom szdget kiilon-kiilon a podlusba
tiikkrozziik. Szerkesztéssel a szogeket egymas mellé felmérjiik. Ekkor mar le is
meérhetjiik a szogek Osszegét. (Az dbran a szogek Osszege kozelitSleg 163°.)
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Szerkesztéssel arrol is meggy6z6dhetiink, hogyha egy haromszoget tartalmaz
egy masik haromszog, akkor tartalmazott haromszog szogeinek Gsszege nagyobb a
tartalmazo haromszog szogeinek 0sszegénél.

4.2. Adott az e egyenes és a P rd nem illeszkedd pont. Szerkessziik meg a ponton
dthalado, egyenessel pdarhuzamos egyeneseket! Hatdrozzuk meg a pdrhuzamossdgi
szoget!

Szerkesztés. Tiikrozziik P-t és vele egyiitt e-t a modell polusaba. Legyenek e végei
Ay és As. Kossiik 6ssze P-t Aj-gyel és As-vel. Ekkor a parhuzamossagi szog (13.
abra) nagysagat is meg tudjuk allapitani.

A szerkesztésbdl az is leolvashato, hogy mekkora a parhuzamosségi szoghoz tar-
tozd parhuzamosségi tavolsag. Ezen kiviil az is jol lathatd, hogy a parhuzamossagi
sz0g novelésével a parhuzamossagi tavolsag csokken és megforditva.

4.3. Adott eqy hdromszog két oldala és az oldalak dltal bezdrt szdg. Szerkessziik
meg a hdromszoget!

Szerkesztés. Felvesziink a modellen egy ~ szoget és a kozrefogd a, b oldalakat (14.
abra, Cq cstcst sz0g). A v sz0g csicsat a modell polusaba tiikrozziik. Az oldalak
szakaszainak egyik végpontjat szintén a polusba tiikrozziik. Majd mindkét szakaszt
a polus koriil a v sz6g szaraira forgatjuk. Egyiket az egyikre, a masikat a masik
szarra. Mindig van megoldés, ha v kisebb 180°-nal.
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14. abra

4.4. Adott az ABC hdromszog AB oldala és a rajta fekvd két szdg, o és 3. Szer-
kessziik meg a hdromszioget!

Szerkesztés. Az AB szakasz A végpontjat a polusba tiikrozziik, a tiitkérképpontok
Ay és By. Felmérjiik az A; csticsnél az « szoget. Ezutan a B; cstcsot tiikrozziik
a polusba, vele egyiitt tlikrozziik az A; csicsot és a mar felmért o szoget. A
tiikorképpontok legyenek As és Bs. A Bs pontnal az A B szakaszra felmérjiik a
8 szoget. A szogszarak metszéspontjaként adodik a haromszog harmadik csicsa,
C.

Legyen d(a) az a parhuzamossagi szoghoz tartozo parhuzamossagi téavolsag,
d(B) pedig a B sz6ghoz tartozo parhuzamossagi tavolsag. A feladatnak van megol-
dasa, ha d(a) +d(B8) > AB.

4.5. Adott az ABC hdromszog hdrom oldala (AB = ¢, AC =b, BC = a). Szer-
kessziik meg a hdromszdget!

Szerkesztés. Mindhéarom oldalszakasz egyik végpontjat a polusba tiikkrozziik. A 15.
abran ez a helyzet lathato. Legyen a haromszog ¢ = AB oldala rogzitett és A legyen
azonos a polussal. Vegyiik az A kézéppontt ,,a” sugara k' kort. (Az egész alakzatot
oldalnézetben is megrajzoltuk és ezt forgatjuk be a g hatarkor sikjaba.) A k kor
sikja a g hatarkor sikjaval parhuzamos, hiszen A a polusban van. Tiikrozziik az A
pontot B-be, vele egyiitt a k' kort harom pontjaval (P, Q, R). Legyen k a k' kor
tiikorképe. A tiikrozés tengelye ¢, a k és a k' korok sikjainak metszésvonala. Jelen
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esetben t = PQ. (Ha k és k' nem metszik egymast, akkor a P és a @) pontok helyett
vessziik az R pont atellenes pontjat a k koron. Es ezzel a ponttal dolgozunk.)

(€3]
g R\ (R)
q (@)

oy T T

N, ] o7 m /
i G i
B 21 ®)

( (k)

K (K
15. abra

Rajzoljunk a poélus koriil b sugara g kort. Ennek sikja is parhuzamos a hatarkor
sikjaval és téle n tavolsagban van. A ¢ kor oldalnézetének leforgatottja (¢). Legyen
(@)N (k') = M. A g és a k' korok sikjainak metszésvonala m. Ekkor C' = mNgq. Az
abran az m metszésvonal a C; és a Cy pontokban metszi a g kort, két hdromszog
adodik, de ezek egybevagok. Ezeket nem tekintjiik kiilonb6z6 megoldasnak.

Megoldas akkor van, ha m metszi a ¢ kort. Nyilvan a harom adott szakaszra
teljesiilni kell a haromszog egyenlGtlenségnek.

4.6. Adott az ABC hdromszdg két oldala és a nagyobbikkal szemkézti szdg. Szer-
kessziik meg a hdromszoget!

Szerkesztés. Legyen a > b. Tiikrozzik az A pontot a polusba. Az AC szakasz
tiikorképénél mérjiik fel AC-re A-bol az « szoget, igy megkapjuk AB egyenesét.
Rajzoljunk A (A a modell polusa) kozéppontu ,,a” sugara k kort. Ezutan tiikkrozziik
A-t C-be a k korrel egyiitt. Legyen k tiikkorképe k’. A haromszog harmadik, B
csticsat az o szog szarai altal meghatarozott sik és k' sikjanak metszésvonala dofi
ki a modell félgbmbjébdl. Az a > b feltétel miatt mindig van egy megoldas.
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4.7. Adottak az ABC hdromszdg a €s vy szégei, valamint a ¢ = AB oldal. Szer-
kessziik meg a hdromszoget! (Euklideszi geometridban a szogek Osszege 180°, ezért
ez azonos az 5. szerkesztéssel.)

Szerkesztés. Tiikrozzik a C pontot a podlusba. Mérjiik fel a ~ szoget. Ennek két
szara a C' A és a CB félegyenes. Az a sz0g és c oldal ismeretében megszerkeszthetjiik
a B csucs tavolsagat az AC egyenestdl, ez legyen d. Ezutan meg tudjuk adni az AC
egyenestdl d tavolsagra levs h tavolsagvonalat (hiperciklust). Nyilvan a B cstcsot
h és a BC egyenes metszéspontja adja. Ennek megszerkesztése ugy torténik, hogy
a BC' egyenes és h sikjanak metszésvonalat adjuk meg és ez metszi ki a félgémbbdl
a keresett pontot. Ezutan mar két oldal és a veliik szemkozti szogek ismeretében a
4.7. esetre vezettiik vissza a feladatot.

4.8. Adott a hdromszog hdrom szoge (o, B, 7). Szerkessziik meg a hdromsziget!
(Csak kozelits szerkesztéssel sikeriilt megoldani.)
El6szor bebizonyitunk egy segédtételt.

Segédtétel. A CAB = « szd9g AB szdrdn felvessziik a By, Bs, Bs, ... pontokat
a 16. dbra szerint és felmérjik a B szoget a B1A, BoA, BsA, ... félegyenesekre
a kezddpontokbol kiindulva. A B nagysdgi szégek mdsik szara AC-t a C1, Cy, Cs,
... pontokban metszik. A keletkezd hdromszdgek a-tol és 3-tdl kiillonbozd szogeit 1,
Yo, Y3, - .. jeloli. Allitjuk, hogy a v1, Y2, V3, - - . szigek sorozata szigorian monoton
csokken.

16. abra 17. abra

Segédtétel bizonyitasa. Ellenkezs esetben talalhatoé lenne B;B;11C;+1C; négy-
sz0g, melyben a szogek Gsszege nem kisebb 360°-nal (27-nél). Feltehetjiik, hogy
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v < a < . Ekkor ACy > AB;, ACy > ABs, AC5 > ABs, .... Ebbdl kivetkezik,
hogy v, — 0.

Szerkesztés (kozelitd). Vegyiik fel az « szog csucsat a poélusban. Az AB1Cy ha-
romszoget ,kicsinek” valasztjuk. A haromszog teriilete m — (o + 8 + ) fiiggvénye,
elérhets, hogy v1 > «v. A Segédtétel felhasznalaséval konnyt belatni, hogy az AB;
felegyenesen kivalaszthato olyan B’ pont, melyben felmérve a 3 szoget, az igy ka-
pott AB’C’ haromszogben ' < «. Legyen B’ = By. A Bj Bs szakasz felez6pontjat
jeloljiik Bs-mal. Az el6z6ekhez hasonloéan megszerkesztjiik az ABsCs haromszo-
get. Ennek szogei a, 3, v3. Harom eset lehetséges: 3 = v, ekkor készen vagyunk;
Y3 > v; v3 < 7. Az el6bbi esetben B4 legyen a B3Bs szakasz felezéspontja, az
utobbi esetben By legyen a B Bs szakasz felez6pontja. Megszerkesztjiik az AB4Cy
haromszoget, ennek szogel «, B, v4. A 74 szogre fennallhat: v4 = v; 74 > v;
v4 < 7. Egyenl@ség esetén készen vagyunk, egyenlStlenség esetén az el6z6ek szerint
kivalasztjuk a Bs pontot, megszerkesztjik az AB5;C5 haromszoget. A haromszog
5 szogére megismételjiik az el6zGeket, stb.

A jol ismert Bolzano tétel alapjén a szerkesztendd haromszoget meg tudjuk
kozeliteni, mert a szakaszok felezésével a szakaszok hossza tart 0-hoz.

4.9. Adott a hdromszog m. magassdgvonala, tovibbd az ,a” és a b oldalak. Szer-
kessziik meg a hdromszdget!

Szerkesztés. Vegyiik fel a C csicsot a polusban. A C pontbdl kiinduld félegye-
nesre felmérjiikk m.-t (17. abra). Az m. szakasz C-t6l kiilonboz6 végpontjaban
merGlegest szerkesztiink. Az ,a” és b szakaszok egyik végpontjat a poélusba tiikroz-
ziik. Megrajzoljuk a C' kézépponti, ,,a”, illetve b sugart kéroket. FEzek a mersleges
egyenesbdl kimetszik az A és B csiicsokat.

Diszkusszid.
a, b < m, esetén nincs megoldés.
a = m. < b esetben 1 megoldas van (derékszogt haromszog).
m. < a = b esetben 1 megoldas van (egyenls szaru haromszog).
me < a < b esetben két megoldas van.

4.10. A 27/7 52094 szabdlyos hdromszogbél mozaik képezhetd [9]. A 18. abran
a mozaik egy lapja az ABC héaromszog, melynek koézéppontja a polusban van.
Megszerkesztettiik a mozaik azon haromszogeit, melyeknek van koézos oldala, vagy
kozos cstcsa az ABC haromszoggel.
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18. abra

4.11. A /3 (60°) szdgd szabdlyos négyszigekbsl mozaik képezhetd [5]. Az abran a
mozaik egy lapja az ABCD négyszog (19. abra), melynek kozéppontja a polusban
van. Megszerkesztettiilk a mozaik azon négyszogeit, melyeknek van kozos oldala,
vagy k6z0s csicsa az ABC' D négyszoggel.

@

19. abra

A 18. és 19. abrak jol illusztraljak Karteszi F. [9] és Horvath J. [5] dolgozatokban
talalhato néhany eredményét a hiperbolikus sikon.
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