[POLYEDON

XXIII/1-2. sz., 2016. maérc.

Szamtani sorozatok és a poliplettek

RINGLER ANDRAS

A d névekményd
z, z+d, z+2d, z+3d,..., z+nd

szamtani sorozattol indulva keresem azokat a z,d,n,y € N, d > 1 és n > 2 szamo-
kat, amelyekkel a

P24 (z+d)? + (2 +2d)2 + (2 +3d)%* + -+ (2 +nd)? = o?
egyenlGség teljesiil. A kijelolt miiveletek elvégzésével:
2n+1)+22d(1+24+3+ - +n)+d* (12 +22 4+ 32 + .- +n?) =2,

majd az

1
1+2+3+-~+n:w,

és az
12+22+32+”.+n2:n(n+1)(2n+1)
6

Osszegz6 formulak hasznalataval

(n+1)n . d2n(n—|— 1)(2n+1) _
6

2 1
=(n+1) (22 +22dg —l—dQ%) =y?

22(n 4 1) + 2zd

(%)

adodik. Ezen egyenlség teljesiiléséhez olyan n szamokat keresek, amelyekkel az
n + 1 szdm négyzetszam; és csak olyanokat, amelyekkel az y? szam 3% = r2u? =

(n + 1)u? alakba irhaté (u € N); ekkor az n + 1-gyel torténé egyszertisitéssel
d*n(2n + 1) 5

dn

2

2— _— =
z+z2—|— 6 U
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adodik. E kifejezés bal oldalan, egy hozzaadasi-levonési triikkel, teljes négyzetet
alakitok ki:

2 2
u? = 2%+ 22d—n + (d_n) + Ln(?n 1) - (d_n)

2 2 6 2
(L 2+ 20°0% +dPn_ dPn? [ dn 2+ Ad®n® + 2d°n — 3d>n?
B 2 6 4 2 12

dn\?  d?n®+ 2d2n dn\>  dn(n+2)
- (”7) T T (“7) T

amelybdl atrendezéssel, majd szorzatra bontassal a

(%) Fnnt2) _ Lo - L L

egyenlGséghez jutok. Mivel e kifejezés négy paramétere koziil kettd értékének, a
d és az n valtozok értékének eldre torténé megvalasztasaval elérhets, hogy ()
egyenlGség egész szamokkal teljesiiljon, ezért a hianyzo u és z paraméterek értékét
a d?>n(n + 2)/12 hanyados szorzatokra torténd felbontasabol, tovabbi egyenletek
felirasabol meghatarozhatjuk. A dolog érdekessége abban &ll, hogy a d és az n
valtozok értékének eldre torténd ,ligyes” megvalasztasaval elérhets, hogy a hidnyzo
z és u paraméterek értéke is, és ezzel az y szam is egész szam legyen. Ezen a
tényen Pitagorasz bizonyéara csodalkozna és abban is biztos vagyok, hogy a kapott
paraméterekkel elgallitott poliplettek létezésének kifejezetten oOriilne.

A poliplettek eléallitasdhoz a d?n(n + 2)/12 = d?(r?> — 1)(r? + 1)/12 hanyados
tulajdonsagait kell megismerni. Ehhez viszont azt kell megvizsgalni, hogy ez a
hanyados milyen d és milyen n = 72 — 1 szdmok esetén lesz egész szam, vagyis
hogyan valosulhat meg a 12-vel vald oszthatosag.

A. esetként a d szam legyen paratlan egész szam, és ehhez, 3-mal val6 oszthatosa-
gatol fliggden, tovabbi két alesetet rendelhetiink:

A/1. eset: a paratlan d szam legyen 3-mal nem oszthat6 egész szam;
A/2. eset: a paratlan d szam legyen 3-mal oszthato egész szam.

Az A/1. esetben a 12-vel valo oszthatosagot csak a 3-mal nem oszthatd, paratlan
r?2 > 1 négyzetszamok; vagyis csak a 3-mal nem oszthato, paratlan » > 1 szamok
biztosithatjak. Ebben az esetben az egymést kévets r2—1 és az r241 paros tényezék
koziill az r> — 1 tényezd biztosan oszthaté 3-mal, hiszen 72 — 1 = (r — 1)(r + 1),
és az (r? — 1)(r? + 1) paros szorzat biztosan oszthato 16-tal, ezért 4-gyel térténd

d2n(13+2) = dz(Tz_B(T2+1) hanyados értéke 4-gyel biztosan

egyszerisités utan a
oszthat6 paros szam lesz.
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A mostani esethez tartozo poliplettek elGallitasdhoz, legegyszeriibb esetként, a
d =1 és az r? = 25 értékeket valasztom, amelyekkel a

Enn+2) -1 +1)  12.24.26

=52=1-2-2-1
12 12 12 g 3

oo dn 124
an_ 1% 49
2 2
értékekhez jutok. Az 52 = 1-2-2 .13 primtényezskre bontasbol, (xx) alapjan, az

alabbi aleseteket irhatjuk fel.

a. eset: Hou—2—12 =2 és u+ z+ 12 = 26, akkor u = 14 és z = 0, igy
y? = (n+ 1)u? = 25-196 = 4900 = 70?%; ezért a keresett 25 taghol allo sorozat
tagjai:

0,1, 2, 3,4,..., 22, 23, 24; amelyekkel teljesiil a

02412 +22 + 32447 + ... + 222 + 232 4 242 = 702
egyenlgség. Vegyiik észre, hogy igy (a nullaval egyiitt) az els6 25 egész szam négy-
zeteinek az Osszegét kaptuk meg.

b. eset: Haou—2z—12 =26 és u+ z + 12 = 2, akkor u = 14 és z = —24, igy
y? = (n+1)-u? = 25-196 = 4900 = 70%; ezért a keresett 25 tagbol 4ll6 sorozat
tagjai:

—24, =23, —22, —21, —20, ..., —2, —1, 0.

Vegyiik észre, hogy ezen sorozat tagjai az a. alesethez tartozd sorozat tagjainak a
(—1)-szeresei; ezért ezt nem tekinthetjitk primitiv poliplettnek.

Konnyt belatni, hogy tovabbi alesetek nem létezhetnek, hiszen a szorzatra bon-
tasbol adodo egyenletek jobb oldalain csak paros szamok lehetnek; ezért a megki-
vant tulajdonsagokkal csupan az a. alesetben bemutatott primitiv poliplett 1étez-
het. Ha megfeledkeznénk arrél, hogy a szorzatra bontasbol ad6do egyenletek jobb
oldalan csak paros szamok lehetnek, akkor is érdekes eredményekhez juthatunk;
hiszen az 1-52, 521, 13-4 és a 4 - 13 szorzat lehetdségek barmelyikének felhasz-
naldsaval elGallitott ,hamis” poliplettekbdl konnyti valodi polipletteket csinalni, de
ennek targyalasara a késGbbiekben még visszatérek.

Az A/1. esethez tartozo tovabbi poliplettek elgallitasahoz egy kicsivel ,bonyo-
lultabb” példat is valasztok. A d = 1 és 72 = 49 értékekkel a

Enn+2) @ -1)(r*+1) 12.48-50

2 B B =200=1-2-2-2-5-5

G a dn 1-48
_n:-_:24
2 2
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értékekhez jutok; igy a 200 =1-2-2-2-5 -5 primtényezdkre bontésbol adoddan,
(xx) alapjan, az alabbi aleseteket irhatjuk fel.

a. eset: Hau — 2z —24 =2 és u—+ z+ 24 = 100, akkor u = 51 és z = 25, igy
y? = (n+1)u? = 492601 = 127449 = 3572, ezért a keresett 49 tagbol all6 sorozat
tagjai:

25, 26, 27, 28, 29, ... , 70, 71, 72, 73; amelyekkel teljesiil a

252 + 262 + 272 + 282 4 - + 712 + 722 4 73% = 127449 = 3577
egyenlGség.

b. eset: Hau— 2z —24 =4 és u+ z + 24 = 50, akkor u = 27 és z = —1, igy
y? = (n+ 1)u? = 49 - 729 = 35721 = 1892; ezért a keresett 49 tagbol 4ll6 sorozat
tagjai:

-1, 0, 1, 2, 3, ..., 44, 45, 46, 47; amelyekkel teljesiil a

(—1)2 4+ 0%+ 12 + 22 4 3% 4+ - - + 452 + 46% + 477 = 35721 = 1892
egyenlGség.

c. eset: Hau— 2z —24 =10 és u+ z + 24 = 20, akkor u = 15 és z = —19, igy
y? = (n+ 1)u? = 49 - 225 = 11025 = 105?%; ezért a keresett 49 tagbol 4ll6 sorozat
tagjai:

—19, —18, —17, —16, —15, ..., 26, 27, 28, 29; amelyekkel teljesiil a

(—19)24+(—18)24(—17)2+(—16)2+(—15)%+- - - 427242824292 = 11025 = 1052
egyenlGség.

d. eset: Ha u — 2z — 24 = 20 és u + z + 24 = 10, akkor u = 15 és z = —29, igy
y? = (n+ 1)u? = 49 - 225 = 11025 = 105?%; ezért a keresett 49 tagbol 4ll6 sorozat
tagjai:

—29, —28, —27, —26, —25, ..., 16, 17, 18, 19.

Vegyiik észre, hogy ezen sorozat tagjai a c. alesethez tartozo sorozat tagjainak a
(—1)-szeresei; ezért ezt nem tekinthetjitk primitiv poliplettnek.

e. eset: Ha u— 2z —24 = 50 és u+ z + 24 = 4, akkor a b. alesethez tartozd
sorozat tagjainak a (—1)-szereseit kapjuk vissza; ezért ezt nem tekinthetjiik primitiv
poliplettnek.

f- eset: Hau— 2z — 24 = 100 és u + z + 24 = 2, akkor az a. alesethez tartozo
sorozat tagjainak a (—1)-szereseit kapjuk vissza; ezért ezt nem tekinthetjiik primitiv
poliplettnek.
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Konnyt belatni, hogy tovabbi alesetek nem létezhetnek, hiszen a szorzatra bon-
tasbol adodo egyenletek jobb oldalain csak paros szamok lehetnek; ezért a megki-
vant tulajdonsagokkal csupan az a., a b. és a c. alesetekben bemutatott primitiv
poliplettek létezhetnek.

Ha megfeledkeznénk arrdl, hogy a mostani esetben is a szorzatra bontasbol
adodo egyenletek jobb oldalain csak paros szamok lehetnek, és ezért ha felirnank
az 1-200, 200-1, 5-40 40-5, 8-25, 25-8 lehetdségek koziil példdul az u—z—24 =5 és
az u+ z + 24 = 40 egyenleteket akkor megoldasként u = 22,5 és z = —6, 5 adodik;
igy ¥ = (n + 1)u? = 49 - 506,25 = 24806, 25 = 157,52 ezért a keresett 49 tagbol
allo, nem egész szamokbol allo sorozat tagjai:

—6,5; —5,5; —4,5; —3,5; —2,5; ..., 38,5; 39,5; 40,5; 41,5

lesznek. Vegyiik észre, hogyha ezen ,,hamis’ sorozat tagjait megszorozzuk 2-vel,
akkor a

—13, —11, =9, =7, =5, ..., 77, 79, 81, 83

sorozathoz, vagyis egy 49 taghol allo, a d = 2-es névekménnyel elGallitott valodi
polipletthez jutunk, amelyre teljesiil a

(—13)2 4 (—=11)2+(=9)+(=7)?+(=5)?+- - -+ 7924812 +83% = 99225 = 3152 =
= (2-157,5)?

egyenlGség.

Az A/2. esetben, amikor a paratlan d szam 3-mal oszthato, akkor a 4-gyel valo

2

oszthatosagot barmilyen paratlan, r* > 1 négyzetszam biztositani tudja; hiszen

ilyenkor az egymést kovetd r2 — 1 és az 2 + 1 paros tényezSk szorzata nem csak 4-

d2n(172l+2) = d2(r27112)(r2+1) hanyados értéke 4-gyel

gyel, de 16-tal is oszthato; ezért a
oszthat6 paros egész szam lesz.

Az A/2. esethez tartozo poliplettek elgallitasdhoz legegyszeriibb példaként a
d =3 és r? = 9 értékeket valasztom, amelyekkel a

Enn+2) -1 +1)  32-8-10

—60=1-2-2-3-
12 12 12 60 300

és a
értékekhez jutok. A 60 = 1-2-2-3-5 primtényezSkre bontasbol adodoan, ()
alapjan, az alabbi aleseteket irhatjuk fel.

a. eset: Haou—2—12 =2 és u+ z+ 12 = 30, akkor u = 16 és z = 2, igy
y? = (n+1)u? = 9-256 = 2304 = 482, ezért a keresett 9 tagbol allo sorozat tagjai:

2,5, 8, 11, 14, 17, 20, 23, 26; amelyekkel teljesiil a
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22 + 52+ 8%+ 112 + 142 + 172 + 20% 4 23% + 26% = 2304 = 48
egyenlGség.

b. eset: Haou—2—12 =6 és u+ z + 12 = 10, akkor u = 8 és z = —10, igy
y? = (n+1)u? =9 64 =576 = 242, ezért a keresett 9 tagbol allo sorozat tagjai:

—10, =7, —4, —1, 2, 5, 8, 11, 14; amelyekkel teljesiil a

(—10)2 + (=7)2 4+ (—4)? + (1) + 22 + 52 + 82 + 112 + 14% = 576 = 24?
egyenlGség.

c. eset: Haou—2—12 =10 és u+ z + 12 = 6, akkor u = 8 és z = —14, igy
y? = (n+1)u? =9 64 =576 = 242, ezért a keresett 9 tagbol allo sorozat tagjai:

—14, —11, =8, =5, =2, 1, 4, 7, 10.

Vegyiik észre, hogy ezen sorozat tagjai a b. alesethez tartozo sorozat tagjainak a
(—1)-szeresei, ezért ezt nem tekinthetjiik primitiv poliplettnek.

d. eset: Haou— 2 —12=30¢és u+ z + 12 = 2, akkor u = 16 és z = —26, igy
y? = (n+1)u? = 9-256 = 2304 = 482, ezért a keresett 9 tagbol allo sorozat tagjai:

—26, —23, —20, —17, —14, —11, -8, —5, —2.

Vegyiik észre, hogy ezen sorozat tagjai az a. alesethez tartozd sorozat tagjainak a
(—1)-szeresei, ezért ezt nem tekinthetjiik primitiv poliplettnek.

Ha megint megfeledkeznénk arrél, hogy az egyenletek jobb oldalain csak paros
szamok lehetnek, és ezért felirnank példaul az u — 2z —12=3 ésazu+2z+24 =20
egyenleteket, akkor ezekbsl u = 11,5 és z = —3,5 adodik, igy y? = (n + 1)u? =
9-132,25 = 1190, 25 = 34, 52, ezért a keresett 9 tagbol allo, nem egész szamokbol
allo sorozat tagjai:

-3,5; —0,5; 2,5; 5,5; 8,5; 11,5; 14,5; 17,5; 20,5 lesznek.
Vegyiik észre, hogyha ezen ,,hamis’ sorozat tagjait megszorozzuk 2-vel, akkor a
-7, —1, 5, 11, 17, 23, 29, 35, 41
sorozathoz, vagyis egy 9 tagbol 4ll6, a d = 6-os névekménnyel elGallitott poliplett-
hez jutunk, amelyre teljesiil a
(=7)2+(=1)2+5% 4+ 112+ 172+ 232+ 29 + 352 + 412 = 4761 = 69% = (2-34,5)?
egyenldség (lasd késsbb, a B/2. esetben, a d = 6 és 72 = 9 értékekhez tartozo e.

alesetet!).

B. esetként a d szdm legyen péros egész szam és ehhez, 3-mal torténé osztha-
tosagatol fiiggden tovabbi két alesetet rendelhetiink:

B/1. eset; a paros d szam legyen 3-mal nem oszthato egész szam; vagyis d = 2k
alakd, de a k szamnak a 3 nem lehet osztoja (k= 1,2,4,5,7,8,...).
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B/2. eset; a paros d szam legyen 3-mal oszthato egész szam; vagyis d = 6k és
ke N.

A B/1. esetben a 3-mal val6 oszthatésiagot barmilyen 3-mal nem oszthato, r2 > 1
négyzetszam biztositani tudja; hiszen ilyenkor az 72 —1 és az r2 + 1 tényezdk egyike,
az 72 — 1 tényez6 biztosan oszthaté 3-mal. Egy ilyen eset elsé bemutatisahoz a
lehets legkisebb, vagyis a d = 2 és az r? = 4 értékeket valasztom, igy veliik a

cn(n+2) -1 +1) 22.3.5

12 12 12

5=1-5

és a
dn _2:3

2 2
értékekhez jutok; ezért az 5 = 1 -5 primtényezskre valéo bontasbél adédoéan csak az
alabbi két aleset irhato fel.

=3

a. eset: Hou—2—-—3 =1¢é u+z+3 =05, akkor u = 3 és z = —1, igy
y? = (n+1)u? =4-9 = 36 = 62; ezért a keresett 4 taghol 4ll6 sorozat tagjai:

—1, 1, 3, 5; amelyekkel teljesiil a

(=1)? +1%+3% + 5% = 36 = 6
egyenlGség.

b. eset: Haou—2z—-3 =5é u+2+3 =1, akkor u = 3 és z = =5, igy
y? = (n+1)u? =4-9 = 36 = 62; ezért a keresett 4 tagbol 4llo sorozat tagjai:

—5, -3, -1, 1.
Vegyiik észre, hogy ezen sorozat tagjai az a. alesethez tartozd sorozat tagjainak a
(—1)-szeresei, ezért ezt nem tekinthetjiik primitiv poliplettnek.

A B/1./1. eset ,jobb” bemutatasédhoz, a d = 2 és az r? = 16 szdmok vélaszta-

séaval a

Enn+2) P -1)0r?+1) 221517

— —-1-5.1
12 12 12 85 51T

o dn  2-15
P20 5
5 2

értékekhez jutok. A 85 = 1-5-17 primtényezdkre bontasbol adodoan, (xx) alapjan,
az alabbi alesetek irhatok fel.

a. eset: Haou—2—15=1¢és u+ z+ 15 = 85, akkor u = 43 és z = 27, igy
y? = (n+1)u? = 16 - 1849 = 29584 = 1722; ezért a keresett 16 tagbol allo sorozat
tagjai:
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27, 29, 31, 33, ..., 51, 53, 55, 57; amelyekkel teljesiil a

272 + 292 + 312 + 332 + -+ - + 512 + 53% + 557 + 577 = 29584 = 1722
egyenlGség.

b. eset: Haou—2z—15=5¢és u+ z+ 15 = 17, akkor u = 11 és z = —9, igy
y? = (n+ 1)u? = 16 - 121 = 1936 = 442, ezért a keresett 16 taghol allo sorozat
tagjai:

-9, =7, =5, =3, ..., 15, 17, 19, 21; amelyekkel teljesiil a

(=92 + (=72 + (=5)2 + (=3)% + - -+ + 152 + 17* + 192 4 212 = 1936 = 44>
egyenlGség.

c. eset: Haou—2z—15 =17 és u+ z + 15 = 5, akkor u = 11 és z = —21, igy
y? = (n+ 1)u? = 16 - 121 = 1936 = 442, ezért a keresett 16 taghol allo sorozat
tagjai:

—21, 19, —17, —15, ... , 3,5, 7, 9.
Vegyiik észre, hogy ezen sorozat tagjai a b. alesethez tartozo sorozat tagjainak a
(—1)-szeresei; ezért ezt nem tekinthetjitk primitiv poliplettnek.

d. eset: Haou—2 —15=85és u+ z+ 15 = 1, akkor u = 43 és z = —57, igy
y? = (n+ 1)u? = 16 - 1849 = 29584 = 1722, ezért a keresett 16 tagbol allo sorozat
tagjai:

—57, =55, =53, =51, ..., =33, =31, —29, —27.
Vegyiik észre, hogy ezen sorozat tagjai az a. alesethez tartozd sorozat tagjainak a
(—1)-szeresei; ezért ezt nem tekinthetjitk primitiv poliplettnek.

A bemutatott esetek kapcsan vegyiik észre, hogy az egyenletek jobb oldalan, a
85 =1-5- 17 szorzatra bontasboél addéddan, csak paratlan szamok léptek fel.

A B/1. esethez, az el6z6nél egy kicsivel ,bonyolultabb” példaként, a d = 2 és
az r2 = 25 valasztassal a

Pn(n+2) & -1)r?+1) 22.24.26

=208=1-2-2-2-2-1
12 12 12 08 3

G a d 2.24
amn _z st 9y
2 2
értékekhez jutok. A 208 =1-2-2-2-2 .13 primtényezskre bontasbol adododan,

(xx) alapjan, az alabbi aleseteket irhatjuk fel.

a. eset: Haou—2z—24 =2 és u+ z+ 24 = 104, akkor v = 53 és z = 27, igy
y? = (n+ 1)u? = 25 - 2809 = 70225 = 2652, ezért a keresett 25 tagbol allo sorozat
tagjai:
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27,29, 31, 33, ..., 69, 71, 73, 75; amelyekkel teljesiil a

272 + 292 + 312 + 332 + -+ - + 697 + 712 + 73% + 75% = 70225 = 2657
egyenlGség.

b. eset: Haou— 2z —24 =4 és u+ z+ 24 = 52, akkor u = 28 és z = 0, igy
y? = (n+ 1)u? = 25 784 = 19600 = 1402, ezért a keresett 25 tagbol 4ll6 sorozat
tagjai:

0, 2,4, 6, ...,42, 44, 46, 48; amelyekkel teljesiil a

02 422 + 4% + 6% + - - 4 427 + 442 4 467 + 482 = 19600 = 140% = 4 - 70°
egyenlGség. Vegyiik észre, hogy a kapott sorozat tagjainak 2-vel torténd elosztésaval

a0,1,2,3,...,21,22, 23,24 sorozathoz, vagyis az els§ 25 szam alkotta polipletthez
jutunk (lasd az A /1. esetnél a d = 1 és az r?2 = 25 értékekhez tartozo a. alesetet!).

c. eset: Haou—2—24 =8 és u+ z+ 24 = 26, akkor u = 17 és z = —15, igy
y? = (n+ 1)u? = 25289 = 7225 = 852, ezért a keresett 25 taghol allo sorozat
tagjai:

—15, =13, =11, =9, ... , 27, 29, 31, 33; amelyekkel teljesiil a

(—=15)2 + (—13)2 4+ (—=11)2 + (=9)% + - - - + 272 + 292 + 31% 4 332 = 7225 = 852
egyenlGség.

d. eset: Haou — 2z —24 =26 és u+ z + 24 = 8, akkor u = 17 és z = —33, igy
y? = (n+ 1)u? = 25289 = 7225 = 852, ezért a keresett 25 taghol allo sorozat
tagjai:

—33, —31, —29, —27, ..., 9, 11, 13, 15.
Vegyiik észre, hogy ezen sorozat tagjai a c. alesethez tartozé sorozat tagjainak a

(—1)-szeresei; ezért ezt nem tekinthetjitk primitiv poliplettnek.

e. eset: Haou—2z—24 =52 és u+ z+ 24 = 4, akkor u = 28 és z = —48, igy
y? = (n+ 1)u? = 25 784 = 19600 = 1402, ezért a keresett 25 tagbol 4ll6 sorozat
tagjai:

—48, —46, —44, —42, ... , 6, 4, 2, 0.
Vegyiik észre, hogy ezen sorozat tagjai a b. alesethez tartozo sorozat tagjainak a
(—1)-szeresei; ezért ezt nem tekinthetjiik primitiv poliplettnek.

foeset: Hou— 2z —24 =104 és u+ z 4+ 24 = 2, akkor w = 53 és z = =75, igy
y? = (n+ 1)u? = 25 - 2809 = 70225 = 2652, ezért a keresett 25 tagbol allo sorozat
tagjai:

—75, =73, =71, =69, ... , =33, =31, —29, —27.
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Vegyiik észre, hogy ezen sorozat tagjai az a. alesethez tartozd sorozat tagjainak a
(—1)-szeresei; ezért ezt nem tekinthetjitk primitiv poliplettnek.

A bemutatott esetek kapcsan vegyilik észre, hogy az egyenletek jobb oldalan, a
208=1-2-2-2-2-13 szorzatra bontasbol adédoéan, csak paros tényezdket irtam
fel. A paratlan tényezk megengedése megint ,hamis” poliplettekhez vezet.

A B/2. esetben a 12-vel valo oszthatosagot a d szadm egymaga , biztositja”, ezért

2 > 1 négyzetszam valaszthato.

ilyenkor a poliplettek elgallitasdhoz barmilyen, r
Ezen eset bemutatasahoz, legegyszertibb esetként, a d = 6 és az 12> = 4 szamokat

valasztva a

cn-(n+2)  EEr*-1)Fr?+1) 62-3-5

12 12 12

=45=1-3-3-5

és a g 6
am _ 090 _ g

w

értékekhez jutunk. A 45 = 1-3-3 -5 primtényezékre bontasbol addodoan, ()
alapjan, a paratlan tényezds lehetGségekkel az alabbi aleseteket irhatjuk fel.

a. eset: Haou—2—9=1¢é u+ 2+ 9 = 45, akkor v = 23 és z = 13, igy
y? = (n+1)u? = 4-529 = 2116 = 462, ezért a keresett 4 taghol 4llo sorozat tagjai:

13, 19, 25, 31; amelyekkel teljesiil a
13% + 192 + 252 + 312 = 2116 = 462
egyenlGség.

b. eset: Hou—2—-—9=3é u+2z+9 =15, akkor u = 9 és z = -3, igy
y? = (n+1)u? =481 = 324 = 182, ezért a keresett 4 tagbol allo sorozat tagjai:
=3, 3, 9, 15; amelyekkel teljesiil a
(—3)2 4+ 32 4+ 9? 4 152 = 324 = 182
egyenlGség. Vegyiik észre, hogyha a kapott sorozat tagjait 3-mal elosztjuk, akkor

a —1,1,3,5 tagokbol allo, a méar korabban bemutatott primitiv poliplettet kapjuk
(lasd a B/1. esetnél az a. alesetet!).

c. eset: Hou—2z—-—9=5éu+2+9 =9, akkor u = 7 és z = -7, igy
y? = (n+1)u? =4-49 = 196 = 142, ezért a keresett 4 tagbol allo sorozat tagjai:

—7, —1, 5, 11; amelyekkel teljesiil a
(=72 4+ (—1)* + 5%+ 112 = 196 = 142
egyenlGség.

d eset: Hou—2—-—9=9¢éu+2+4+9 =5, akkor u = 7 és z = —11, igy
y? = (n+1)u? =4-49 = 196 = 142, ezért a keresett 4 taghol allo sorozat tagjai:
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—11, =5, 1, 7.
Vegyiik észre, hogy ezen sorozat tagjai a c. alesethez tartozé sorozat tagjainak a
(—1)-szeresei; ezért ezt nem tekinthetjitk primitiv poliplettnek.
e. eset: Hou—2—-—9=15és u+2+9 = 3, akkor u = 9 és z = —15, igy
y? = (n+ 1)u? = 4-81 = 324 = 182, ezért a keresett 4 tagbol allo sorozat tagjai:
—15, -9, -3, 3.
Vegyiik észre, hogy ezen sorozat tagjai a b. alesethez tartozo sorozat tagjainak a
(—1)-szeresei; ezért ezt nem tekinthetjitk primitiv poliplettnek.
fooeset: Hou—2—-—9=45ésu+2z+9 =1, akkor u = 23 és z = —31, igy
y? = (n+1)u? = 4-529 = 2116 = 462, ezért a keresett 4 taghol 4llo sorozat tagjai:
—-31, —25, —19, —13.

Vegyiik észre, hogy ezen sorozat tagjai a a. alesethez tartozd sorozat tagjainak a
(—1)-szeresei; ezért ezt nem tekinthetjiik primitiv poliplettnek.

A bemutatott esetek kapcsan vegyiik észre, hogy a felirt egyenletek jobb oldalan
csak paratlan tényezok léptek fel.

A B/2. esethez tovabbi példaként, a d = 6 és az 1> = 9 valasztassal a

Enn+2) P2 -1)r2+1)  62-8-10

=9240=1-2-2-2.2.3.
12 12 12 0 35

és a g
dn _6-8 _,,
2 2
értékekhez jutok. A 240=1-2-2-2-2-3 .5 primtényez6kre bontasbol adoddan,
(xx) alapjan, a paros tényezss lehetGségekkel csak az alabbi aleseteket irhatjuk fel.
a. eset: Haou—2z—24 =2 és u+ z+ 24 = 120, akkor v = 61 és z = 35, igy
y? = (n+ 1u? = 9- 3721 = 33489 = 1832, ezért a keresett 9 tagbol all6 sorozat
tagjai:
35, 41, 47, 53, 59, 65, 71, 77, 83; amelyekkel teljesiil a
352 + 412 + 477 + 532 + 592 + 652 + 712 4 77% 4 83% = 33489 = 1837
egyenlGség.
b. eset: Haou— 2z —24 =4 és u+ z + 24 = 60, akkor u = 32 és z = 4, igy
y? = (n+1)u? =9-1024 = 9216 = 962, ezért a keresett 9 tagbol 4ll6 sorozat tagjai:
4, 10, 16, 22, 28, 34,40, 46, 52; amelyekkel teljesiil a

42 4102 4 162 + 222 + 282 + 342 + 402 + 462 + 522 = 9216 = 962
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egyenlGség. Vegylik észre, hogy a kapott sorozat tagjait 2-vel elosztva a 2, 5, 8, 11,
14, 17, 20, 23, 26 tagokbdl &ll6 primitiv polipletthez jutunk, amelyet a d = 3 és
r? = 9 értékekkel kordbban mar elgallitottam (lasd az A/2. eset a. alesetét!).

c. eset: Haou—2—24 =6 és u+ z+ 24 = 40, akkor u = 23 és z = —7, igy
y? = (n+1)u? = 9-529 = 4761 = 69%; ezért a keresett 9 taghol 4llo sorozat tagjai:

-7, —1, 5, 11, 17, 23, 29, 35, 41; amelyekkel teljesiil a
(=72 + (=1)2 + 5% + 112 + 17% + 232 + 292 + 352 4 412 = 4761 = 692
egyenlGség.

d. eset: Hau— 2z —24 =8 és u+ z + 24 = 30, akkor u = 19 és z = —13, igy
y? = (n+1)u? = 9-361 = 3249 = 572, ezért a keresett 9 taghol 4llo sorozat tagjai:

—13, =7, —1, 5, 11, 17, 23, 29, 35; amelyekkel teljesiil a

(=13)2 + (=7)2 + (=1)% + 5% + 112 + 172 + 232 + 292 + 352 = 3249 = 57>
egyenlGség.

e. eset: Hau—2—24 =10 és u+ z + 24 = 24, akkor u = 17 és z = —17, igy
y? = (n+1)u? = 9-289 = 2601 = 512, ezért a keresett 9 tagbol allo sorozat tagjai:

—17, =11, =5, 1, 7, 13, 19, 25, 31; amelyekkel teljesiil a

(—17)2 + (=11)2 4+ (=5)2 + 12 + 7% + 132 + 192 + 252 4 312 = 2601 = 512
egyenlGség.

fooeset: Hau— z —24 =12 és u + z + 24 = 20, akkor u = 16 és z = —20, igy
y? = (n+1)u? = 9-256 = 2304 = 482, ezért a keresett 9 tagbol allo sorozat tagjai:

—20, —14, -8, —2, 4, 10, 16, 22, 28; amelyekkel teljesiil a

(—20)2 + (—14)? 4+ (—=8)* + (—2) + 42 + 102 + 16* + 22? 4 262 = 2304 = 482
egyenlGség. Vegyiik észre, hogy a kapott sorozat tagjait 2-vel elosztva a —10, —7,
-4, —1,2, 5,8, 11, 14 tagokbdl all6 primitiv polipletthez jutunk, amelyet korabban
ad=3ésr? =9 értékekkel mar elsallitottam (lasd az A/2. eset b. alesetét))

g. eset: Hau— 2z —24 =20 és u+ z + 24 = 12, akkor u = 16 és z = —28, igy
y? = (n+1)u? = 9256 = 2304 = 482, ezért a keresett 9 taghol 4llo sorozat tagjai:

—928, —22, —16, —10, —4, 2, 8, 14, 20.
Vegyiik észre, hogy ezen sorozat tagjai az f. alesethez tartozo sorozat tagjainak a
(—1)-szeresei, ezért ezt nem tekinthetjitk primitiv poliplettnek.

Ha tovabb folytatjuk az egyenletek jobb oldalan a szorzatra bontasbol adodo
péros szamok felcserélését, akkor visszakapjuk az e., d., c., b. és az a. alesetekhez

tartozo sorozatok (—1)-szereseit, amelyeket azonban nem tekinthetiink primitiv
polipletteknek.
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A B/2. esethez tjabb példaként, a d = 6 és az r? = 36 vélasztassal a

Enn+2) P -1)0r*+1) 623537

= :1~ . . .
D B D 3885 3-5-7-37

o dn  6-35
n .
=2 105
2 2

értékekhez jutok. A 3885 =1-3-5-7-37 primtényezskre bontasbol adodoan, ()
alapjan, a paratlan tényezds lehetGségekkel az alabbi aleseteket irhatjuk fel.

a. eset: Hau—2—105=1 és u+ z+ 105 = 3885, akkor u = 1943 és z = 1837,
igy y? = (n+1)u? = 363775249 = 135908964 = 116582, ezért a keresett 36 tagbol
all6 sorozat tagjai:

1837, 1843, 1849, 1855, ... , 2035, 2041, 2047, amelyekkel teljesiil az
18372+ 18432 +1849% 418552+ - - - +2035% + 20412 + 20472 = 135 908 964 = 116582

egyenlGség.

b. eset: Hau— 2z — 105 = 3 és u + z + 105 = 1295, akkor u = 649 és z = 541,
igy y2 = (n + 1)u? = 36 - 421201 = 15 163 236 = 38942, ezért a keresett 36 tagbol
all6 sorozat tagjai:

541, 547, 553, 559, ... , 739, 745, 751, amelyekkel teljesiil az
5412 4+ 5472 4+ 5532 + 5592 4 - - - 4+ 7392 + 7452 4+ 7512 = 15 163 236 = 38942
egyenlGség.

c. eset: Haou—2z—105 =5 és u+ 2+ 105 = 777, akkor u = 391 és z = 281, igy
y? = (n+ 1)u? = 36 - 152881 = 5 503 716 = 23462, ezért a keresett 36 tagbol allo
sorozat tagjai:

281, 287, 293, 299, ..., 479, 485, 491, amelyekkel teljesiil a
2812 + 2872 4 2932 4+ 2992 + ... 4 4792 4 4852 4 4912 = 5 503 716 = 23462
egyenlGség.

d. eset: Hau—2z—105=7és u+ z+ 105 = 555, akkor u = 281 és z = 169, igy
y? = (n+ 1)u? = 36 - 78961 = 2 842 596 = 16862, ezért a keresett 36 tagbol allo
sorozat tagjai:

169, 175, 181, 187, ... , 367, 373, 379; amelyekkel teljesiil a
1692 + 1752 + 1812 + 1872 4+ - - - + 3672 + 3732 + 3792 = 2 842 596 = 16862

egyenlGség.
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e. eset: Hau — 2z — 105 = 15 és u + z 4+ 105 = 259, akkor u = 137 és z = 17,
igy ¥ = (n + 1)u? = 36 - 18769 = 675 684 = 8222, ezért a keresett 36 tagbol allo
sorozat tagjai:

17, 23, 29, 35, ..., 215, 221, 227, amelyekkel teljesiil a

172 + 232 + 297 4 357 + -+ - 4 2152 + 2212 + 2272 = 675 684 = 8222
egyenlGség.

f- eset: Ha u — z — 105 = 21 és u + z + 105 = 185, akkor v = 103 és z = —23,
igy ¥ = (n+ 1)u? = 36 - 10609 = 381 924 = 6182, ezért a keresett 36 tagbol allo
sorozat tagjai:

—23, —17, —11, =5, ..., 165, 181, 187, amelyekkel teljesiil a

(—=23)2 4 (=17)% + (—11)* + (=5)* + - - - + 1652 + 1812 + 187% = 381 924 = 618>
egyenlGség.

g. eset: Hau— 2z — 105 =35 és u+ z + 105 = 111, akkor u = 73 és z = —67,
igy y* = (n + 1)u? = 36 - 5329 = 191 844 = 4382, ezért a keresett 36 tagbol allo
sorozat tagjai:

—67, —61, —55, —49, ..., 131, 137, 143; amelyekkel teljesiil a
(—67)2+ (—61)2+ (—55)% 4+ (—49)% +- - -+ 1312 + 1372 + 143% = 191 844 = 438>
egyenlGség.

h. eset: Ha u — z — 105 = 37 és u + z + 105 = 105, akkor u = 71 és z = —71,
igy y? = (n + 1)u? = 36 - 5041 = 181 476 = 4262, ezért a keresett 36 tagbol allo
sorozat tagjai:

—71, —65, =59, =53, ..., 127, 133, 139; amelyekkel teljesiil a

(=71)2+(—65)2 4+ (—59)? 4+ (—53)% +- - -+ 1272 + 1332 + 139% = 181 476 = 426>
egyenlGség.

g. eset: Ha u — z — 105 = 105 és u + z + 105 = 37, akkor u = 71 és z = —139,
igy y? = (n + 1)u? = 36 - 5041 = 181 476 = 4262, ezért a keresett 36 tagbol allo
sorozat tagjai:

—139, —133, —127, —121, ..., 53, 59, 65, 71.

Vegyiik észre, hogy ezen sorozat tagjai a h. alesethez tartozd sorozat tagjainak a
(—1)-szeresei; ezért ezt nem tekinthetjitk primitiv poliplettnek.

Ha tovabb folytatnank az egyenletek jobb oldalan a szorzatra bontasbol adodo

paratlan szamok felcserélését, akkor a g., f., e., d., c., b. és az a. alesetekhez tar-

tozo sorozatok (—1)-szereseit kapjuk vissza, amelyeket azonban nem tekinthetiink
primitiv polipletteknek.
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E dolgozat befejezéseként taldn érdemes elgondolkozni azon, hogy példaul a 3-as
kitevgvel felirt, ketténél tobb tagbol allo egész szamok Osszege adhat-e kobszamot.

Osszefoglalas

A/1. eset: 21 d és 34 d tulajdonsagn d szamok valasztésa esetén a poliplettek
létezéséhez teljesiilnie kell, hogy 3 | (r2 —1)(r?+1) és 2 | (r> —1)(r? + 1), az ezeket
biztositoé r? > 1 négyzetszamokra viszont teljesiilnie kell, hogy 3 {72 és 2t r2.
Elsallitott poliplettek d = 1 és 12 = 25 esetén:
0,1,2 3,4, ...,22 23 24; 70.

d=1 és r? =49 esetén:

25, 26, 27, 28, 29, ..., 70, 71, 72, 73; 357.
~1,0,1,2,3, ..., 44, 45, 46, 47; 189.
—19, —18, —17, —16, —15, ... , 26, 27, 28, 29; 105.

A/2. eset: 2 1d és 3| d tulajdonsagu d szamok vélasztésa esetén a poliplettek
létezéséhez teljesiilnie kell, hogy 2 | (r? — 1)(r? + 1), ezért az r? szamok csak
paratlan négyzetszamok lehetnek (2 > 1).

Elsallitott poliplettek d = 3 és 72 = 9 esetén:

2,5, 8 11, 14, 17, 20, 23, 26; 48.

10, -7, —4, —1, 2, 5, 8, 11, 14; 24.

B/1. eset: 2 | d és 3 1 d tulajdonsagt d szamok valasztésa esetén a poliplettek
létezéséhez teljesiilnie kell, hogy 3 | (12 — 1)(r? + 1), ezért az r?

31 r?-nek is teljesiilnie kell.
Elsallitott poliplettek d = 2 és r? = 4 esetén:

> 1 szamokra

-1, 1, 3, 5; 6.
d=2ésr? =16 esetén:
27, 29, 31, 33, ..., b1, 53, 55, 57; 172.
-9, =7, =5, =3, ..., 15, 17, 19, 21; 44.
d =2 és r? = 25 esetén:
27, 29, 31, 33, ..., 69, 71, 73, 75; 265.
0,2,4,6,...,42 44 46, 48; 140. = 0, 1, 2, 3, ..., 21, 22, 23, 24; 70.

—15, —13, —11, =9, ..., 27, 29, 31, 33; 85.
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B/2. eset: 2| d és 3 | d tulajdonsagi d szamok valasztasa esetén a poliplettek
létezéséhez barmilyen 72 > 1 négyzetszam megfelel.
Elsallitott poliplettek d = 6 és 72 = 4 esetén:
13, 19, 25, 31;  46.
-3,3,9, 15, 18 = -—-1,1,3,5; 8.
-7, =1, 5, 11; 14.
d =6 és 12 =9 esetén:
35, 41, 47, 53, 59, 65, 71, 77, 83; 183.
4, 10, 16, 22, 28, 34,40, 46, 52; 96.=2, 5, 8, 11, 14, 17, 20, 23, 26; 48.
-7, —1, 5, 11, 17, 23, 29, 35, 41; 69.
—13, =7, —1, 5, 11, 17, 23, 29, 35; 57.
—17, —11, =5, 1, 7, 13, 19, 25, 31; 51.
—20,—14,-8,-2,4,10,16,22,28;48. = —10,—-7,—4,—-1,2,5,8,11, 14; 24.

d =6 és r? = 36 esetén:

1837, 1843, 1849, 1855, ... , 2035, 2041, 2047: 11658.
541, 547, 553, 559, ... , 739, T45, T51; 3894,
981, 287, 293, 299, ... , 479, 485, 491; 2346.
169, 175, 181, 187, ... , 367, 373, 379: 1686.
17, 23, 29, 35, ... , 215, 221, 227; 822.
_93, 17, —11, —5, ... , 165, 181, 187; 618.
—67, —61, —55, —49, ... , 131, 137, 143; 438.
—71, —65, —59, —53, ..., 127, 133, 139: 426.
A poliplettek eléallitasahoz a d2”(12+2) = d2(r2_112)(7"2+1) hanyados tulajdonsagainak

2 > 1 négyzetszam

vizsgalatat azonban ,forditva” is elvégezhetjik; el6szor az r
tulajdonsagait rogzitjiik le, és ehhez keressiik meg azokat a d szamokat, amelyekkel

megvalosul a 12-vel vald oszthatosag.

a. esetként az 12 négyzetszam legyen paratlan; és ehhez, 3-mal valo oszthatosagatol
fliggen, tovabbi két alesetet rendelhetiink:

a/1. eset; ha a paratlan 72 szdm nem oszthat6é 3-mal; akkor kénnyt belatni,
hogy a d névekmény barmilyen egész szam lehet;

/2. eset; ha a paratlan r? szam oszthato 3-mal; akkor konnyt belatni, hogy
a d novekmény csak 3-mal oszthato egész szam lehet.
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2 szam legyen paros négyzetszam; és ehhez, 3-mal valé oszthatosa-

B. esetként az r
gatol fliggden, tovabbi két alesetet rendelhetiink:

B/1. eset; ha a paros r? szdm nem oszthaté 3-mal; akkor konnyti belatni, hogy
a d noévekmény csak péaros egész szam lehet;

B/2. eset; ha a paros r?
a d noévekmény csak paros, 3-mal oszthato egész szam lehet, vagyis d = 6 - k és

k=1,2,3,....

szam oszthato 3-mal; akkor kénnyt belatni, hogy

Dolgozatomat egykori matematika tandraim emlékének ajanlom!

Ringler Andrds
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