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SIMONOVITS ANDRAS
Brody Andrds (1924-2010) emlékének

1. Bevezetés

Egykori mesterem, Brody Andrds (1924-2010) legkedveltebb elemzési eszkoze a
matrixelmélet, azon beliil is a nemnegativ irreducibilis elemi mdtrizok elmélete volt.
Emlékének egy olyan esszével adézom, amely izelitét nyijt a Perron—Frobenius-
elmélet matematikai-kézgazdasagi alkalmazasaibdl, lehetdleg — de nem csak — Brody
irasaira hivatkozva. Brody munkassiaganak a csticsa kétségtelen az Erték és ujrater-
melés (Brédy, 1969), de mér a vildghires matematikus barattal egyttt irt Rényi-
Brody (1956) is a sztédlinizmus szoritdsdbdl szabadulé hazai kozgazdasdgtan kie-
melked6 korai gyongyszeme, Brédy (1964) a hibaelemzés remekmiive, Brody (1973)
a szabdlyozdselmélet djszeri darabja, mig Brédy (2004) Andris egyik hattyidala
volt.

Témavalasztasom mésik oka: mig a korabbi magyar és nemzetkozi matematikai-
kozgazdasagtani irodalomban a matrixelmélet, s azon beliil a nemnegativ elemi
métrixok elmélete nagy becsben 4llt (példdul Dorfmann—Samuelson—Solow (1958),
Gale (1960) és Zalai (1989, kiilondsen a 2. fejezet)), manapsdg e mddszer nagyon
hattérbe szorult. Az 6konometridn kiviil szinte csak a Szluckij-méatrixszal talalkoz-
nak a mai kozgazdaszhallgatok. Tudomasom szerint a matematikusok egyetemi ok-
tatdsdba viszont a nemnegativ elemli matrixok elmélete sohasem keriilt be, taldn
koordinatas alakja miatt. Bar a nemnegativ elemi matrixok csalddjabdl a szto-
chasztikus matrixokkal taldlkoznak a hallgatok, a Markov-lancok ergodicitdsanak
bizonyitasandl (Rényi, 1966, 406-409. o.) is sziikségképpen elsikkad a linedris al-
gebrai hattér. (Egyetemi éveim alatt én is csak Brédy Andrés Téke-szemindriuman
hallottam e gyonyori elméletr8l, 1966 koriil.) Ennek az elhanyagolt teriiletnek a
fontossagara, szépségére és alkalmazhatosagara szeretném felhivni az Olvasék fi-
gyelmét.

* Koszonetet mondok Récz Andrasnak egy kordbbi valtozat mindenre kiterjedd javitasaért, vala-
mint Murakézy Baldzsnak és Zalai Ernének néhany értékes megjegyzéséért. Az esetleges hibakért
kizérolag engem terhel a felelésség.
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Itt csak tavirati stilusban foglalom 6ssze az elmélet legfontosabb allitasait. 1.
Tetszbleges pozitiv elemii (négyzetes) métrixnak egyetlenegy domindns sajatértéke
van, s ez és a hozza tartozd sajatvektor pozitiv. 2. Altaldnosabban, tetszOleges
nemnegativ elemi irreducibilis matrix esetén e tulajdonsagok csak gyengébben tel-
jesiilnek. (A még dltaldnosabb reducibilis méatrixokkal foglalkozott példdul Méczér
(1980) és Zalai (2011) a Neumann-modellek keretén beliil.) 3. Ha egy 2. osztélyba
tartozé métrix valamelyik hatvénya pozitiv elem{i métrix (ekvivalens azzal, hogy
aciklikus métrix), akkor az 1. osztdly tulajdonsdgai érvényben maradnak.

Ezt az elméletet a kozgazdasdgtanban el6szor Leontief alkalmazta, amikor ki-
dolgozta az dgazati kapcsolatok mérlegét (AKM)7 amelyet aztan réla neveztek el.
Két valtozatat ismertetjiik: a nyilt statikus, valamint a zart dinamikus Leontief-
modellt, amelyeket Brédy olyan el6szeretettel alkalmazott hosszi évtizedeken ke-
resztiil. A Markov-lancok elmélete fontos specidlis eset, ahol az dtmenetmatrix nem-
csak pozitiv elemii, de oszloposszegei azonosan 1-gyel egyenlok: a matrix sztochasz-
tikus. A dominédns sajatérték 1, és a domindns sajatvektor elemeinek Osszege 1,
egyben fixpont. A Markov-lancok alkalmazésa is széleskor(i, mi harmat emlitiink
meg: a munkapiaci &tmenetmétrixot, az adébevallasi dinamikat lokalisan leiré mat-
rixot és a legegyszeriibb nemtrivialis piaci egyensulyi arvektort szarmaztaté matri-
xot. Végiill beszdmolunk a Kornai és Martos (1971) altal kezdeményezett és Brédy
(1973) &ltal érdekesen tovébbfejlesztett készlet- és drjelzésen alapulé szabélyozasi
modelljeirél, amelyeknek targya a Leontief- gazdasig, és amelyek elemzésében a
nemnegativ irreducibilis matrixok elmélete tébbszorosen szerepet kap.

f)sszefoglalva: a 2. szakaszban korvonalazom a nemnegativ elem matrixok
elméletét. A 3. szakaszban réviden ismertetem a Leontief-modellt. A 4. szakaszban
vazolom a Markov-lancok alaptételét és harom kozgazdasagi alkalmazéasat, majd az
5. szakaszban kitérek a Leontief-modell szerepére a készlet- és az arjelzésen alapuld
szabdlyozéasban. A 6. szakaszban kimondok néhany kévetkeztetést.

2. Nemnegativ elemii matrixok

Nyilvanval6 okok miatt a kozgazdasdgtanban nagyon fontosak a nemnegativ (po-
zitiv) elemd métrixok, ahol m;; > 0 (m;; > 0) minden ¢,j-re (Rézsa, 2009, 9.
fejezet). Matrixjelolésben: M > 0. (A legijabb magyar helyesirési szabdlyzat meg-
alkotdi nagy hibat kovettek el, amikor bevezették a nem kezdeti jelzék kiilonirasat!
Ugyanis a nem mnegativ elemi matrixok nem azonosak a memnegativ elemii matri-
xokkall Az elébbi osztalyba olyan métrixok tartoznak, amelyeknek van legaldbb
egy nem negativ elemiik, mig az utébbiba olyan matrixok tartoznak, amelyeknek
minden eleme nem negativ!)

Néha blokkdiagondlis matrixokkal dolgozunk, mert azok kisebb méreti mat-
rixokhoz vezetnek. Maskor éppen ellentétes a célunk: el akarjuk keriilni, hogy a
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rendszer részeire bomoljék. Ekkor hasznos a kévetkezd fogalom.

Reducibilis (felbonthat6) métrixokrdl beszéliink, ha az {1, 2,...,n} indexhal-
maz felbonthaté két olyan nemtrivialis J és J* indexhalmazra, amelyre a keletkezd
My« és My« blokkok egyike nulla métrix. Ahhoz, hogy kevésbé formilis legyen
a meghatdrozasunk, érdemes grafokra leforditani a definiciét. Képzeljiik azt, hogy
van egy n-cstcsu iranyitott grafunk, amelyben az i-edik pontbdl a j-edikbe él vezet,
ha az (i,j) métrixelem pozitiv. (Természetesen elképzelhetd, hogy az i-edik csiics-
bél a j-edik csuicsba él vezet, de forditva nem.) Ekkor a mdtrix reducibilitdsa azt
jelenti, hogy a hozzatartozo graf csicspontjai két olyan csoportba oszthatok, hogy
egyik csoport egyik csticsabdl sem vezet €l a mésik csoport semelyik csicsdba sem.
Egy matrixot irreducibilisnek (felbonthatatlannak) neveziink, ha nem reducibilis.
(Vegyiik észre, hogy minden blokkdiagonélis matrix reducibilis, hiszen ott egyik
csoport sincs Osszekotve a masikkal.)

A kévetkezd tételeket 1907 és 1912 kozott Perron (pozitiv métrixokra) és Frobe-
nius (nemnegativ métrixokra) fedezte 61, és az 1950-es évek éta alapvetd szerepet
jatszanak a matematikai kozgazdasagtanban. A tételek kimondasahoz sziikségiink
lesz néhdny definiciéra. Az Ms = As (s # 0) sajatérték—sajdtvektor egyenlet megol-
dasai koziil domindnsnak nevezziik azokat, amelyekre a sajatértékek abszolut értéke
maximélis. E maximum neve spektrdlsugdr, és jele p(M), ekkor || < p(M).

1. Tétel. (Frobenius 1. tétele: 1908, Zalai, 1989, 2. fejezet, Rézsa, 2009.) Legyen a
négyzetes M mdtriz nemnegativ és irreducibilis. Ekkor igazak a kévetkezd dllitdsok.

a) M-nek van egy pozitiv domindns sajdtértéke.

b) Létezik (egy skaldrszorzdtdl eltekintve) egyetlen pozitiv sajdtvektor, amely a
pozitiv domindns sajdtértékhez tartozik.

¢) A pozitiv domindns sajdtérték algebrai multiplicitdsa 1.

d) A pozitiv domindns sajdtérték monoton névekvd figguvénye bdrmely pozitiv
elemnek.

e) Ha a spektrdlsugdr kisebb, mint 1: p(M) < 1, akkor az (I — M)~ mdtriz
létezik és pozitiv:

(I-M)"t= iMk.
k=0

A bizonyitasbdl csak az alapgondolatot emlitjiik meg: A

1<i<n, xiséO]
z;

p(x) = min [

fliggvény jol definialt, és a maximumét az s; > 0 sajatvektornal veszi {0l, értéke:
p(M) = A1 pozitiv dominédns sajitérték.

A kovetkezd 2 x 2-es sztochasztikus métrixon szemléltetjiikk az 1. tétel a)—c)
pontjat.
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1. Példa. Legyen p és v két, hatdrozottan 0 és 1 kozti valds szam. Legyen a matrix

M:( # 1‘”).
1—uw v

Egyszerii szamoléassal adédik a matrix karakterisztikus polinomja:
pA) =N — (u+v)A+p+v—1

Koénnyt beldtni, hogy p(1) = 0, azaz Ay = 1 és |Ao| = |p+ v — 1] < 1. Némi
szémoldssal adédik a (€, 1 — &) dominédns sajatvektor elsd koordindtaja:

1—v

= ——— amelyre 0 < ¢ < 1.
2—p—v
Ha beszorozzuk a métrixot egy 0 és 1 kozotti m skaldrral, akkor p(nM) = 7, és az

e) pont is ellendrizheté.

Elesithetjiik az 1. tételt, ha bevezetjiik a kovetkez6 specidlis blokkszerkezeti
matrixokat: legyen P > 1 egy természetes szam, és legyen Q = 1,..., P az
{ig-1 + 1,...,ig} indexhalmaz blokkindexe, ahol {ig} monoton névekvd soro-
zat P darab természetes szambdl all. frjuk fol matrixunkat blokkszerkezetben:
M = [Mggr]. Az M matrixot P-ciklikusnak vagy P-rendben imprimitivnek ne-
vezzilk, ha Mgr = 0, R # Q + 1 esetén, azaz M = (Mg,g+1). Ismét a fenti
graf-hasonlatot alkalmazva, ekkor a cstcspontok P db csoportba oszthaték, hogy
az 1. csoport csucsaibdl kizardlag a 2. csoportéiba vezet él, a 2. csoportéibdl a 3.
csoportéiba,. . ., a (P—1)-edikéib&l a P-edikéibe és az P-edikéibdl az 1. csoportéiba.
Ekkor az MP métrix blokkdiagonalis.

Ha egy matrix semmilyen P > 1 természetes szamra sem ciklikus, akkor P = 1-
et irunk, és a matrixot aciklikusnak vagy primitivnek nevezziik.

2. Tétel. (Frobenius 2. tétele, 1912 és Rézsa, 2009.) Legyen a négyzetes M mdtric
nemnegativ és irreducibilis. Ekkor igazak a kovetkezd dllitdasok.

a) Ha az M matriz P-ciklikus, akkor pontosan P domindns sajdtértéke van:
pe@"1, Q =1,..., P, ahol € a P-edik komplex eqységgyik.

b) Ha az M mdtriz aciklikus, akkor egyetlen domindns sajdtértéke van, amely
pozitiv. A mdtriz valamelyik hatvdnya pozitiv: példdul M™ > 0.

Megjegyzés. Ha M > 0, akkor nyilvdnvaléan aciklikus, tehdt a b) pont Perron
tételére egyszerisodik.

Az 1.e. tételben lattuk, hogy a nemnegativ elemii p(M) < 1 tulajdonsdgi mat-
rixoknak van egy szép tulajdonsiaguk. Most egy masik tulajdonsagukat mutatjuk
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be, amelyet produktivitdsnak (termelékenységnek) neveziink: 1étezik egy = > 0 osz-
lopvektor, amelyre

Mx < x.

1. Példa. (Folytatéds.) Ha = v = 0, akkor 2-ciklikus méatrixot kapunk, kiilonben
aciklikust.

3. Leontief-modellek

Ebben a szakaszban a statikus és a dinamikus Leontief-modelleket tanulményozzuk.

Statikus Leontief-modell. Ismert, hogy Leontief (1941/1951) dolgozta ki az dgazati
kapcsolatok mérlegének (AKM) a statikus modelljét, amely a torténelemben el6szor
tette lehetévé, hogy a gazdasag egyes szektorai kozti kapcsolatokat részletesen és
akdr statisztikailag becsiilt egyenletrendszerrel elemezziik. A tovabbiakban azonban
csak elméleti elemzésre szoritkozunk.

Egy n-szektoros gazdasagbdl indulunk ki, ahol a szektorok kozti kapcsolatokat
egy nyilt statikus AKM-modell irja le (Leontief, 1941 és Brddy, 1969). A jelolés
egyszerlisége kedvéért egyeldre foltessziik, hogy a gazdasag hosszi tdvon nem né és
nem csokken. Legyen a;; a j-edik szektor egységnyi termeléséhez sziikséges anya-
gigény az i-edik szektortdl, legyen y; az i-edik szektor kibocsdtdsa és c; a végsd
fogyasztas az i-edik szektor termékébél, i,5 = 1,...,n. A megfelel6 méatrixok és
vektorok jele: A, y és c.

Foltessziik, hogy A nemnegativ elemi, irreducibilis matrix, amelynek spekt-
ralsugara kisebb, mint 1 : p(A) < 1. Ennek jelentését legegyszeriibben egy olyan
mértékegység-rendszerben felirva érthetjiik meg, amelyben minden oszloposszeg ki-
sebb mint 1:

Zaij<1’ ahol j=1,...,n.
i=1

Széban: az egységértékii j-edik termék elGallitdsahoz sziikséges anyagok 6sszkolt-
ségének Gsszege kisebb, mint a termék értéke. Ez ésszerii feltevés.

A modell egy egyszerli azonossagon alapul: termelés — termeldi fogyasztasok
Osszege = végso fogyasztas. Képletben:

(I-Ay=c

Az 1.e. tétel alapjan belathatd, hogy ez az egyenlet egyértelmiien megoldhaté.
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3. Tétel. Feltevéseink mellett a nyilt statikus AKM-modelinek minden pozitiv v€gsd
fogyasztasvektorra létezik pontosan egy pozitiv kibocsdtdsa:

y=(I—-A)""e

Az (I—A)~! métrixot az A matrix Leontief-inverzének nevezik. Matematikdban
ezt a tipust matrixot rezolvens mdtriznak nevezik.

Az l.e. tétel azt sugallja, hogy akarmilyen végs6 fogyasztis megvalésithatd,
csak konzisztensen kell megvélasztani a kibocsatéasi vektort. Koznapi tapasztalata-
inkbdl tudjuk, hogy ez nincs igy, s ennek alapvetéen két oka van: a) vannak korldtos
er6forrdsok (nyersanyagok és munkaerd), amelyek még hosszabb tavon sem névelhe-
t6k tetszés szerint; b) az ember altal készitett eszkozok eldéllitasa id6t vesz igénybe.
Ezzel a masodik kérdéssel foglalkozunk a kovetkezo részben.

Dinamikus Leontief-modell. Ratériink a zdrt dinamikus Leontief-modell ismer-
tetésére. Jelolési konnyités céljabdl nyilt modelliinket ,bezarjuk”: az (n + 1)-edik
szektornak a munkaer6-szektort tekintjiik. Ekkor az egységnyi munkadrahoz sziik-
séges f > 0 fogyasztasi vektort és az egységnyi termék eléallitdsa soran kifejtett
v > 0 munkardforditdsok vektordt a bdvitett A matrix (n + 1)-edik oszlopanak,
illetve soranak tekintjiik, 0-t irva a jobb alsé sarokba. (Altalénosabban a jobb
alsé sarokelem is lehet pozitiv, hiszen példdul tanarok munkajara van sziikség a
kohdszok ,eld4dllitdsdhoz”.) A termelési vektort is kib&vitjik a munkaerd-szektor
kibocsatdsaval (1): Képletben:

(AT o (VY
A= (v 0) ésy = (l)
Ekkor a zart statikus modell egyenlete

I-A)y=0.

Most mér abrézolhatjuk a tokefelhalmozast is, de ehhez p(A) = 1 helyett a
p(A) < 1 feltevéssel kell élniink. Legyen b;; > 0 a j-edik szektor egységnyi ter-
melésnoveléséhez sziikséges beruhdzasi igény az i-edik szektortdl. Az irreducibilis
B = (b;;) t6kematrix segitségével felirhaté a tOkefelhalmozési egyenlet:

ahol y az y vektor id6 szerint derivaltja. A B tékematrix szingularitdsa nagyon
megneheziti a megolddst, s6t, Brédy (2004) és ennek nyoman Dobos (2007) meg-
mutatta, hogy a teljes nemnegativ félegyenesen altaldban nincs pozitiv megolddsa
e differencidlegyenlet-rendszernek.
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Tegyiik {6l azonban, hogy a gazdasdg minden szektora folyamatosan és azonos
A iitemben béviil: y(t) = yoet, ahol yg a 0-adik idépont kibocsatési vektora. Ekkor
az implicit differencidlegyenlet alapjan az egyensulyi kibocsatési vektor kielégiti a
tokefelhalmozas egyenletét:

(I-A)yo = AByo.

A linedris programozasbdl ismert médon minden primaélfeladathoz tartozik egy
dualfeladat, ahol a volumenek helyett arak szerepelnek. Ez a helyzet most is. Milyen
arak tartoznak e modellhez? Legyen p az (n + 1)-dimenzids bévitett ar(sor)vektor,
amelynek fedeznie kell a pA folyd kiaddsok mellett a m normdl profitrétdhoz (po-
zitiv valds szdm) tartozé pB beruhdzasi kiaddsokat. A t6kefelhalmozés droldalét a
kovetkez6 implicit differencidlegyenlet-rendszer irja le:

p(I—-A)=pB.

Az aralakulds egyensilyi palyajat a p(t) = poe™ egyenlet adja. Az egyenstilyi
aregyenlet képlete:
po(I - A) =mp,B.

Mivel a kibocsatasi- és az arvektor csak egy skalar erejéig van meghatirozva
(nincs kezdeti feltétel), a tovabbiakban ardnyokrdl beszéliink. A kibocsatdsi egyen-
letet balrél, az dregyenletet jobbrél beszorozva az (I — A)~! Leontief-inverzzel,
adddik a

4. Tétel. (Brédy, 1969.) Tegyiik fol, hogy a bévitett inputmdtrixz spektrdlsugara is
kisebb, mint 1: p(A) < 1.

a) A kibocsdtdsi egyensilyi egyenletet pontosan egy pozitiv novekedési iitem ()
és kibocsdtasi ardnyvektor (y) elégiti ki:

1 -
Y= (I- A)"'By.

b) Az dregyensulyi egyenletet pontosan egy pozitiv profitrdta () és egy drardny
(sor)vektor (p) elégiti ki:
1 _
;P =p(I-A)"'B.

¢) Az egyensilyi novekedési item és a profitrdta egyenlé: A = .

Megjegyzések. 1. Példaul az els6 egyenletet balrdl beszorozva p-vel, a masodikat
jobbrdl y-nal, és figyelembe véve, hogy py > 0, adédik

1 1
NPy = p(I—A)'By = —py, azaz ™ = \.
i
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2. Ez a modell Neumann (1938) modelljének egyszertisitett véltozata. Ott egy
terméket elvben tobb eljarassal lehetett eldéllitani (példdul villamos dramot féval,
szénnel, olajjal, gdzzal és urdnnal), és barmely eljardsnak elvben t6bb terméke is
lehetett (példdul a tehéntenyésztésnek a tej, a his és a bér). Mindkét modellnek
koz6s hibaja, hogy a munkaerd-szektort ugy kezeli mint a tobbi szektort, marpedig

ez legfeljebb egy rabszolga-gazdasigra igaz.

Medvegyev (2011) izgalmasan irja le Brédy és a marxi elmélet kapcsolatat (vo.
Zalai, 1988).

4. Markov-lancok

A véges dllapotd homogén (id6ben dllandé szerkezetil) Markov-ldncok dtmeneti
matrixa nemnegativ, specidlis esetben pozitiv elemi. Ezért a Perron—Frobenius-
tételek segitségével is értékes eredményeket kaphatunk a Markov-lancok ergodici-
tasardl. (Nem véletlen, hogy a két kutatési teriilet egyidejiileg jott létre.) Emellett
a Markov-lancokat széles korben alkalmazzak a kozgazdasagtanban is.

Roéviden a Markov-lancokrdl. Ismert, hogy a Markov-lancok fontos szerepet jatsza-
nak a valészinliség-szamitasban. A legegyszeriibb esetben diszkrét idejli, diszkrét
allapotu sztochasztikus folyamattal foglalkozunk, ahol a jovét a mult csak a jelenen
keresztiil hatarozza meg.

Legyen M = (m;;) egy m x n-es dtmenet-valdsziniiségi mdtrix, ahol m;; > 0
annak a valdsziniisége, hogy egy 1épés alatt a rendszer a j-edik allapotbdl az i-
edikbe keriil: >°1"  m;; = 1, j = 1,...,n: sztochasztikus métrix. Legyen x; > 0
valészintiségi eloszlasvektor, ahol z; ; annak a valészintisége, hogy a t-edik id6szak-
ban a rendszer az i-edik allapotban van: Z?:l xz;+ = 1. Ekkor a teljes valészi-
ntliség tétele szerint x;; = Z?zl m;;xj¢—1. Vektor- és matrixjelolésekre attérve:
= (T14y. oy Tng)y 1M = 1T 2y = May_q és 1Tz, = 1, ahol 1T = (1,...,1)
az 0sszegz6 vektor. Homogén Markov-ldancunk van, amelynek idében allandé dtme-
netmatrixardl itt foltessziik, hogy aciklikus: M™ > 0. Ekkor a hatareloszlas 1étezik,
azaz a lanc ergodikus: lim;_, o vy = 2°, x° = Mx°, az M maétrix jobb oldali domi-
nans sajatvektora (Rényi, 1966, 403—409. o.), amely egyben fixpont.

A tovébbiakban a Markov-lancok hdrom kozgazdasigi alkalmazasat mutatom
be: a munkapiac Markov-lancét és a lokalis kolcsonhatas stabilitasat roviden, vala-
mint az altalanos egyenstlyelmélet legegyszeriibb egzisztencia-tételét hosszabban.
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A munkapiac Markov-lanca. Horvéith (2010, 148. o., 1. tdbldzat) megad egy 8-
allapotu Markov-lancot, amelyben az allapotok a dolgozé munkapiaci aktivitdsra
vonatkoznak: 1. egész évben, 2. 3/4-1 év kozott , 3. 1/2-3/4 év kozott, 4. 1/4-1/2
év kozott, 5. legfeljebb 1/4 évet, 6. 0 napot dolgozott, 7. rokkant nyugdijas volt és 8.
oregségi nyugdijas volt. A szerz6 megemliti, hogy e feltevéssel ,,szemben stlyos kri-
tikdk fogalmazhatok meg, de ... az ilyen modellezés meglehet&sen elterjedt a nyug-
dijmodellezés vildgdban.” Hasonl6 feltevéssel élve, Fehr—Habermann (2008) egy tn.
kiszamithato altaldnos egyensilyi modellt alkotott. Numerikusan meghataroztak a
tarsadalmilag optimalis ,degressziv nyugdijrendszer” paraméterértékeit: ellentét-
ben a vilagszerte csodalt német pontrendszerrel, ebben a rendszerben a nagyobb
életpalya-jarulékbefizetések aranytalanul kevéssé novelik a jaradékokat, akarcsak
az 1998 el6tti magyar nyugdijrendszer. Természetesen a modellben szerepl6 para-
méterértékek nem olyan jol meghatarozottak, mint a gravitacios egyiitthaté. Ezért
nem lehetiink olyan biztosak az eredményben, mint az {irrakétdk tervezdi voltak,
amikor Newton majdnem 300 éves képlete alapjan kilotték az els6 szputnyikokat.

A lokalis kélcsénhatas stabilitasa. Méder—Simonovits—Vincze (2010) 2. addcsaldsi
modellje vezetett a kévetkez6 absztrakt matematikai modellhez, amellyel a lokalis
kolecsonhatds dinamikdja vizsgalhat6 (vo. Garay—Simonovits—Téth, 2011): legyen
I > 2 egy pozitiv egész szam. Az el6z6t6l eltérd jellegli jelolést alkalmazva, le-

gyen x = (x1,...,x7) egy I-dimenziés vektor, a rendszer dllapotvektora. Minden
i=1,...,I-re létezik egy N, indexhalmaz, |N;| elemszdmmal, az ¢ egyén ismerdse-
inek a halmaza. Diszkrét id6vel dolgozva, t = 0,1,..., legyen x; = (X14,...,%1¢)

a t-edik idészak allapotvektora. Az i-edik egyén megfigyeli ,lokélis” kornyezete
atlagédllapotat:
ZjeNi Lj,t

| N3]

A lokalis kolesonhatds dinamikajat a kovetkezé nemlinedris differenciaegyenlet-

Tt =

rendszer irja le:
xi,t+1:F(-ii,t); i=1,...,1,
ahol F:R — R egy sima fliggvény, pontosan egy fixponttal: z° = F(z°), ahol
F'(z°) < 1.
Megfelel$ technikai feltevések (F' konkavitdsa és a kés6bb bevezetendd M acik-
likussdga) mellett beldthaté a kovetkezd tétel:

5. Tétel. A lokdlis kélcsonhatdsok dinamikdjdnak pontosan egy fixrpontja van. Ez
szimmetrikus: 2 = 2° (i =1,...,I) és lokdlisan stabil.

Megjegyzés. Bonyolultabb eszkozokkel belathatd, hogy a dinamika globélisan sta-
bil.
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Bizonyitas. A szimmetrikussag és a globalis stabilitdas bizonyitdsa a mély Banach-
féle fixponttételen alapul. Egyszertisége és a Markov-lanc ergodicitdsan alapuld
gondolatmenete miatt viszont vazolom a lokdlis stabilitds bizonyitasat. Legyen
M = F’/(x°) a linedris kozelités matrixa. A derivélds ldncszabdlya szerint

F'(z°
Mij = ﬁa ha j € N; és m;; = 0 egyébként.
K3
Ezért 0 < p(M) = F'(z°) < 1. .

A teljesség kedvéért megemlitem, hogy hasonlé mddszerrel elemeztiik az egyiitt-
€16 korosztalyok dinamikédjat Molndr—Simonovits (1996)-ban.

Altalanos piaci egyensily létezése. A matematikai kozgazdasagtan egyik csicsa
az altalanos piaci egyensuly létezésének bizonyitasa. A legegyszeriibb esetben a
termelést elhanyagoljuk, azaz egy cseregazdasidgra szoritkozunk, amelyben a mar
meglevd termékeket cserélik el a hdztartdsok egyméssal. A csere célja: minden héz-
tartas annyira javitsa a helyzetét, amennyire csak lehetséges. Részletesebben: min-
den haztartasnak van egy hasznossdgfiiggvénye, amely a csere utani készletvektor
monoton névekvo fliggvénye. Minden termék csere utani 6sszkészlete megegyezik a
csere el6tti Osszkészlettel. Minden haztartds csak addig nydjtézkodhat, ameddig a
takardja ér, azaz egy feltételezett piaci arrendszerben a kezdGkészletek eladdsabol
szarmazo6 jovedelme megegyezik a végsé készletek piaci értékével. Beldthato, hogy
megfelel6 technikai feltevések mellett 1étezik legalabb egy ilyen piaci arvektor és a
hozz4 tartozé optimélis fogyasztasi vektor rendszere, az altaldnos egyensuly.

Az §ltaldnos modellben Arrow—Debreu (1954) bizonyitotta a piaci egyensily
létezését, magyarul j6l Osszefoglalja a lényeget Zalai (1989). Technikailag elég bo-
nyolult a bizonyitds (a Brouwer-féle fixpont-tételen, illetve annak Kakutani-féle
altaldnositdsan alapul), de van egy olyan speciélis eset, amikor a bizonyitds a po-
zitiv elemli matrixok dominans sajatvektordra vonatkozo Perron—Frobenius-tételre
vagy a Markov-lancok stacionarius sztochasztikus eloszlasvektoranak a létezésére
egyszertisodik. Ezt mutatom be az aldbbiakban.

Legyen a haztartasok szama H, indexe h = 1,..., H; és a termékek szama
I, indexe i = 1,...,I. Legyen tovabbéa a h-adik hiztartds vagyonvektora a” =
(a1, -..,arn), fogyasztési vektora xp, = (x1p,...,21n), és legyen hasznosségfligg-
vénye up(z1p,...,2mn). Legyen p = (p1,...,pr) a piaci arvektor, amely minden
haztartds szdmara adott. Adott drvektor esetén a h-adik hdztartds (h=1,...,H)

a kovetkezd hasznossdgmaximalizalési feladatot oldja meg:

uh(xlh, A ,J)[h) — max
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figyelembe véve a koltségvetési feltételt:

P1T1p + -+ PrTrn = praip + - -+ pragy, = Iy,

ahol I}, a h-adik héztartas arfiggd jovedelme.
Ha minden termék Osszesitett kezdOkészlete pozitiv, akkor a mértékegységek
megfelel6 megvalasztasaval feltehetjiik, hogy e kezdOkészletek egységnyiek:

H
am=1, i=1,...,1
h=1

A csere mérlegegyenletei rendre

H
oaw=1, i=1,..1I

h=1

A modern kozgazdasagtan egyik legjellemzobb eszkoze, hogy minden don-
tést egy célfiiggvény maximalizdlasabol vezet le. Esetiinkben minden haztartasnak
megfelel6 hasznossdgfiigguénye van, és a konnyebb szamolhatdésig kedvéért Cobb—
Douglas-féle:

I
un(@ns -5 win) = Y Binlog win,

i=1

ahol a B, silyok pozitivak, Osszegiik 1: Ei[:l Bin, = 1, minden h-ra. Ez a fel-
tevés hasonlit a pszicholégiaban megfigyelt hatasokhoz, nevezetesen, hogy a zaj
megkétszerezodésekor a fajdalomérzet egységgel né. Itt egy bizonyos termék fo-
gyasztasanak megkett&zése a hasznossdgérzetet egységgel noveli, a tobbi termék
fogyasztasatol fiiggetlentl.

Kimondhatjuk a piaci egyensily létezését.

6. Tétel. Az dltaldnos egyensulyban a normdldstdl eltekintve egyetlen pozitiv p°®
piact eqyensulyi drvektor létezik, és ez kielégiti a kovetkezd fixpont-feltételt:

I
ﬁ:}jﬁ@“ i=1,...,1,
k=1

ahol by; = Zthl Binagn > 0. A h-adik hdztartds optimalis fogyasztdsa az i-edik
termékbdl

wgy = 20h =11, h=1,...,H.
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Miel6tt ratérnék a bizonyitasra, néhdny megjegyzést teszek.

1. Az arvektor ,nagysdga” most sincs meghatdrozva, hiszen koézgazdasigilag
kézombos, hogy forintban vagy fillérben vagy akar euréban szamolunk, de az ara-
ranyok hatdrozottak.

2. A tételben szereplé hasznossagfiiggvények a leheto legegyszeriibbek, és ennek
tudhato be, hogy a h-adik haztartas i-edik termékre vonatkozé optimalis fogyasztési
kiaddsi hdnyada, p;x;p /I az egyensilyi drakon szdmitva éppen S;p.

3. Altaldban a héztartdsnak nincs minden termékbdl pozitiv készlete; az egyen-
suly létezéséhez elegendd, ha minden preferenciasily pozitiv, s6t, még kevesebb is.

Bizonyitas. a) Elszor adott piaci drvektor esetén meghatérozzuk a feltételes opti-
mélis fogyasztasi vektorokat, majd b) meghatarozzuk az egyensilyi piaci drvektort.
a) Legyen A\, a Lagrange-szorzo, ekkor a Lagrange-fiiggvény (az Ij, allandét

elhagyva)
I

L(xin, ..., zm) = Y _[Binlogin — Anpizin]-

i=1
A Lagrange-modszer értelmében az optimalis fogyasztasvektorra a kvetkez6 egyen-
letrendszer adddik:

1,...

b pi=0, i
ih

inh(xlh) LK 71"Ih) -

Rendezve: p;z;p = Bih)\;l. Visszahelyettesitve a koltségvetési feltételbe,

I I
In=> pixin =Y _ Bk, = A,
i=1 i=1

azaz a Lagrange-szorzo itt éppen a haztartas jovedelmének a reciproka. Rendezve

Bindn

DPi

Tip =

b) Behelyettesitve a mérlegegyenletekbe az optimélis fogyasztédst és az arfiiggd
jovedelmeket,

Zﬂz iy Prin -1, i=1,....1I
h=1 Di

Felcserélve az 0sszegzés sorrendjét és felhasznalva, hogy a hasznossdgsulyok Gsszege
L,

I I H
Zb ZZﬂthkh = ZZﬂmakh = Zakh =1,

=1 i=1 h=1 h=11i=1
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azaz (bg;) méatrix sztochasztikus, tehdt a Perron-Frobenius-tétel vagy a Markov-
lancok tétele alapjan a normalastdl eltekintve pontosan egy pozitiv p° > 0 vektor
elégiti ki, s ez az egyensilyi arvektor, 1 sajatértékkel. -

2. Példa. Legegyszeriibb esetben ugyanannyi termék van, mint hztartés, és az i-
edik termék kezd&készlete az i-edik haztartas tulajdonaban van: I = H és a;p, = dsp,
ahol d;;, a Kronecker delta. Ekkor b;;, = [;, azaz az aregyenlet matrixa a hasz-
nossagsilyok matrixa. Ekkor az araranyokat az utébbi matrix szerkezete hatarozza
meg.

A kéttermékes gazdasdgban 811 = 1— a1 és faa = 1— P12, p = (m, 1). A matrix-
egyenlet els6 sora szerint (1 — S12)7 + f12 = 7, azaz m = [12/P21. Kvalitative: az 1.
termék dra akkor és csak akkor nagyobb, mint a 2.-é (m > 1), ha az 1. egyén a 2.
terméknek nagyobb stlyt tulajdonit, mint a 2. egyén az 1. terméknek (S12 > f21).

Ebbdl a példabol még az is lathatd, hogy az egyensily létezéséhez nem kell
feltenni, hogy minden termék minden egyénnek hasznos; elegendd, ha az 1. termék
a 2. egyénnek hasznos, a 2. termék pedig az 1. egyénnek: B19, 821 > 0, azaz (b;;)
irreducibilis.

4. A készlet- és az arjelzésen alapulé szabalyozasrdl

Ebben a szakaszban a tobbszektoros gazdasig készlet- és az arjelzésen alapuld
szabalyozasanak két linedris modelljét mutatjuk be. A vizsgdlatot Kornai-Martos
(1971) kezdeményezte, az €ls6 tiz év eredményeit Kornai-Martos szerk. (1981) tar-
talmazza. Az elsé modell itt ismertetett alakja Simonovits (1998) 2.3. alfejezetébol,
a masodik Brédy (1973) cikkébél szarmazik.

Mindenekel6tt roviden Osszefoglalom a széban forgd kutatasi irdnyzat lénye-
gét. 1970 koril, amikor a kutatds megindult, a kozgazdasdgtanban még nagyon
ritka volt az igazi dinamikus vizsgédlat. A dinamikus vizsgalatokon beliil is alta-
ldban elhanyagoltak a realszféra—szabdlyozasi szféra megkiilonboztetést. De még a
szabélyozaselméleti megkozelitésen beliil is tiil nagy szerepet kapott a piacgazda-
sag leegyszerisitett logikdjat tliikrozo arjelzésen alapuld szabalyozas. Ehhez képest
jelentett Ujdonsagot a szabdlyozds drjelzések nélkil elnevezési kutatasi iranyzat,
amely nemcsak dinamikus szabalyozaselméleti megkozelitést alkalmazott, de a koz-
ponti iranyitdsu gazdasagok szintén leegyszerisitett logikdjat kovetve azt vizsgalta,
mit lehet elérni drszabalyozasok nélkiil.
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Készletjelzésen alapulé modell. Egy n-szektoros gazdasagbdl indulunk ki, ahol
a szektorok kozti kapcsolatokat egy készletekkel bévitett nyilt statikus Leontief-
modell frja le (1. szakasz). Ellentétben a hagyomédnyos készletszabélyozdsi mo-
dellekkel, ebben a modellben (és a modellcsaldd t6bbi modelljében) azt akarjuk
vizsgalni, miképp miikkodhet egy egész gazdasig decentralizdlt készletjelzések alap-
jan. Egyszertien szélva azt tételezziik f6l, hogy a termelOk a termelésiiket aszerint
novelik vagy csokkentik egy kiviilrél adott normdl (més elméletben: egyensilyi)
értékhez képest, hogy a sajat készletiik kisebb-e vagy sem a normalisnal. Az éppen
id6re termelést (angol roviditése: JIT = just in time) modellezve, a felhaszndldi
készleteket figyelmen kiviil hagytuk.

A jelolés egyszerlisége kedvéért most foltessziik, hogy a gazdasdg hosszu ta-
von nem né és nem csokken. Legyen a;; a j-edik szektor egységnyi termeléséhez
szlikséges anyagigény az i-edik szektortdl, legyen rendre a t-edik idészakban z; ¢ és
yi+ az i-edik szektor zdrd készlete és kibocsdtdsa, valamint c; a végsé fogyasztas az
i-edik szektor termékébdl. A megfeleld matrixok és vektorok jele: A, z;, y; és c. A 3.
szakaszt kovetve, ismét foltessziik, hogy A nemnegativ elemii, irreducibilis méatrix,
melynek spektralsugara kisebb, mint 1 : p(A) < 1. A decentralizalt szabdlyozd-
selmélet logikaja szerint sziikségiink lesz még a d; reakcidegylitthatok diagonalis
métrixdra: (d) = (d;) > 0.

A modell dinamikédja egy egyszerii azonossagon alapul:

készletvaltozas = termelés — termel6i fogyasztdsok Gsszege — végso fogyasztés.

A termeldi fogyasztds ardnyos a termeléssel, a végso fogyasztds adott. A modellt
egy linedris decentralizalt szabalyozasi egyenlettel zarjuk le:

az i-edik szektor termelése = kapacitds — reakcidegytitthaté x sajat készlete.

Folirjuk a modell egyenleteit.

Készletvdltozds
Zip1 =2+ [ — Ay —c.

Decentralizalt termelésszabdlyozds
ye =y" — (d)z.
Masodik egyenletiinket behelyettesitve az elsébe, adodik az alapegyenlet-rendszer:
zig1 = (I —{d) + A(d)z + (I — A)y" —c.

Miel6tt elemeznénk az alapegyenlet-rendszer dinamikajat, kozvetlenill tanulmé-
nyozzuk a normal dllapot tulajdonsagait. Mindenekel6tt egy feltevéssel éliink. A
teljes kapacitas képes fedezni a 3. tételbeli végs6 fogyasztast:

> (I—-A)te



Briody Andrds és a nemnegativ elemid mdtrizok 35

7. Tétel. Megfeleld kapacitdasok esetén a készletjelzésen alapuld rendszernek létezik
pontosan eqy pozitiv normdl kibocsdtdsa és készlete:

Yy =1I—A)teész0={d) 'y —(I—-A)"c.

Bizonyitas. Helyettesitsiik be a z; = 2441 = 2° és az y, = y° Osszefliggést a meg-
felel§ Osszefliggésparba, ahonnan helyettesitéssel adédik az allitds. A p(A) < 1, az
l.e. tétel és ¢ > 0 folytdn y° > 0 és az egyenletrendszer értelmében 2° > 0. -

Sziikségiink lesz a kovetkez6 fogalomra.
Egy lineéris ;11 = Max, iteracié konvergenciasebessége a spektralsugar recip-
rokértéke:
R
p(M)

Igaz a

8. Tétel. Tegyiik fol, hogy csillapitott visszacsatolds mikodik: 0 < d < 1. Ekkor a)
a készletjelzésen alapuld szabdlyozds stabil; b) a mazimdlis konvergenciasebesséy a
d =1 esetben valdsul meg, értéke

1
D = ——;
p(A)
c) a készletjelzésen alapuld szabdlyozds tipikusan (aszimptotikusan) oszcilldciomen-
tes, azaz az eltérésvaltozok eldjele eqy idd utdn vdltozatlan marad.

Megjegyzések. 1. Kornai—Simonovits (1981)-ben egy bonyolultabb modellre iga-
zoltuk e tételt, ahol az outputkészletek mellett inputkészletek, és a termelés mellett
beszerzési dontések is szerepeltek.

2. Ha tullépiink a 0 < d < 1 korlaton, azaz legalabb egy ¢-re d; > 1, akkor
altaldban tovabb gyorsithatjuk a szabdlyozds konvergencidjit (Varga, 1962, de a
késébbi 3. példdban nem).

3. A kozgazdasdgi szakirodalom altaldban elhanyagolja a konvergenciasebesség
kvantitativ kérdését, s megelégszik a stabilitas kvalitativ megallapitasaval. Model-
liink biztatod, hiszen a konvergenciasebesség megfeleléen nagy.

4. Vegyiik észre, hogy a stabil készletjelzésen alapul6 szabdlyozas hosszi tavon
elvezet a normal készletvektorhoz. Dinamikus folyamat nélkiil, el6zetesen z° értéke
csak papiron, centralizalt szdmitassal hatarozhat6é meg, mert z{ értéke fiigg A és c
0sszes komponensétol.

Bizonyitas. Figyeljiik meg, hogy az alapegyenlet-rendszer egytitthaté matrixa, M
nemnegativ. Az egyszerliség kedvéért csak a d; = --- = d,, = § esetre szoritkozunk,
amikor az M = (1 —0)I + §A métrix domindns sajétértékét kell nyomon kovetni. g
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A kovetkezo példa egy olyan rendszert mutat be, ahol a csillapitas felolddsaval
sem lehet tovabb gyorsitani a konvergenciat, mert az A matrix 2-ciklikus, és két
dominans sajatértéke van.

3. Példa. Tekintsiink egy kétszektoros AKM-modellt, ahol az A métrix nettdsitva

val: O
@]
A:(ﬁ 0)’

és 0 lehet 1-nél nagyobb. Igazolhatd, hogy a tagabb maximum is § = 1.

Ar- és készletjelzés. Brody (1973) tobb szabdlyozédsi modellt is elemzett, de ta-
lan legfontosabb wjitdsa az volt, hogy a készletjelzés mellé visszahozta az arszaba-
lyozast. El6deihez hasonléan, & is a szabalyozas stabilitasat vizsgalta. A rovidség
kedvéért csak a nyereségvaltozasrol vezérelt diszkrét idejii szabalyozast ismertetem,
zart modellre. Sajat jeloléseimet alkalmazva, legyen p egy n—+ 1-dimenzids arvektor,
amely id6ben a

Ape = —(I- Ay

egyenlet szerint valtozik. A termelés véltozéasa viszont a profit valtozasat koveti:
Ay, = —(I— A)Ap;.
Egybevetve a két egyenletet, a termelési dinamikat az
yir1 = [T—-A")T - A) + 1y,

egyenlet irjale, ahol A* az A matrix transzponaltja. Ha tompitjuk a visszacsatolast,
akkor a transzformécio stabilld tehet6.

Brody itt vezette be a jol orientdlo szabdalyozds fogalmat: a gazdasag allandd
zavaral miatt nem elegendd, ha a rendszer stabil, ezen feliil jol kell orientalnia a
rendszert: az egyenstlytol mért eltérések lehetdleg ne valtsanak elGjelet és szigortian
monoton csdkkenjenek. Ennek aszimptotikus véltozatat (fabdl vaskarika?) éppen a
domindns sajatérték pozitivitdsa mondja ki (8.c. tétel).

A szakasz lezarasaként megemlitjiik, hogy Brody idézett cikke inditotta el Mar-
tos Bélat a szabalyozasok ekvivalencidjanak kutatdsa tutjan, amelynek gazdag ered-
ményeit Martos (1990) monogréfidjaban foglalta ssze.
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6. Kovetkeztetések

[résomban réviden {zelitét prébaltam adni a nemnegativ elemli matrixok kozgazda-
ségi alkalmazdsairdl, hiszen e témakor Brody 55 éves kozgazdasagi munkassaganak
egyik kozponti eleme volt. A nyilt statikus Leontief-modell leirja a végs6 fogyasz-
tas és a brutté termelés kozti kapcsolatot, de nyitva hagyja a novekedés kérdéseit.
A zart dinamikus Leontief-Brody-modell nemcsak a novekedési iitemet hatarozza
meg, de ramutat egy érdekes dualitdsra: a termelési volumen és a marxi termelési
arak egyidejlii meghatarozasara, illetve a profitrata és a novekedési titem egyezo-
ségére. Egy specidlis nemnegativ elemii matrixcsaldd, a sztochasztikus matrixok
segitségével elemezhetok a Markov-lancok, és harom érdekes kozgazdasdgi alkal-
mazasuk szemlélteti a megkozelités hasznossdgat. Végiil bemutattam a Kornai és
Martos altal kezdeményezett készletjelzésen alapulé szabdlyozas elméletét, amely
a Brédy altal itthon meghonositott AKM koré épiilt, és amelynek tovabbfejlesz-
téséhez Brédy jelentOsen hozzajarult. Remélem, hogy e rovid attekintéssel sikertilt
felkeltentink az Olvasé figyelmét a némileg feledésbe meriilé kérdéskor irant.
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