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Maximum momentum egyenlőtlenségek és alkalmazásaik

Móricz Ferenc

A világh́ırű világjáró matematikus Erdős Pál emlékének

ajánlva születésének 100. évfordulója alkalmából

1. Bevezetés

Legyen (fk(x): k ≥ 1) valamely véges I := [a1, a2] intervallumon értelmezett, va-

lós értékű függvényeknek olyan végtelen sorozata, amelyek Lebesgue (esetleg csak

Riemann) szerint integrálhatók valamely véges I := [a1, a2] intervallumon. A

∞∑

k=1

fk(x)

végtelen sor pontonkénti konvergenciájának vizsgálata céljából bevezetjük az

S(b, n;x) :=

b+n∑

k=b+1

fk(x) és M(b, n;x) := max
1≤k≤n

|S(b, k;x)|

jelöléseket, ahol b = 0, 1, 2, . . . és n = 1, 2, . . . . Tehát M(b, n;x) az egymást követő

S(b, k;x) részletösszegek legnagyobbika abszolút értékben, amely részletösszegeket

az egymás után következő fk(x) függvényekből képezzük az fb+1(x) függvénytől

kiindulva.

Legyenek p ≥ 1 és r ≥ 1 tetszőlegesen adott valós számok. Az alapvető felte-

vésünk az lesz, hogy az

(1.1)

∫

I

|S(b, n;x)|p dx ≤ gr(b, n)

egyenlőtlenség fennáll minden b ≥ 1 és n ≥ 1 egészszámra, és ahol a jobb oldalon

álló g(b, n) függvény nemnegat́ıv értékű és rendelkezik az ún. szuperaddit́ıv tulaj-

donsággal. Ez utóbbin azt értjük, hogy a

(1.2) g(b, k) + g(b+ k, ℓ) ≤ g(b, k + ℓ)
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egyenlőtlenség fennáll minden b ≥ 0 és k, ℓ ≥ 1 egészszámra. A szuperaddit́ıv tulaj-

donság fogalmát Serfling amerikai matematikus vezette be és elsőként bizonýıtott

be a ćımben jelzett egyenlőtlenségeket (lásd az Irodalomjegyzék [9] cikkét).

Abban a speciális esetben, ha (1.2)-ben a ,,≤” jel helyett az ,,=” jel érvényes, ak-

kor azt mondjuk, hogy a g(b, n) függvény addit́ıv tulajdonságú. Továbbá, ha (1.1)-

ben a kitevő p > 1, akkor még azt is fel kell tennünk, hogy az |f1(x)|p, |f2(x)|p, . . .
függvények mindegyike is Lebesgue szerint integrálható az I intervallumon.

Megjegyezzük, hogy a g(b, n) függvény nemnegat́ıv és szuperaddit́ıv tulajdon-

ságaiból következik, hogy rögźıtett b esetén g(b, n) az n második változójában mo-

noton növő függvény. Valóban, a k := n és ℓ := 1 speciális választás esetében (1.2)

szerint

(1.3) g(b, n) ≤ g(b, n) + g(b+ n, 1) ≤ g(b, n+ 1).

Alapvető célul tűzzük ki, hogy az (1.1) és (1.2) egyenlőtlenségekre támaszkodva

adjunk felső becslést az

∫

I

Mp(b, n;x) dx, b ≥ 0 és n ≥ 1,

integrálokra. Az ı́gy nyert momentum egyenlőtlenségeket, amelyek a függvényso-

rok részletösszegeinek maximumára vonatkoznak maximál momentum egyenlőtlen-

ségeknek is szokás nevezni.

Tanulságos annak a speciális esetnek a vizsgálata, amikor

(1.4) fk(x) := ck ϕk(x), k = 1, 2, . . . ,

ahol (ck: k ≥ 1) valós számok (ún. együtthatók) tetszőleges sorozata, mı́g (ϕk(x): k ≥
1) függvények ún. ortonormált rendszere (rövid́ıtve: ONR) az I intervallumon. Ez

utóbbin azt értjük, hogy

(1.5)

∫

I

ϕk(x)ϕℓ(x) dx =

{
0, ha k 6= ℓ;

1, ha k = ℓ; k, ℓ = 1, 2, . . . .

Az itt szereplő integrál biztosan létezik, ha a ϕk(x) függvényekről feltesszük, hogy

a négyzetük is Lebesgue integrálható az I intervallumon. Ugyanis, ekkor az

|ϕk(x)ϕℓ(x)| ≤
1

2
(ϕ2

k(x) + ϕ2
ℓ(x))

egyenlőtlenségben a jobboldal integrálható az I intervallumon, ennek következtében

a baloldal is integrálható az I-n.
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Az (1.4)–(1.5) speciális esetben egyszerű számolás mutatja, hogy

∫

I

S2(b, n;x) dx :=

∫

I

(
b+n∑

k=b+1

ck ϕk(x)

)2

dx

=
b+n∑

k=b+1

b+n∑

ℓ=b+1

ck cℓ

∫

I

ϕk(x)ϕℓ(x) dx =
b+n∑

k=b+1

c2k.

Tehát ebben az esetben az (1.1) egyenlőtlenség fennáll a p = 2 és

g(b, n) :=

b+n∑

k=b+1

c2k, b ≥ 0, n ≥ 1,

választással; ráadásul az ,,=” jellel a ,,≤” jel helyett (1.2)-ben.

A legegyszerűbb példa ortogonális függvényrendszerre a trigonometrikus rend-

szer, amelynek függvényei:

1, coskx, sin kx, k = 1, 2, . . .

a [0, 2π] alapintervallumon. Bár tekintettel ezen függvények 2π szerinti periodi-

kus voltára, a fenti trigonometrikus rendszer függvényei bármely 2π hosszúságú

intervallumon is ortogonálisok. Az ortogonalitásról egyből meggyőződhetünk, ha

az alábbi trigonometrikus azonosságokat használjuk:

(1.6)

cosα cosβ =
1

2
(cos(α+ β) + cos(α− β)),

sinα cosβ =
1

2
(sin(α + β) + sin(α− β)),

sinα sinβ =
1

2
(cos(α− β)− cos(α+ β)).

A trigonometrikus rendszer csak ortogonális, de nem normált, mivel
∫ 2π

0

1dx = 2π,

∫ 2π

0

cos2 kx dx =

∫ 2π

0

sin2 kx dx = π, k = 1, 2, . . . .

Az ortonormált trigonometrikus rendszer tehát a következő:

1√
2π
,
cos kx√

π
,
sinkx√

π
, k = 1, 2, . . . .

2. Az általánośıtott Rademacher–Mensov egyenlőtlenség

A következő 2.1. Tételben fogalmazzuk meg az alćımben jelzett egyenlőtlenséget,

amelyet a jelen cikk szerzője bizonýıtott be az Irodalomjegyzékben található [7]

cikkében. Az eredeti Rademacher–Mensov egyenlőtlenséget a következő 3. fejezet

3.1. Korolláriumában fogjuk megfogalmazni.
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2.1. Tétel. Ha p ≥ 1, r = 1 és az (1.1) egyenlőtlenség fennáll minden b ≥ 0 és

n ≥ 1 egészszámra, ahol g(b, n) nemnegat́ıv és szuperaddit́ıv tulajdonságú, akkor

minden b ≥ 0 és n ≥ 1 egészszámra az is fennáll, hogy

(2.1)

∫

I

Mp(b, n;x)dx ≤ (log 2n)p g(b, n),

ahol a ,,log” a kettes alapú logaritmust jelöli.

A 2.1. Tétel szerint az (1.1) momentum egyenlőtlenség fennállásából, a feltéte-

lek teljesülése esetén, a (2.1) maximál momentum egyenlőtlenségre tudunk követ-

keztetni.

Bizonýıtás. A (2.1) egyenlőtlenséget n szerinti teljes indukcióval bizonýıtjuk. Ha

n = 1, akkor defińıció szerint

M(b, 1;x) = |S(b, 1;x)|, b ≥ 0.

Mivel log 2 = 1, ezért a bizonýıtandó (2.1) egyenlőtlenség ebben az esetben triviá-

lisan fennáll.

Tekintsük ezután az n = 2 esetet. Könnyen beláthatjuk, hogy

max{|fb+1(x)|, |fb+1(x) + fb+2(x)|} ≤ |fb+1(x)| + {|fb+1(x)|p + |fb+2(x)|p}1/p,

amelyből következik, hogy

(2.2) M(b, 2;x) ≤ |S(b, 1;x)|+ {|S(b, 1;x)|p + |S(b+ 1, 1;x)|p}1/p.

Mivel p ≥ 1, ezért alkalmazhatjuk a Minkowski egyenlőtlenséget (amely valójá-

ban a háromszög egyenlőtlenség az Lp-térben, lásd például az Irodalomjegyzék [11]

könyvében a 299. oldalon) és ezáltal (2.2)-ből nyerjük, hogy

{∫

I

Mp(b, 2;x)dx

}1/p

≤
{∫

I

|S(b, 1;x)|pdx
}1/p

+

{∫

I

|S(b, 1;x)|pdx+

∫

I

|S(b+ 1, 1;x)|pdx
}1/p

.

Ha az ı́gy nyert egyenlőtlenség jobb oldalán az (1.1) és (1.2) egyenlőtlenségeket

alkalmazzuk, akkor kapjuk, hogy

(2.3)

{∫

I

Mp(b, 2;x)dx

}1/p

≤ g1/p(b, 1) + {g(b, 1) + g(b+ 1, 1)}1/p

≤ g1/p(b, 1) + g1/p(b, 2) ≤ 2g1/p(b, 2),
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amelynek során az (1.3) egyenlőtlenséget is kihasználtuk.

A most kapott (2.3) egyenlőtlenség éppen a bizonýıtandó (2.1) egyenlőtlenség

az n = 2 esetben.

Az n = 1, 2 konkrét esetek bizonýıtása után áttérünk az n ≥ 3 általános eset

bizonýıtására. Indukciós feltevésünk az, hogy a bizonýıtandó (2.1) egyenlőtlenség

fennáll minden b ≥ 0 egészszám és a g(b, .) szuperaddit́ıv függvény második vál-

tozójában minden olyan egészszámra is, amely a szóban forgó n-nél kisebb. Ezen

indukciós feltevésre támaszkodva fogjuk bizonýıtani, hogy akkor a (2.1) egyenlőt-

lenség n-re is fennáll, ahol b ≥ 0 tetszőleges egészszám lehet.

Ezen célból legyen

(2.4) m :=

[
n+ 2

2

]

=
[n

2

]

+ 1,

ahol a [.] szimbólummal egy valós szám egész részét jelöljük. Például az n = 3

esetben m := [5/2] = 2. Könnyen beláthatjuk, hogy ha az n páros szám, mondjuk

n = 2ν, ahol ν egészszám, akkor

m := ν + 1 és ı́gy 2m = 2ν + 2 = n+ 2,

amelynek következtében ekkor

(2.5) 2(m− 1) = n és n−m = m− 2.

Ha viszont n páratlan szám, mondjuk n = 2ν + 1, ahol ν egészszám, akkor

m := ν + 1, viszont 2m = 2ν + 2 = n+ 1,

amelynek következtében ekkor

(2.6) 2(m− 1) ≤ n és n−m = m− 1.

Összefoglalva (2.5)-öt és (2.6)-ot megállaṕıthatjuk, hogy mindkét esetben érvényes

az alábbi két egyenlőtlenség:

(2.7) 2(m− 1) ≤ n és n−m ≤ m− 1.

Ezen előkésźıtés után rátérünk az M(b;n) maximum becslésére, ahol b ≥ 0

és n ≥ 3 tetszőleges egészszámok, mı́g az m egészszámot (2.4) szerint választjuk.

Egyszerűen belátható, hogy ha m ≤ k ≤ n, akkor

|S(b, k;x)| ≤ |S(b,m;x)|+ |S(b+m, k −m;x)|
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azzal a megállapodással, hogy a k = m esetén legyen S(b + m, 0;x) := 0. Innen

egyből következik, hogy minden ilyen k-ra az is fennáll, hogy

|S(b, k;x)| ≤ |S(b,m;x)|+M(b+m,n−m;x).

Ha pedig 1 ≤ k ≤ m− 1, akkor nyilvánvaló, hogy

|S(b, k;x)| ≤M(b,m− 1;x).

A két utóbbi egyenlőtlenséget egybefoglalva nyerjük, hogy minden b ≥ 0 és 1 ≤
k ≤ n egészszám esetén fennáll az

|S(b, k;x)| ≤ |S(b,m;x)|+ {Mp(b,m− 1;x) +Mp(b+m,n−m;x)}1/p

egyenlőtlenség, ami azzal ekvivalens, hogy

(2.8) M(b, n;x) ≤ |S(b,m;x)|+ {Mp(b,m− 1;x) +Mp(b +m,n−m;x)}1/p.

Mivel p ≥ 1, a Minkowski egyenlőtlenség alkalmazásával (2.8)-ből nyerjük, hogy

(2.9)

{∫

I

Mp(b, n;x)dx

}1/p

≤
{∫

I

|S(b,m;x)|pdx
}1/p

+

{∫

I

Mp(b,m− 1;x)dx +

∫

I

Mp(b+m,n−m;x)dx

}1/p

.

Egyrészt, (1.1) szerint fennáll, hogy

(2.10)

∫

I

|S(b,m;x)|pdx ≤ g(b,m).

Másrészt, (2.6) szerint 2(m − 1) ≤ n és n −m < m; ezért az indukciós feltevést

alkalmazva kapjuk, hogy

(2.11)

∫

I

Mp(b,m− 1;x)dx ≤ {log 2(m− 1)}pg(b,m− 1) ≤ (logn)pg(b,m− 1)

és

(2.12)

∫

I

Mp(b −m,n−m;x)dx ≤ {log 2(n−m)}pg(b+m,n−m)

≤ (logn)pg(b+m,n−m).
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Tekintve, hogy a g(b, .) függvény a második változójában monoton növő, ezért a

(2.11), (2.12) és (1.2) egyenlőtlenségekből következik, hogy

(2.13)

∫

I

Mp(b,m− 1;x)dx+

∫

I

Mp(b+m,n−m;x)dx

≤ (log n)p{g(b,m− 1) + g(b+m,n−m)} ≤ (log n)pg(b, n).

Összefoglalva a (2.9), (2.10) és (2.13) egyenlőtlenségeket nyerjük, hogy

{∫

I

Mp(b, n;x)dx

}1/p

≤ g1/p(b,m) + (logn)g1/p(b, n)

≤ (1 + logn)g1/p(b, n) = (log 2n)g1/p(b, n),

ami a bizonýıtandó (2.1) egyenlőtlenséggel ekvivalens. Így az indukciós lépés bizo-

nýıtását és ezzel együtt a 2.1. Tétel bizonýıtását is befejeztük.

Megjegyezzük, hogy a 2.1. Tételt és a továbbiakban ismertetésre kerülő 4.1. Té-

telt is a jelen cikk szerzője a valósźınűségszámı́tásban szokásos terminológiát hasz-

nálva bizonýıtotta be az Irodalomjegyzékben található [7] cikkében. Pontosabban

szólva, legyen (ξk: k ≥ 1) véletlen változók (angolul: random variables) végtelen so-

rozata az (Ω,F , P ) valósźınűségi mezőn, amelyeknek létezik a p- edik momentuma,

amit az

E|ξk|p :=

∫

Ω

|ξk(ω)|pdP (ω) <∞, k = 1, 2, . . . ;

képlettel értelmezünk, ahol p ≥ 1 valós szám. Az ,,E” betű az angol ,,expectation”

(magyar megfelelője: várható érték) szó kezdőbetűje. Az

S(b, n) :=

b+n∑

k=b+1

ξk, b = 0, 1, 2, . . . ; n = 1, 2, . . . ;

M(b, n) := max{|S(b, k)|: k = 1, 2, . . . , n}

jelöléseket használva a 2.1. Tétel következő átfogalmazását bizonýıtottuk be a fen-

tebb már emĺıtett [7] cikkünkben.

2.2. Tétel. Ha minden b ≥ 0 és n ≥ 1 egészszámra fennáll az

E|S(b, n)|p ≤ g(b, n)

egyenlőtlenség, ahol p ≥ 1 és g(b, n) nemnegat́ıv és szuperaddit́ıv tulajdonságú, akkor

minden b ≥ 0 és n ≥ 1 egészszámra az is fennáll, hogy

EMp(b, n) ≤ (log 2n)pg(b, n).
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3. Ortogonális függvénysorok konvergenciája

Az ortogonális függvénysorok elméletében alapvető jelentőségű a 2.1. Tételnek az

a speciális esete, amikor a szóbanforgó fk(x) függvényeket az (1.4) alakban adjuk

meg. Ebben az esetben kapjuk az ortogonális függvénysorok elméletéből jól ismert

Rademacher–Mensov egyenlőtlenséget.

3.1. Korollárium. Ha (ϕk(x): k ≥ 1) tetszőleges ONR valamely I intervallumon és

S(b, n;x) :=

b+n∑

k=b+1

ckϕk(x), b = 0, 1, 2, . . . ; n = 1, 2, . . . ;

ahol (ck: k ≥ 1) valós számok tetszőleges sorozata, akkor

(3.1)

∫

I

M2(b, n;x)dx ≤ (log 2n)2
b+n∑

k=b+1

c2k, b = 0, 1, 2, . . . ; n = 1, 2, . . . .

Megjegyezzük, hogy az ortogonális függvénysorok elméletének irodalmában a

(log 2n)2 tényező helyett általában az O(log2 n) tényező szerepel, mint például az

Irodalomjegyzék [1] könyvének 79. oldalán. Ezen utóbbi jelölésen a C(logn)2 ténye-

zőt kell értenünk, ahol a C alkalmas, de közelebbről meg nem határozott állandót

jelöl.

A következő tételben fogalmazzuk meg az ortogonális függvénysorok elméleté-

ben alapvető szerepet játszó Rademacher–Mensov konvergenciatételt.

3.2. Tétel. Ha (ϕk(x): k ≥ 1) tetszőleges ONR valamely I intervallumon és a valós

együtthatók (ck: k ≥ 1) sorozatára fennáll, hogy

(3.2)

∞∑

k=1

c2k(log 2k)
2 <∞,

akkor a

(3.3)

∞∑

k=1

ckϕk(x)

ortogonális függvénysor az I intervallum majdnem minden pontjában konvergál.

A ,,majdnem minden (rövid́ıtve: m.m.) pontban” kifejezésen azt értjük, hogy

,,nullamértékű” az I intervallum azon pontjainak halmaza, amelyekben a (3.3) or-

togonális függvénysor divergál; ami defińıció szerint azt jelenti, hogy tetszőleges

ε > 0 szám esetén az I-beli divergencia pontok halmaza lefedhető véges vagy meg-

számlálhatóan végtelen sok olyan intervallummal, amelyeknek az összhosszúsága

ε-nál kisebb.
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3.2. Tétel bizonýıtása. Először azt bizonýıtjuk, hogy a (3.2) feltételből következik

a (3.3) ortogonális függvénysor

S2m(x) :=
2m∑

k=1

ckϕk(x), m = 1, 2, . . .

alakú részletösszegeinek m.m. pontban való konvergenciája. A (ϕk(x)) rendszer

ortonormált tulajdonságából és (3.2)-ből következik, hogy

(3.4)

∞∑

m=1

∫

I

m2S2
2m,2m(x)dx :=

∞∑

m=1

∫

I

m2





2m+1

∑

k=2m+1

ckϕk(x)





2

dx

=
∞∑

m=1

m2
2m+1

∑

k=2m+1

c2k ≤
∞∑

m=1

2m+1

∑

k=2m+1

c2k(log k)
2 <∞.

A Lebesgue integrálra vonatkozó monoton konvergenciatétel (Beppo Levi tételének

nevezve, lásd az Irodalomjegyzék [11] könyvében a 152. oldalon) szerint (3.4)-ből

következik, hogy az integranduszokból álló sor az I intervallum m.m. pontjában

konvergál; azaz
∞∑

m=1

m2S2
2m,2m(x) <∞ m.m.

A véges számsorozatokra vonatkozó Cauchy egyenlőtlenséget alkalmazva kapjuk,

hogy tetszőleges ν ≥ 1 és q ≥ 1 egészszámokra fennáll, hogy

(S2ν+q(x) − S2ν (x))
2 :=

(
ν+q−1
∑

m=ν

S2m,2m(x)

)2

≤
ν+q−1
∑

m=ν

m2S2
2m,2m(x)

ν+q−1
∑

m=ν

1

m2

= o

(
1

ν

)

→ 0 m.m., ha ν → ∞.

Ezzel beláttuk, hogy a Cauchy belső konvergencia kritérium az (S2m(x):m ≥ 1)

sorozatra m.m. pontban teljesül, ezért az m.m. pontban konvergál.

Ezután már csak azt kell bizonýıtanunk, hogy az

(3.5) M2m,2m(x) := max
2m<n≤2m+1

|Sn(x)− S2m(x)| → 0, ha m→ ∞
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határérték is fennáll az I intervallum m.m. pontjában. A (3.1) egyenlőtlenséget és

a (3.2) feltételt alkalmazva nyerjük, hogy

∞∑

m=2

∫

I

M2
2m,2m(x)dx ≤

∞∑

m=2

(m+ 1)2
2m+1

∑

k=2m+1

c2k

≤
∞∑

m=2

2m+1

∑

k=2m+1

c2k(log 2k)
2 =

∞∑

k=5

c2k(log 2k)
2 <∞.

Ismét a monoton konvergenciatételt alkalmazva kapjuk, hogy a
∑∞

m=2M
2
2m,2m(x)

sor m.m. pontban konvergál, amelyből (3.5) triviálisan következik. Ezzel a 3.2. Tétel

bizonýıtását befejeztük.

A magyar ortogonális függvénysorok kiváló szakértője, Tandori Károly 1957-

ben azt bizonýıtotta be (lásd az Irodalomjegyzék [12] cikkében), hogy bizonyos

esetben a (3.2) feltétel nemcsak elegendő, hanem egyben szükséges feltétele is a (3.3)

ortogonális függvénysor m.m. pontban való konvergenciájának. Ezt a nevezetes

eredményt fogalmazzuk meg a következő tételben.

3.3. Tétel. Ha a valós együtthatók (ck: k ≥ 1) sorozata olyan, hogy |c1| ≥ |c2| ≥
|c3| ≥ . . . és

∞∑

k=1

c2k(log 2k)
2 = ∞,

akkor tetszőleges I := [a1, a2] intervallumon megadható olyan (ϕk(x): k ≥ 1) ONR,

amelyre a (3.3) ortogonális függvénysor az I intervallum minden pontjában divergál.

Megjegyezük, hogy hasonló tételek érvényesek ortogonális véletlen változók ese-

tében is (lásd például az Irodalomjegyzék [7] cikkében és [8] könyvének 3. fejeze-

tében). Mint ismeretes, a valósźınűségszámı́tásban a m.m. konvergencia szerepét a

majdnem biztos (angolul: almost surely) szakkifejezés veszi át. Példaképpen idézzük

a nagy számok erős törvényének (angolul: strong law of large numbers) következő

változatát.

3.4. Tétel. Legyen (ξk: k ≥ 1) véges második momentummal rendelkező, ortogoná-

lis véletlen változók sorozata; azaz

E(ξk, ξℓ) = 0 és σ2
k := E(ξ2k) <∞, k 6= ℓ; k, ℓ = 1, 2, . . . .
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Ha
∞∑

k=1

σ2
k

k2
(log 2k)2 <∞,

akkor a nagy számok erős törvénye fennáll, azaz

lim
n→∞

1

n

n∑

k=1

ξk = 0 majdnem biztosan.

A 3.4. Tétel bizonýıtása a 2.1. Tétel (a p = 2 speciális esetben) és az úgyne-

vezett Kronecker lemma (lásd, például [1, Theorem 2.2.2 a 72. oldalon]) együttes

alkalmazásával történik. Az utóbbi lemma a következőképpen fogalmazható meg.

Kronecker lemma. Legyen (λk: k ≥ 1) pozit́ıv számoknak olyan sorozata, amely

monoton nőve tart ∞-be. Ha a valós számok (ck: k ≥ 1) sorozata olyan, amelyre a

∞∑

k=1

ck
λk

sor konvergens, akkor fennáll, hogy

lim
n→∞

1

λn

n∑

k=1

ck = 0.

4. Az általánośıtott Erdős–Sztecskin egyenlőtlenség

A már bizonýıtott 2.1. Tétel feltételében szereplő (1.1) egyenlőtlenség következmé-

nyét az r = 1 kitevő esetében vizsgáltuk. A most következő 4.1. Tételben, amelyet

szintén a jelen cikk szerzője bizonýıtott be az Irodalomjegyzékben található [7] cik-

kében, viszont éppen az lesz a lényeges, hogy r > 1. A fenti alćımben jelzett egyen-

lőtlenséget a következő tételben fogalmazzuk meg, mı́g az eredeti Erdős–Sztecskin

egyenlőtlenséget a következő fejezet 5.4. Tételében fogjuk megfogalmazni.

4.1. Tétel. Ha p ≥ 1, r > 1 és az (1.1) egyenlőtlenség fennáll minden b ≥ 0 és

n ≥ 1 egészszámra, ahol g(b, n) nemnegat́ıv és szuperaddit́ıv tulajdonságú, akkor

minden b ≥ 0 és n ≥ 1 egészszámra az is fennáll, hogy

(4.1)

∫

I

Mp(b, n;x)dx ≤ Cgr(b, n)
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feltéve, hogy a C állandó elég nagy; pontosabban szólva, ha

(4.2) C ≥ (1 − 2(1−r)/p)−p.

Bizonýıtás. A 2.1. Tétel bizonýıtásához hasonlóan, a 4.1. Tételt is n szerinti tel-

jes indukcióval bizonýıtjuk. Az n = 1 esetben a bizonýıtandó (4.1) egyenlőtlenség

triviálisan fennáll már a C = 1 választással is. Az n ≥ 2 általános esetben az

indukciós feltevésünk az, hogy a bizonýıtandó (4.1) egyenlőtlenség fennáll minden

b ≥ 0 egészszám és a g(b, .) szuperaddit́ıv függvény második változójában minden

olyan egészszámra is, amely n-nél kisebb. Ezen indukciós feltevésünkre támasz-

kodva fogjuk bizonýıtani, hogy akkor a (4.1) egyenlőtlenség n-re is fennáll, ahol

b ≥ 0 tetszőleges egészszám.

Ezen célból úgy választunk egy m egészszámot, 1 ≤ m ≤ n, hogy a

(4.3) g(b,m− 1) ≤ 1

2
g(b, n) < g(b,m)

egyenlőtlenségpár fennálljon, azzal a megállapodással, hogy az m = 1 esetén legyen

g(b, 0) := 0. Megjegyezzük, hogy a második szélsőséges esetben, amikor (4.3)-ban

m = n, a második egyenlőtlenség fennállása triviális.

Mivel g(b, .) a második változójában monoton növő, ezért biztosan létezik olyan

m egészszám, amelyre a (4.3) egyenlőtlenségpár fennáll. Az is nyilvánvaló, hogy

(1.2)-ből és (4.3)-ból egyből következik, hogy

(4.4)
g(b+m,n−m) ≤ g(b, n)− g(b,m)

< g(b, n)− 1

2
g(b, n) =

1

2
g(b, n).

Az indukciós bizonýıtást először abban az esetben végezzük el, amikor (4.3)-ban

1 < m < n. Nyilvánvaló, hogy ha m ≤ k ≤ n, akkor

|S(b, k;x)| ≤ |S(b,m;x)|+ |S(b+m, k −m;x)|
≤ |S(b,m;x)|+M(b+m,n−m;x),

azzal a megállapodással, hogy a k = m esetben legyen S(b+m, 0;x) := 0.

Ha viszont 1 ≤ k < m, akkor nyilvánvaló, hogy

|S(b, k;x)| ≤M(b,m− 1;x).

Az utóbbi két egyenlőtlenséget egybefoglalva nyerjük, hogy minden b ≥ 0 és 1 ≤
k ≤ n egészszámra fennáll az

|S(b, k;x)| ≤ |S(b,m;x)|+ {Mp(b,m− 1;x) +Mp(b+m,n−m;x)}1/p
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egyenlőtlenség, ami azzal ekvivalens, hogy

(4.5) M(b,m;x) ≤ |S(b,m;x)|+ {Mp(b,m− 1;x) +Mp(b+m,n−m;x)}1/p.

Mivel p ≥ 1, a Minkowski egyenlőtlenség alkalmazásával (4.5)-ből nyerjük, hogy

(4.6)

{∫

I

Mp(b, n;x)dx

}1/p

≤
{∫

I

|S(b,m;x)|pdx
}1/p

+

{∫

I

Mp(b,m− 1;x)dx+

∫

I

Mp(b+m,n−m;x)dx

}1/p

.

Az (1.1) egyenlőtlenség és a g(b, .) függvény második változójában való monoton

növő tulajdonsága következtében triviálisan fennáll, hogy

(4.7)

∫

I

|S(b,m;x)|pdx ≤ gr(b,m) ≤ gr(b, n).

Mivel m− 1 < n és n−m < n, ezért mindkét esetben alkalmazhatjuk az indukciós

feltevésünket és kapjuk a következő két egyenlőtlenséget:

(4.8)

∫

I

Mp(b,m− 1;x)dx ≤ Cgr(b,m− 1) ≤ C

2r
gr(b, n)

és

(4.9)

∫

I

Mp(b+m,n−m;x)dx ≤ Cgr(b+ n, n−m) ≤ C

2r
gr(b, n),

ahol (4.3)-at, illetve (4.4)-et is kihasználtuk.

A (4.6)–(4.9) egyenlőtlenségek egybefoglalásával nyerjük, hogy

(4.10)

{∫

I

Mp(b, n;x)dx

}1/p

≤
(

1 +
C1/p

2(r−1)/p

)

gr/p(b, n) ≤ C1/pgr/p(b, n),

azzal a feltevéssel, hogy

1 +
C1/p

2(r−1)/p
≤ C1/p.

Az utóbbi egyenlőtlenség pedig azzal ekvivalens, hogy

2(r−1)/p ≤ (2(r−1)/p − 1)C1/p,

ahol az r > 1 feltétel lényeges; ebből pedig rendezéssel kapjuk, hogy

C1/p ≥ 2(r−1)/p

2(r−1)/p − 1
= (1− 2(1−r)/p)−1,
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ahogyan ezt (4.2)-ben álĺıtottuk. Ezzel az indukciós lépés bizonýıtását az 1 < m < n

esetben befejeztük.

Hátra van még az indukciós lépés bizonýıtása abban a két speciális esetben,

amikor m = 1 vagy pedig m = n. Az m = 1 esetben az (1.2) és (4.3) egyenlőtlen-

ségeket használva adódik, hogy

(4.11) g(b+ 1, n− 1) ≤ g(b, n)− g(b, 1) ≤ g(b, n)− 1

2
g(b, n) =

1

2
g(b, n).

Az M(b, 0;x) := 0 megállapodással a (4.5) becslés a következő alakú lesz:

M(b, n;x) ≤ |S(b, 1;x)|+M(b+ 1, n− 1;x).

Ha erre alkalmazzuk a Minkowski egyenlőtlenséget, majd kihasználjuk (1.1)-et, az

indukciós feltevést és még (4.11)-et is, akkor kapjuk, hogy

(4.12)

{∫

I

Mp(b, n;x)dx

}1/p

≤
{∫

I

|S(b, 1;x)|pdx
}1/p

+

{∫

I

Mp(b+ 1, n− 1;x)dx

}1/p

≤ gr/p(b, 1) + C1/pgr/p(b + 1, n− 1)

≤ gr/p(b, n) +
C1/p

2r/p
gr/p(b, n) =

(

1 +
C1/p

2r/p

)

gr/p(b, n).

A most kapott egyenlőtlenségek közül a végső jobboldalon álló kifejezés nyilván-

valóan kisebb, mint a (4.10)-ben kapott középső kifejezés. Így a (4.2)-beli C-vel a

(4.12)-beli egyenlőtlenség is nyilvánvalóan fennáll.

A másik m = n speciális esetben a (4.5) becslés az M(b + n, 0;x) := 0 megál-

lapodással a következő triviális alakú lesz:

M(b, n;x) ≤ |S(b, n;x)|+M(b, n− 1;x).

Ha erre alkalmazzuk a Minkowski egyenlőtlenséget, majd kihasználjuk (1.1)-et, az

indukciós feltevést és még (4.10)-et is, akkor kapjuk, hogy

{∫

I

Mp(b, n;x)dx

}1/p

≤
{∫

I

|S(b, n;x)|pdx
}1/p

+

{∫

I

Mp(b, n− 1)dx

}1/p

≤ gr/p(b, n) + C1/pgr/p(b, n− 1)

≤ gr/p(b, n) +
C1/p

2r/p
gr/p(b, n) =

(

1 +
C1/p

2r/p

)

gr/p(b, n),
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amelyben a végső jobboldalon álló kifejezés a (4.12)-ben kapott végső jobbolda-

lon álló kifejezéssel azonos. Így a (4.2)-beli C-vel a most kapott egyenlőtlenség is

nyilvánvalóan fennáll.

Ezzel az indukciós lépés bizonýıtását mind a három esetben (nevezetesen az

1 < m < n, az m = 1 és az m = n esetekben) és ezzel együtt a 4.1. Tétel

bizonýıtását is befejeztük.

5. Lakunáris Fourier sorok konvergenciája

Legyen (ck: k ≥ 1) és (dk: k ≥ 1) valós számoknak két tetszőleges sorozata, továbbá

(mk: k ≥ 1) pedig természetes számoknak monoton növő sorozata. A

(5.1)

∞∑

k=1

(ck cosmkx+ dk sinmkx)

trigonometrikus sort lakunárisnak (magyar terminussal: hézagosnak) nevezzük, ha

az mk frekvenciákra az alábbi hézagossági feltétel teljesül (lásd az Irodalomjegyzék

[2] könyvében a 232. oldalon):

(5.2)
mk+1

mk
≥ λ > 1, k = 1, 2, . . . .

A következő tételt Kolmogorov bizonýıtotta az Irodalomjegyzékben található

[6] cikkében:

5.1. Tétel. Ha

(5.3)

∞∑

k=1

(c2k + d2k) <∞,

akkor az (5.1) lakunáris trigonometrikus sor m.m. konvergál.

Megjegyezzük, hogy ha az (5.3) feltétel teljesül, akkor az (5.1) trigonometri-

kus sor egyben Fourier sor is, mégpedig egy négyzetesen integrálható, periodikus

függvény Fourier sora. (Lásd például az Irodalomjegyzék [11] könyvében a 261–

262. oldalakon.)

A természetes számoknak egy (mk: k ≥ 1) sorozatáról akkor mondjuk, hogy

(B2) feltételnek tesz eleget (lásd az Irodalomjegyzék [2] könyvének 233. oldalán), ha

megadható olyan s természetes szám, hogy bármely m természetes szám legfeljebb

s különböző módon álĺıtható elő az (mk) sorozat két tagjának összegeként vagy

különbségeként, vagyis az m = mℓ + mk vagy m = mℓ − mk alakban, ahol

1 ≤ k < ℓ.

A következő tételt Erdős Pál bizonýıtotta az Irodalomjegyzékben található [4]

cikkében (lásd szintén a [2] könyv 258–263. oldalain).
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5.2. Tétel. Ha a valós számok (ck: k ≥ 1) és (dk: k ≥ 1) két sorozatára az (5.3)

feltétel teljesül, és a természetes számok (mk: k ≥ 1) sorozata eleget tesz a (B2)

feltételnek, akkor az (5.1) Fourier sor m.m. konvergál.

Írásunk következő 6. fejezetében bizonýıtani fogjuk, hogy a természetes számok

bármely (mk: k ≥ 1) lakunáris sorozata eleget tesz a (B2) feltételnek. Következés-

képpen az 5.1. Tétel speciális esete az 5.2. Tételnek.

Erdős Pál fenti tételének bizonýıtásában Szidon Simon következő lemmáját

használta fel (lásd az Irodalomjegyzék [10] cikkében, vagy pedig [2] könyvének a

233. oldalán).

5.3. Lemma. Ha természetes számok (mk: k ≥ 1) sorozata teljeśıti a (B2) feltételt,

akkor tetszőleges

Tn(x) :=

n∑

k=1

ck cosmkx vagy Tn(x) :=

n∑

k=1

dk sinmkx

trigonometrikus polinomra fennáll a következő egyenlőtlenség:

(5.4)

∫ 2π

0

T 4
n(x)dx ≤C

(∫ 2π

0

T 2
n(x)dx

)2

=C

(

π

n∑

k=1

c2k

)2

vagy C

(

π

n∑

k=1

d2k

)2

,

ahol a C állandó értéke nem függ sem a Tn(x) trigonometrikus polinom n rendjétől,

sem a (ck: k ≥ 1) vagy (dk: k ≥ 1) valós együtthatóktól.

A fenti 5.3. Lemma bizonýıtását a következő 6. fejezetben fogjuk ismertetni.

Nyilvánvaló, hogy az (5.4) egyenlőtlenség az (1.1) egyenlőtlenségnek azon spe-

ciális esete, amikor p := 4 és r := 2, továbbá

S(b, n;x) =

b+n∑

k=b+1

ck cosmkx vagy

b+n∑

k=b+1

dk sinmkx

és

(5.5) g(b, n) :=
√
Cπ

b+n∑

k=b+1

c2k vagy
√
Cπ

b+n∑

k=b+1

d2k

(az addit́ıv eset), ahol b ≥ 0 és n ≥ 1 tetszőleges egészszámok.
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Erdős Pál fenti 5.2. Tételének bizonýıtásában Szidon Simon lemmájának (5.4)

egyenlőtlenségéből lényegében a (4.1) maximál momentum egyenlőtlenségnek azon

speciális esetét vezette le, amelyben az addit́ıv g(b, n) függvény (5.5) alakú; anélkül,

hogy külön tételben vagy lemmában fogalmazta volna meg a 4.1. Tétel alkalmazá-

sával adódó

(5.6)

∫ 2π

0

M4(b, n;x)dx ≤ (1− 2−1/4)−4Cπ2g2(b, n)

maximál momentum egyenlőtlenséget. Majd a 3.2. Tétel bizonýıtásához hasonló

módon, Erdős Pál az (5.6) egyenlőtlenségre támaszkodva bizonýıtotta be az (5.1)

Fourier sor m.m. konvergenciáját.

Megjegyezzük, hogy Erdős Pál 5.2. Tételének bizonýıtását tanulmányozva,

S.B. Sztecskin orosz matematikus sejtette az alábbi maximál momentum egyen-

lőtlenséget, akinek szóbeli közlése alapján V.F. Gaposkhin közölte azt az Iro-

dalomjegyzék [5, lásd a 29–31. oldalakon] cikkében, és amely egyenlőtlenség az

Erdős–Sztecskin egyenlőtlenség néven vált ismertté a szakirodalomban. A következő

5.4. Tételben ezt fogalmazzuk meg a jelen cikkünk jelölésrendszerét használva.

5.4. Tétel. Ha γ > 2 és létezik valós számoknak olyan (ck: k ≥ 1) sorozata, amelyre

az
∫

I

|S(b, n;x)|γdx ≤ C

(
b+n∑

k=b+1

c2k

)γ/2

egyenlőtlenség minden b ≥ 0 és n ≥ 1 egészszámra fennáll, ahol C állandó, akkor

minden b ≥ 0 és n ≥ 1 egészszámra az is fennáll, hogy

∫

I

Mγ(b, n;x)dx ≤ CεC

(
b+n∑

k=b+1

c2k

)γ/2

,

ahol a Cε állandó nem függ a (ck: k ≥ 1) sorozattól és a γ kitevőtől, ha γ ≥ 2 + ε,

ahol ε > 0.

Az 5.4. Tétel esetében tehát a 4.1. Tételben szereplő szuperaddit́ıv g(b, n) függ-

vény szerepet a

g(b, n) := C2/γ
b+n∑

k=b+1

c2k

addit́ıv függvény, a p(≥ 1) kitevő szerepét γ(> 2), mı́g az r(≥ 1) kitevő szerepét

γ/2(> 1) veszi át.
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Megjegyezzük, hogy Lennard Carleson svéd matematikus 1966-ban bebizonýı-

totta (lásd az Irodalomjegyzék [3] cikkét), hogy tetszőleges négyzetesen integrál-

ható, periodikus függvény Fourier sora m.m. konvergál. Ennek következtében az

5.1. és 5.2. Tételek Carleson tételének speciális eseteivé váltak.

Carleson tételének bizonýıtása azonban annyira bonyolult, hogy még napja-

inkban is komoly teljeśıtmény annak megértése minden részletében. Viszont az

5.1. Tétel Erdős Pál bizonýıtásából kifejlődött maximál momentum egyenlőtlensé-

geknek számos alkalmazása lett és még napjainkban is vannak alkalmazásai mind

az ortogonális sorok pontonkénti konvergenciájának vizsgálatában, mind a valósźı-

nűségszámı́tásban a nagy számok különféle törvényeinek bizonýıtásában.

6. Szidon Simon lemmájának bizonýıtása

Megjegyezzük, hogy Szidon Simon a 20. század első felében jelentős magyar mate-

matikus volt, aki német nyelven ı́rt tudományos cikkeinek szerzőjeként az S. Sidon

nevet használta.

A következőkben az 5.3. Lemmájának bizonýıtását a Tn(x) koszinusz polinom

esetében fogjuk ismertetni. Mivel

T 2
n(x) :=

( n∑

k=1

ck cosmkx

)2

=

n∑

k=1

c2k cos
2mkx+

∑∑

1≤k 6=ℓ≤n

ckcℓ cosmkx cosmℓx,

ezért az (1.6) és speciálisan a cos2 α = 1+cos 2α
2 azonosság alkalmazásával kapjuk,

hogy

(6.1)

T 4
n(x) =

1

2

n∑

k=1

c2k +
1

2

n∑

k=1

c2k cos
2 2mkx+

1

2

∑∑

1≤k 6=ℓ≤n

ckcℓ cos(mk +mℓ)x

+
1

2

∑∑

1≤k,ℓ≤n

ckcℓ cos(mk −mℓ)x =:

2mn∑

j=0

Cj cos jx,

ahol a Cj együtthatókat az alábbi képletek adják:

C0 :=
1

2

n∑

k=1

c2k, Cj :=
1

2

∑∑

1≤k 6=ℓ≤n

ckcℓ;

megjegyezve, hogy a kettős összegezést csak azokra a (k, ℓ) párokra kell kiterjesz-

tenünk, amelyekre |mk ±mℓ| = j és k 6= ℓ.
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Nyilvánvaló, hogy

(6.2) C2
0 =

1

4

( n∑

k=1

c2k +
∑∑

1≤k 6=ℓ≤n

c2kc
2
ℓ

)

.

A (B2) feltétel teljesülése következtében az |mk ±mℓ| = j előálĺıtás csak véges sok

esetben állhat fenn, amelyet s-sel fogunk jelölni. Ez az s nem függ sem j-től, sem n-

től. Ezért a véges számsorozatokra vonatkozó Cauchy egyenlőtlenség alkalmazásával

kapjuk, hogy

C2
j =

1

4

(
∑∑

1≤k 6=ℓ≤n

|mk±mℓ|=j

ckcℓ

)2

≤ s

4

∑∑

1≤k 6=ℓ≤n

c2kc
2
ℓ ,

amelyből nyilvánvalóan következik, hogy

(6.3)

2mn∑

j=1

C2
j ≤ s

4

n∑

k=1

c2k

n∑

ℓ=1

c2ℓ ≤ s

4

( n∑

k=1

c2k

)2

.

A (6.1)–(6.3) egyenlőtlenségekből pedig az következik, hogy

∫ 2π

0

T 4
n(x)dx =

∫ 2π

0

( 2mn∑

j=0

Cj cos jx

)2

dx

= π

(

2C2
0 +

2mn∑

j=0

C2
j

)

≤ π

2

( n∑

k=1

c2k

)2

+
sπ

4

( n∑

k=1

c2k

)2

=
π

4
(2 + s)

( n∑

k=1

c2k

)2

≤ C

(

π

n∑

k=1

c2k

)2

, ahol C :=
2 + s

4π
.

Ezzel Szidon Simon 5.3. Lemmájában az (5.4) egyenlőtlenség fennállását bebizo-

nýıtottuk.

A továbbiakban azon 5. fejezetbeli álĺıtás bizonýıtását ismertetjük, hogy ha

a természetes számokból álló (mk: k ≥ 1) sorozat lakunáris; vagyis, ha az (5.2)

egyenlőtlenség valamely λ > 1 valós számra fennáll, akkor megadható olyan csak a

λ-tól függő s természetes szám, hogy bármely n természetes számra az

n = mℓ +mk vagy n = mℓ −mk, ahol ℓ > k ≥ 1;

előálĺıtások legfeljebb csak s számú (ℓ, k) pár esetében állhatnak fenn.
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Elsőként ezen álĺıtásunkat az n = mℓ +mk, ℓ > k ≥ 1 alakú összegek esetében

igazoljuk. (5.2)-ből egyből adódik, hogy

mℓ

mℓ−1
≥ λ, tehát mk ≤ mℓ−1 ≤ 1

λ
mℓ;

majd ebből következik, hogy

mℓ < n = mℓ +mk ≤ mℓ +mℓ−1 ≤ mℓ

(

1 +
1

λ

)

=
λ+ 1

λ
mℓ.

Az utóbbi egyenlőtlenségből pedig átszorzással kapjuk, hogy

(6.4)
λ

λ+ 1
n ≤ mℓ < n.

Az n = mℓ − mk, ℓ > k ≥ 1 különbségek esetében hasonló módon járunk el.

Ugyancsak (5.2)-ből egyből adódik, hogy

mℓ−1

mℓ
≤ 1

λ
, tehát mℓ−1 ≤

1

λ
mℓ;

majd ebből következik, hogy

mℓ > n = mℓ −mk ≥ mℓ −mℓ−1 = mℓ −
1

λ
mℓ =

λ− 1

λ
mℓ.

Az utóbbi egyenlőtlenségből pedig átszorzással kapjuk, hogy

(6.5)
λ

λ− 1
n ≥ mℓ > n.

Adott n természetes szám esetén jelöljük ℓ1-gyel a legkisebb, ℓs-sel pedig a leg-

nagyobb azon ℓ indexet, amely az n = mℓ ± mk előálĺıtásokban előfordul, ahol

ℓ > k ≥ 1. A fentebb levezetett (6.4) és (6.5) egyenlőtlenségek szerint fennáll, hogy

mℓ1 ≥ λ

λ+ 1
n és mℓs ≤ λ

λ− 1
n,

amelyekből egyből következik, hogy

(6.6)
mℓs

mℓ1

≤ λ

λ− 1
n/

λ

λ+ 1
n =

λ+ 1

λ− 1
.
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Másrészt az (5.2) lakunaritási feltételből azt kapjuk, hogy

(6.7)
mℓs

mℓ1

=
mℓs

mℓs−1

· mℓs−1

mℓs−2

· · · mℓ1+1

mℓ1

≥ λs.

A (6.6) és (6.7) egyenlőtlenségek összevetéséből látjuk, hogy

λs ≤ mℓs

mℓ1

≤ λ+ 1

λ− 1
,

amely egyenlőtlenség csak véges sok s = s(λ) természetes számra állhat fenn, hiszen

λ > 1 miatt

lim
s→∞

λs = ∞.

Megjegyezzük, hogy Erdős Pál 5.2. Tétele lényegesen általánosabb Kolmogorov

5.1. Tételénél, mivel meg lehet adni természetes számoknak olyan (mk: k ≥ 1)

sorozatát, amely teljeśıti a (B2) feltételt és amelyre még az is teljesül, hogy

(6.8)
mk

k3
≤ C, k = 1, 2, . . . ,

ahol C állandó (lásd az Irodalomjegyzék [2] könyvében a 263. oldalon). Ez az

(mk: k ≥ 1) sorozat nem lehet lakunáris, mivel annak feltételezése ellentmondásra

vezet. Valóban, ha a lakunaritás (5.2) feltételének fennállását valamely λ > 1 valós

számmal feltételezzük, akkor fennáll, hogy

mk+1 ≥ λmk ≥ λ2mk−1 ≥ · · · ≥ λkm1, k = 1, 2, . . . .

Ezt (6.8)-cal összevetve azt kapjuk, hogy

1 =
mk+1

mk+1
≥ λkm1

C(k + 1)3
, k = 1, 2, . . . ;

ami ellentmond annak, hogy λ > 1 következtében

lim
k→∞

λk

(k + 1)3
= ∞.
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[1] G. Alexits, Convergence Problems of Orthogonal Series, Akadémiai Kiadó, Budapest,
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[8] P. Révész, The Laws of Large Numbers, Akadémiai Kiadó, Budapest, 1967.
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