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A wvildghiri vildgjare matematikus Erdds Pdl emlékének
ajanlva sziletésének 100. évforduloja alkalmdbol

1. Bevezetés

Legyen (fx(x):k > 1) valamely véges I := [a,as] intervallumon értelmezett, va-
16s értékii fiiggvényeknek olyan végtelen sorozata, amelyek Lebesgue (esetleg csak
Riemann) szerint integrélhatok valamely véges I := [a1, as] intervallumon. A

oo

> fulz)

k=1

végtelen sor pontonkénti konvergenciajanak vizsgalata céljabdl bevezetjiik az

b+n
S(b,n; x) kzb;rl fi(z) és M(b,n;x) := 11;1}3§(n|5(b, k; )|

jeloléseket, ahol b =10,1,2,... ésn =1,2,.... Tehat M (b, n; ) az egyméast kdvetd
S(b, k; x) részletosszegek legnagyobbika abszolut értékben, amely részletosszegeket
az egymds utdn kovetkezd fi(x) fiiggvényekbdl képezzik az fp41(x) fiiggvénytél
kiindulva.

Legyenek p > 1 és r > 1 tetszélegesen adott valds szdmok. Az alapvetd felte-
vésiink az lesz, hogy az

(1.1) /I|S(b,n;a:)|p dz < g"(b,n)

egyenl6tlenség fennall minden b > 1 és n > 1 egészszamra, és ahol a jobb oldalon
allé g(b,n) figgvény nemnegativ értékii és rendelkezik az un. szuperadditiv tulaj-
donsaggal. Ez utébbin azt értjiik, hogy a

(1.2) g(b, k) + g(b+k, 0) < g(b,k +0)
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egyenl6tlenség fennall minden b > 0 és k, £ > 1 egészszamra. A szuperadditiv tulaj-
donséag fogalmat Serfling amerikai matematikus vezette be és els6ként bizonyitott
be a cimben jelzett egyenl6tlenségeket (ldsd az Irodalomjegyzék [9] cikkét).

Abban a specidlis esetben, ha (1.2)-ben a ,<” jel helyett az ,,=" jel érvényes, ak-
kor azt mondjuk, hogy a ¢g(b,n) fiiggvény additiv tulajdonsdgi. Tovabb4, ha (1.1)-
ben a kitevé p > 1, akkor még azt is fel kell tenniink, hogy az |f1(x)|?, | f2(z)|?, ...
fliggvények mindegyike is Lebesgue szerint integralhat6 az I intervallumon.

Megjegyezziik, hogy a g(b,n) fiiggvény nemnegativ és szuperadditiv tulajdon-
sagaibdl kovetkezik, hogy rogzitett b esetén g(b,n) az n masodik valtozéjaban mo-
noton nové fliggvény. Valdban, a k := n és £ := 1 specidlis vdlasztds esetében (1.2)
szerint

(1.3) g(b,n) < g(b;n) +g(b+n,1) < g(b,n+1).

Alapvet6 célul tiizziik ki, hogy az (1.1) és (1.2) egyenlStlenségekre tdmaszkodva
adjunk felsé becslést az

/M”(b,n;m)dm, b>0 és n>1,
I

integralokra. Az igy nyert momentum egyenlétlenségeket, amelyek a fiiggvényso-
rok részletosszegeinek maximumara vonatkoznak mazimdl momentum egyenldtien-
ségeknek is szokas nevezni.

Tanulsdgos annak a specialis esetnek a vizsgalata, amikor

(1.4) fe(@) = cror(z), k=1,2,...,

ahol (ci: k > 1) valds szamok (in. egyutthatdk) tetszdleges sorozata, mig (¢ (x): k >
1) fiiggvények in. ortonormdlt rendszere (roviditve: ONR) az I intervallumon. Ez
utobbin azt értjiik, hogy

0, ha k#Y
(1.5) /Iwk(x)w(ff)dx{l, ha k=¢6 k(=12 ...

Az itt szerepld integral biztosan létezik, ha a ¢ (x) fiiggvényekrdl feltessziik, hogy
a négyzetik is Lebesgue integralhaté az I intervallumon. Ugyanis, ekkor az

|on (@) pe()] <

egyenl6tlenségben a jobboldal integralhatoé az I intervallumon, ennek kévetkeztében
a baloldal is integralhat6 az I-n.
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Az (1.4)—(1.5) specidlis esetben egyszerii szamolds mutatja, hogy
2

/ISQ(b,n;a:)da: ::/I< % ckgok(x)> dx

k=b+1
b+n b+n b+n

2

=Y 3 aafa@e@d= Y &
k=b+1 6=b+1 I k=b+1

Tehat ebben az esetben az (1.1) egyenlStlenség fennall a p = 2 és

b+n
g(b,n) = Z 2, b>0,n>1,
k=b+1
vélasztéssal; rdaddsul az ,=" jellel a ,<” jel helyett (1.2)-ben.

A legegyszeriibb példa ortogonalis fliggvényrendszerre a trigonometrikus rend-
szer, amelynek fliggvényei:

1, coskzx, sinkz, k=1,2,...

a [0,27] alapintervallumon. Bér tekintettel ezen fliggvények 27 szerinti periodi-
kus voltara, a fenti trigonometrikus rendszer fiiggvényei barmely 27 hosszusagu
intervallumon is ortogondlisok. Az ortogonalitdsrdl egybdl meggyézddhetiink, ha
az alabbi trigonometrikus azonossagokat hasznaljuk:

cosa cos 3 = %(cos(a + B) + cos(a — B)),
(1.6) sina cos 3 = %(Sin(a +8) + sin(a — 8)),
sin sin 8 = %(cos(a — B8) — cos(a + B)).
A trigonometrikus rendszer csak ortogonalis, de nem normadlt, mivel

2 2 2
/ ldx = 2m, / coszkxdx:/ sinfkrde =m, k=1,2,....
0 0 0

Az ortonormdlt trigonometrikus rendszer tehat a kovetkezo:

1 coskr sinkx
EE;, \/E ) \/% )

2. Az altalanositott Rademacher—Mensov egyenlotlenség

k=1,2,....

A kovetkez6 2.1. Tételben fogalmazzuk meg az alcimben jelzett egyenlGtlenséget,
amelyet a jelen cikk szerzéje bizonyitott be az Irodalomjegyzékben taldlhaté [7]
cikkében. Az eredeti Rademacher—Mensov egyenldtlenséget a kovetkezd 3. fejezet
3.1. Korollariuméaban fogjuk megfogalmazni.
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2.1. Tétel. Hap > 1, r =1 és az (1.1) egyenldtlenség fenndll minden b > 0 és
n > 1 egészszdmra, ahol g(b,n) nemnegativ és szuperadditiv tulajdonsdgi, akkor
minden b > 0 ésn > 1 egészszamra az is fenndll, hogy

(2.1) / MP(b,n; x)dx < (log2n)? g(b,n),
I
ahol a ,log” a kettes alapi logaritmust jeloli.

A 2.1. Tétel szerint az (1.1) momentum egyenlétlenség fennallasabdl, a feltéte-
lek teljesiilése esetén, a (2.1) mazimdl momentum egyenldtlenségre tudunk kovet-
keztetni.

Bizonyitas. A (2.1) egyenlétlenséget n szerinti teljes indukciéval bizonyitjuk. Ha
n = 1, akkor definicié szerint

M, 1;z) =1S(b, 1;2)], b>0.

Mivel log2 = 1, ezért a bizonyitandé (2.1) egyenlétlenség ebben az esetben trivid-
lisan fenndll.
Tekintsiik ezutan az n = 2 esetet. Konnyen belathatjuk, hogy

max{|fuo+1(2)], | fo+1(2) + fora(@)]} < o1 (@) + {| forr (@) + | fora(@) P }P,

amelybdl kovetkezik, hogy
(2.2) M(b,2;z) < |S(b,1;2)| + {|S(b, 1;2)|P +|S(b+1,1;z)|P}/P.

Mivel p > 1, ezért alkalmazhatjuk a Minkowski egyenlétlenséget (amely valdja-
ban a hdromszdg egyenlétlenség az LP-térben, ldsd példdul az Irodalomjegyzék [11]
konyvében a 299. oldalon) és eziltal (2.2)-b6l nyerjiik, hogy

1/p 1/p
{/ Mp(b,2;x)dx} < {/|S(b,1;x)|pdx}
I 1
1/p
+{/|S(b,1;x)|pdx+/|5(b+1,1;x)|pdx} .
1 1

Ha az igy nyert egyenlStlenség jobb oldaldn az (1.1) és (1.2) egyenl6tlenségeket
alkalmazzuk, akkor kapjuk, hogy

1/p
{/M”(m;x)dx} < g"P(b, 1) + {g(b,1) + g(b+ 1, 1)}/
I

< g"?(b,1) + g"/P(b,2) < 2¢"/7(b,2),

(2.3)
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amelynek sordn az (1.3) egyenlétlenséget is kihasznaltuk.

A most kapott (2.3) egyenl6tlenség éppen a bizonyitandé (2.1) egyenlStlenség
az n = 2 esetben.

Az n = 1,2 konkrét esetek bizonyitasa utan attérink az n > 3 altalanos eset
bizonyitdsara. Indukcids feltevésiink az, hogy a bizonyitandé (2.1) egyenlStlenség
fennall minden b > 0 egészszdm és a g(b,.) szuperadditiv fliggvény médsodik v&l-
tozdjdban minden olyan egészszamra is, amely a széban forgd n-nél kisebb. Ezen
indukcids feltevésre tdmaszkodva fogjuk bizonyitani, hogy akkor a (2.1) egyenlét-
lenség n-re is fennall, ahol b > 0 tetszb6leges egészszam lehet.

Ezen célbdl legyen

2 v [52)- )

ahol a [.] szimbélummal egy valds szdm egész részét jeloljiikk. Példdul az n = 3
esetben m := [5/2] = 2. Kénnyen beldthatjuk, hogy ha az n paros szdm, mondjuk
n = 2v, ahol v egészszam, akkor

m:=v+1 ésigy 2m=2v+2=n+2,

amelynek kovetkeztében ekkor

(2.5) 2m—1)=n é n—m=m-—2.

Ha viszont n paratlan szam, mondjuk n = 2v + 1, ahol v egészszam, akkor
m:=v+1, viszont 2m=2v+4+2=n+1,

amelynek kovetkeztében ekkor

(2.6) 2(m—1)<n é n—m=m—1.

Osszefoglalva (2.5)-6t és (2.6)-ot megallapithatjuk, hogy mindkét esetben érvényes
az alabbi két egyenlGtlenség:

(2.7) 2(m—1)<n é n—m<m-—1.

Ezen elékészités utan ratériink az M (b;n) maximum becslésére, ahol b > 0
és n > 3 tetszOleges egészszamok, mig az m egészszamot (2.4) szerint valasztjuk.
Egyszertien belathatd, hogy ha m < k < n, akkor

|S(b, k; )| < |S(b,m;x)| + |S(b+m, k —m;x)]
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azzal a megdllapoddssal, hogy a k = m esetén legyen S(b + m,0;z) := 0. Innen
egybdl kovetkezik, hogy minden ilyen k-ra az is fennall, hogy

|S(b, k;x)| <|S(b,m;x)| + M(b+ m,n—m;x).
Ha pedig 1 < k < m — 1, akkor nyilvanvald, hogy
[S(b, k; )] < M(b,m — 1;z).

A két utobbi egyenlétlenséget egybefoglalva nyerjiik, hogy minden b > 0 és 1 <
k < n egészszam esetén fenndll az

1S(b, k: 2)| < [S(b,ms @) + {MP(b,m — 1;2) + MP(b+ m,n — m;2)}/?
egyenl6tlenség, ami azzal ekvivalens, hogy
(2.8)  M(b,n;z) < |S(b,m;x)| + {MP(b,m — 1;2) + MP(b+m,n — m;z)}/P.

Mivel p > 1, a Minkowski egyenlétlenség alkalmazdsaval (2.8)-b8l nyerjiik, hogy

{/IMp(b,n;x)dx}l/p < {/I|S(bvm;x)|pdx}l/p

(2.9) "
—|—{/M”(b,m—1;x)dx—|—/M”(b+m,n—m;x)dx} .
I I

Egyrészt, (1.1) szerint fennéll, hogy
(2.10) /|S(b,m;m)|pdx < g(b,m).
I

Miésrészt, (2.6) szerint 2(m — 1) < n és n —m < m; ezért az indukcids feltevést
alkalmazva kapjuk, hogy

(2.11) /IMp(b,m —1i2)da < {log2(m — 1)}7g(b,m — 1) < (logn)Pg(b,m — 1)

(2.12) /IMp(b —m,n—m;x)dr < {log2(n —m)}*g(b+m,n —m)

< (logn)Pg(b+ m,n —m).



Mazimum momentum egyenldtlenségek és alkalmazdsaik 45

Tekintve, hogy a g(b,.) fiiggvény a mdsodik véltozGjaban monoton nové, ezért a
(2.11), (2.12) és (1.2) egyenlStlenségekbdl kovetkezik, hogy

/Mp(b,m—l;x)dx—l—/Mp(b—l—m,n—m;:c)d:c
(2.13) I I

< (logn)P{g(b,m — 1) + g(b+m,n —m)} < (log n)Pg(b,n).

Osszefoglalva a (2.9), (2.10) és (2.13) egyenlétlenségeket nyerjiik, hogy

1/p
{ / Mp(b,n;x)dx} < g"/?(b,m) + (logn)g"/*(b,n)
I
< (1+1logn)g'/?(b,n) = (log2n)g"/?(b,n),

ami a bizonyitandé6 (2.1) egyenl6tlenséggel ekvivalens. fgy az indukcids 1épés bizo-
nyitasat és ezzel egyiitt a 2.1. Tétel bizonyitdsat is befejeztiik. -

Megjegyezziik, hogy a 2.1. Tételt és a tovabbiakban ismertetésre keriil 4.1. Té-
telt is a jelen cikk szerzdje a valdszin{iségszamitasban szokasos terminoldgiat hasz-
nalva bizonyitotta be az Irodalomjegyzékben taldlhaté [7] cikkében. Pontosabban
szélva, legyen (§x: k > 1) véletlen vdltozdk (angolul: random variables) végtelen so-
rozata az (Q, F, P) val6sziniiségi mez6n, amelyeknek 1étezik a p- edik momentuma,
amit az

Bk |? ::/Q|fk(w)|pdp(w)<oo, k=1,2,...;

képlettel értelmeziink, ahol p > 1 valds szam. Az ,E” betii az angol ,expectation”
(magyar megfelel6je: vdrhatd érték) sz6 kezdbbetiije. Az

b+n
Sbon):= > &, b=0,12..;n=12_.;

k=b+1
M(b,n) ;== max{|S(b,k)|:k=1,2,...,n}

jeloléseket hasznalva a 2.1. Tétel kdvetkezd atfogalmazasat bizonyitottuk be a fen-
tebb mdr emlitett [7] cikkiinkben.

2.2. Tétel. Ha minden b >0 ésn > 1 egészszamra fenndll az
E|S(b,n)[P < g(b,n)

egyenldtlenség, aholp > 1 és g(b,n) nemnegativ és szuperadditiv tulajdonsdgi, akkor
minden b > 0 ésn > 1 egészszamra az is fenndll, hogy

EMP(b,n) < (log2n)Pg(b,n).
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3. Ortogonalis fiiggvénysorok konvergenciaja

Az ortogondlis fliggvénysorok elméletében alapvetd jelentoségli a 2.1. Tételnek az
a specidlis esete, amikor a szébanforgd fi(z) fliggvényeket az (1.4) alakban adjuk
meg. Ebben az esetben kapjuk az ortogonalis fiiggvénysorok elméletébdl jol ismert
Rademacher—Mensov egyenldtlenséget.

3.1. Korollarium. Ha (pp(z):k > 1) tetszéleges ONR walamely I intervallumon és

b+n
S(b,n;x) = Z cror(x), b=0,1,2,...; n=1,2,..;
k=b+1
ahol (ci: k > 1) valds szamok tetszdleges sorozata, akkor

b+n
(3.1) / M?(b,n; z)dr < (log2n)? Z cd, b=0,1,2,...; n=1,2,....
4 k=b+1

Megjegyezziik, hogy az ortogonalis fliggvénysorok elméletének irodalméban a
(log 2n)? tényez6 helyett altaldban az O(log?n) tényezd szerepel, mint péld4ul az
Irodalomjegyzék [1] konyvének 79. oldaldn. Ezen ut6bbi jelolésen a C(logn)? ténye-
z6t kell érteniink, ahol a C' alkalmas, de kozelebbrol meg nem hatarozott allandét
jelol.

A kovetkez6 tételben fogalmazzuk meg az ortogonalis fiiggvénysorok elméleté-
ben alapvet szerepet jatszdé Rademacher—Mensov konvergenciatételt.

3.2. Tétel. Ha (pp(x):k > 1) tetszdleges ONR walamely I intervallumon és a valds
egylitthatok (cx:k > 1) sorozatdra fenndll, hogy

(3.2) Zci(log 2k)? < oo,
k=1
akkor a
o0
(3.3) Z crpr(T)
k=1

ortogondlis fiigguénysor az I intervallum majdnem minden pontjiban konvergdl.

A ,majdnem minden (réviditve: m.m.) pontban” kifejezésen azt értjik, hogy
snullamértékd” az I intervallum azon pontjainak halmaza, amelyekben a (3.3) or-
togonalis fliggvénysor divergdl; ami definicié szerint azt jelenti, hogy tetszdleges
€ > 0 szdm esetén az I-beli divergencia pontok halmaza lefedheté véges vagy meg-
szamlélhatdéan végtelen sok olyan intervallummal, amelyeknek az Gsszhosszisaga
e-nal kisebb.
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3.2. Tétel bizonyitasa. Eldszor azt bizonyitjuk, hogy a (3.2) feltételbdl kovetkezik
a (3.3) ortogondlis fiiggvénysor

om

Sym (x chapk m=1,2,...

alaki részletosszegeinek m.m. pontban valé konvergencidja. A (¢k(x)) rendszer
ortonormalt tulajdonsdgabol és (3.2)-bol kovetkezik, hogy

2
2m+1
Z /m 52m om (x)dx = Z/ crpr(x) | dx
(3.4) k= 2m+1
00 27n+1 00 27n+1
S Y <Y Y dlosy
m=1  k=2m41 m=1k=2m41

A Lebesgue integrélra vonatkozé monoton konvergenciatétel (Beppo Levi tételének
nevezve, ldsd az Irodalomjegyzék [11] konyvében a 152. oldalon) szerint (3.4)-b6l
kovetkezik, hogy az integranduszokbdl all6 sor az I intervallum m.m. pontjaban
konvergal; azaz

g m SQ-m 27n < oo 1m.m.

A véges szamsorozatokra vonatkozé Cauchy egyenldtlenséget alkalmazva kapjuk,
hogy tetszbleges v > 1 és q > 1 egészszamokra fennall, hogy

v+q—1 2
(521/+q (l‘) — Sov (J?))Q = ( Z SQ77L7277L (J?))

v+g—1 v+g—1

S i Y

m=v m=v

1
:o<—) — 0 mum., ha v — oco.
v

Ezzel belattuk, hogy a Cauchy belsd konvergencia kritérium az (Som(z):m > 1)
sorozatra m.m. pontban teljesiil, ezért az m.m. pontban konvergal.
Ezutdn mar csak azt kell bizonyitanunk, hogy az

(3.5) Mom gm () ;== max |Sp(x) — Sam(z)] = 0, ham — oo
’ 2m <p<2mtl
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hatérérték is fennall az I intervallum m.m. pontjdban. A (3.1) egyenlStlenséget és
a (3.2) feltételt alkalmazva nyerjiik, hogy

00 ) 27n+1
Z /Mgm,}zm(a:)da: < Z(m—i— 1)? Z i
m=2"1 2 k=2m+1

8 3

gm+1

< Z Z 2 (log 2k)? ic (log 2k)?
k=5

m=2k=2m+1

Ismét a monoton konvergenciatételt alkalmazva kapjuk, hogy a >~ _, M22n2n (x)
sor m.m. pontban konvergdl, amelybél (3.5) trividlisan kovetkezik. Ezzel a 3.2. Tétel
bizonyitdsat befejeztiik. -

A magyar ortogondlis fliggvénysorok kival6 szakértdje, Tandori Karoly 1957-
ben azt bizonyitotta be (ldsd az Irodalomjegyzék [12] cikkében), hogy bizonyos
esetben a (3.2) feltétel nemcsak elegendé, hanem egyben sziikséges feltétele is a (3.3)
ortogondlis fiiggvénysor m.m. pontban valé konvergencidjanak. Ezt a nevezetes
eredményt fogalmazzuk meg a kovetkezd tételben.

3.3. Tétel. Ha a valds egyiitthatok (ck:k > 1) sorozata olyan, hogy |c1| > |ca| >
les| > ... és

Z ci (log 2k)? =
k=1

akkor tetszbleges I == [ay, az] intervallumon megadhatd olyan (i (z):k > 1) ONR,
amelyre a (3.3) ortogondlis fligguénysor az I intervallum minden pontjdban divergdl.

Megjegyeziik, hogy hasonlé tételek érvényesek ortogondlis véletlen vdltozok ese-
tében is (ldsd példaul az Irodalomjegyzék [7] cikkében és [8] konyvének 3. fejeze-
tében). Mint ismeretes, a valészinliségszamitdsban a m.m. konvergencia szerepét a
majdnem biztos (angolul: almost surely) szakkifejezés veszi at. Példaképpen idézziik
a nagy szdmok erds torvényének (angolul: strong law of large numbers) kovetkezd
valtozatat.

3.4. Tétel. Legyen (§k:k > 1) véges mdsodik momentummal rendelkezd, ortogond-
lis véletlen valtozok sorozata; azaz

BE(&,6)=0 é o :=E(})<oo, k#L kt=1,2,....
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k(
=1
akkor a nagy szdmok erds térvénye fenndll, azaz
n

lim — ka =0 majdnem biztosan.
n—oo N el

A 3.4. Tétel bizonyitdsa a 2.1. Tétel (a p = 2 speciélis esetben) és az igyne-
vezett Kronecker lemma (lasd, példdul [1, Theorem 2.2.2 a 72. oldalon]) egytittes
alkalmazasdval torténik. Az utébbi lemma a kévetkezéképpen fogalmazhatd meg.

Kronecker lemma. Legyen (Ag:k > 1) pozitiv szamoknak olyan sorozata, amely
monoton ndve tart co-be. Ha a valds szdmok (ci: k > 1) sorozata olyan, amelyre a

2

>/|?r

sor konvergens, akkor fenndll, hogy
1 n
L ILE

4. Az altalanositott Erdos—Sztecskin egyenl6tlenség

A maér bizonyitott 2.1. Tétel feltételében szerepld (1.1) egyenlétlenség kdvetkezmé-
nyét az r = 1 kitevé esetében vizsgdltuk. A most kévetkez6 4.1. Tételben, amelyet
szintén a jelen cikk szerz&je bizonyitott be az Irodalomjegyzékben taldlhaté [7] cik-
kében, viszont éppen az lesz a lényeges, hogy r > 1. A fenti alcimben jelzett egyen-
16tlenséget a kovetkez6 tételben fogalmazzuk meg, mig az eredeti Erdds—Sztecskin
egyenlétlenséget a kovetkezd fejezet 5.4. Tételében fogjuk megfogalmazni.

4.1. Tétel. Hap > 1, r > 1 és az (1.1) egyenlbtlenség fenndll minden b > 0 és

n > 1 egészszdmra, ahol g(b,n) nemnegativ és szuperadditiv tulajdonsdgi, akkor
minden b > 0 ésn > 1 egészszamra az is fenndll, hogy

(4.1) /IMp(b,n;x)dx < Cg¢"(b,n)
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feltéve, hogy a C dllandd elég nagy; pontosabban szdlva, ha
(4.2) C > (1—20-"/p)=p,

Bizonyitas. A 2.1. Tétel bizonyitdsahoz hasonléan, a 4.1. Tételt is n szerinti tel-
jes indukciéval bizonyitjuk. Az n = 1 esetben a bizonyitandé (4.1) egyenlétlenség
trividlisan fenndll mar a C' = 1 véalasztassal is. Az n > 2 4ltaldnos esetben az
indukcids feltevésiink az, hogy a bizonyitandé (4.1) egyenlStlenség fennéll minden
b > 0 egészszdm és a g(b,.) szuperadditiv fliggvény mésodik véltozéjaban minden
olyan egészszamra is, amely n-nél kisebb. Ezen indukciés feltevésiinkre tamasz-
kodva fogjuk bizonyitani, hogy akkor a (4.1) egyenl&tlenség n-re is fennéll, ahol
b > 0 tetszbleges egészszam.
Ezen célbdl ugy valasztunk egy m egészszamot, 1 < m < n, hogy a

1
(43) g(ba m— 1) < ig(ba TL) < g(ba m)
egyenl6tlenségpar fennélljon, azzal a megallapodassal, hogy az m = 1 esetén legyen
g(b,0) := 0. Megjegyezziik, hogy a masodik szélsGséges esetben, amikor (4.3)-ban
m = n, a masodik egyenl6tlenség fennéllasa trivialis.

Mivel g(b, .) a masodik valtozdéjdban monoton névé, ezért biztosan létezik olyan

m egészszam, amelyre a (4.3) egyenl6tlenségpédr fenndll. Az is nyilvdnval6, hogy
(1.2)-b6l és (4.3)-b6l egybdl kévetkezik, hogy

g(b—l—m,n—m) < g(b,n) —g(b,m)

4.4
. < g(bm) = S9(6,m) = 3(b,)

Az indukcids bizonyitdst elészor abban az esetben végezziik el, amikor (4.3)-ban
1 < m < n. Nyilvanvalé, hogy ha m < k < n, akkor

S(b, k5 )| < |S(b,m;x) + |S(b+m, k —m;z)|
<|S(b,m;x)| + M(b+m,n—m;x),

azzal a megallapoddssal, hogy a k = m esetben legyen S(b+ m,0;z) := 0.
Ha viszont 1 < k < m, akkor nyilvanvalo, hogy

1S(b, ks )| < M(b,m — 1;2).

Az utébbi két egyenlStlenséget egybefoglalva nyerjiik, hogy minden b > 0 és 1 <
k < n egészszamra fenndll az

[S(b, k; )| <|S(b,m;x)| + {MP(b,m — 1;x) —l—M”(b—l—m,n—m;m)}l/”
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egyenl6tlenség, ami azzal ekvivalens, hogy
(4.5)  M(b,m;x) < |S(b,m;x)| + {MP(b,m — 1;2) + MP(b+m,n —m;z)}/P.

Mivel p > 1, a Minkowski egyenlétlenség alkalmazdsaval (4.5)-b8l nyerjiik, hogy

{/IMp(b,n;x)dx}l/p < {/I|S(bvm;$)|pda:}l/p

(4.6) Dy
+{/Mp(b,m—1;x)dx+/Mp(b+m,n—m;x)dx} .
I I

Az (1.1) egyenlétlenség és a g(b,.) fliggvény masodik véltozdjaban valé monoton
novo tulajdonsdga kovetkeztében trividlisan fennéll, hogy

(A7) /I 1S(b,ms 2)[Pdz < g7 (b,m) < g" (b, n).

Mivel m —1 < n és n—m < n, ezért mindkét esetben alkalmazhatjuk az indukcids
feltevésiinket és kapjuk a kovetkezo két egyenlétlenséget:

(4.8) /M”(b,m—1;x)dm§Cg7"(b,m—1)§ ;gr(b,n)
I
és
C
(4.9) /Mp(b—l—m,n —m;x)de < Cg"(b+mn,n—m) < ygr(b,n),
I

ahol (4.3)-at, illetve (4.4)-et is kihasznéltuk.
A (4.6)—(4.9) egyenlétlenségek egybefoglalasdval nyerjiik, hogy

1/p Cl/p
(4.10) {/IM”(b,n;x)dx} < (1 + m) g"/P(b,n) < CYPg"/P(b,n),

azzal a feltevéssel, hogy
cl/p L
- /p
L seom <67
Az utébbi egyenlétlenség pedig azzal ekvivalens, hogy

2r=/p < (2r=D/p _ 1)/,

ahol az r > 1 feltétel 1ényeges; ebbdl pedig rendezéssel kapjuk, hogy

-1
cUp s o(r=1)/p

> ST — (1 _ 2(1—7")/10)—17
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ahogyan ezt (4.2)-ben &llitottuk. Ezzel az indukcids 1épés bizonyitdsdt az 1 < m < n
esetben befejeztiik.

Hétra van még az indukciés 1épés bizonyitasa abban a két specidlis esetben,
amikor m = 1 vagy pedig m = n. Az m = 1 esetben az (1.2) és (4.3) egyenlStlen-
ségeket hasznélva adodik, hogy

1 1
Az M(b,0;x) := 0 megallapoddssal a (4.5) becslés a kovetkez6 alaki lesz:
M(b,n;z) <|S(b,L;z)|+ Mb+1,n—1;2).

Ha erre alkalmazzuk a Minkowski egyenl6tlenséget, majd kihasznaljuk (1.1)-et, az
indukciés feltevést és még (4.11)-et is, akkor kapjuk, hogy

{ /IMp(b, n; x)dx}l/p

(4.12) = {/f 15, 1;x)|pd$}1/p - {/IM”(bJr Ln— 1;x)dx}1/p

< g0 0) + C g4 1, 1)
cl/p cl/p
r/p r/p _ r/p
< g )+ G0 = (14 G ) b

A most kapott egyenl6tlenségek koziil a végsé jobboldalon allo kifejezés nyilvan-
valéan kisebb, mint a (4.10)-ben kapott kozéps6 kifejezés. Igy a (4.2)-beli C-vel a
(4.12)-beli egyenlétlenség is nyilvanvaléan fennall.

A misik m = n specidlis esetben a (4.5) becslés az M (b + n,0;z) := 0 megél-
lapodaéssal a kovetkezé trividlis alaki lesz:

M(,n;x) <[S(b,n;z)|+ M(b,n —1;z).

Ha erre alkalmazzuk a Minkowski egyenlStlenséget, majd kihaszndljuk (1.1)-et, az
indukcids feltevést és még (4.10)-et is, akkor kapjuk, hogy

{/IMp(b,n;x)dx}l/p
< {/I |S(b,n;x)|pda:}1/p + {/IMp(b,n - 1)dm}1/p

< g"/P(b,n) + CYPg/P(b,n — 1)

cl/r
or/p

cl/r
< gr/P(b,n) + 577 97“/11([)7 n) = (1 + ) g”"/p(b, n),
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amelyben a végsé jobboldalon &ll6 kifejezés a (4.12)-ben kapott végsd jobbolda-
lon 4ll6 kifejezéssel azonos. Igy a (4.2)-beli C-vel a most kapott egyenl6tlenség is
nyilvanvaléan fennall.

Ezzel az indukcids 1épés bizonyitdsdt mind a hdrom esetben (nevezetesen az
1 <m < n,azm = 1és az m = n esetekben) és ezzel egylitt a 4.1. Tétel
bizonyitdsat is befejeztiik. -

5. Lakunaris Fourier sorok konvergenciaja
Legyen (ci: k > 1) és (di: k > 1) valds szdmoknak két tetszdleges sorozata, tovabbd
(my: k > 1) pedig természetes szdmoknak monoton névé sorozata. A

(o)
(5.1) Z(ck cos myx + di sinmyx)

k=1
trigonometrikus sort lakundrisnak (magyar terminussal: hézagosnak) nevezzik, ha
az my, frekvencidkra az aldbbi hézagossdgi feltétel teljesiil (1asd az Irodalomjegyzék
[2] k6nyvében a 232. oldalon):

(5.2) AL S N1, k=1,2,....
mi,

A kovetkezo tételt Kolmogorov bizonyitotta az Irodalomjegyzékben talalhatd
[6] cikkében:

5.1. Tétel. Ha
(5.3) > (6 +d}) < o0,
k=1

akkor az (5.1) lakundris trigonometrikus sor m.m. konvergdl.

Megjegyezziik, hogy ha az (5.3) feltétel teljesiil, akkor az (5.1) trigonometri-
kus sor egyben Fourier sor is, mégpedig egy négyzetesen integralhatod, periodikus
fiiggvény Fourier sora. (Lasd példaul az Irodalomjegyzék [11] konyvében a 261—
262. oldalakon.)

A természetes szdmoknak egy (my:k > 1) sorozatérdl akkor mondjuk, hogy
(Bzg) feltételnek tesz eleget (lasd az Irodalomjegyzék [2] konyvének 233. oldaldn), ha
megadhaté olyan s természetes szam, hogy barmely m természetes szam legfeljebb
s kiilonboz8 médon allithatd elé az (my) sorozat két tagjanak Osszegeként vagy
kiillonbségeként, vagyis az m = my + my vagy m = my — my alakban, ahol
1<k<t.

A kovetkezd tételt Erdés Pal bizonyitotta az Irodalomjegyzékben taldlhaté [4]
cikkében (ldsd szintén a [2] konyv 258-263. oldalain).
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5.2. Tétel. Ha a valds szdmok (cx:k > 1) és (dip:k > 1) két sorozatdra az (5.3)
feltétel teljesiil, és a természetes szdmok (my:k > 1) sorozata eleget tesz a (Bz)
feltételnek, akkor az (5.1) Fourier sor m.m. konvergdl.

[résunk kévetkezs 6. fejezetében bizonyitani fogjuk, hogy a természetes szamok
barmely (my: k > 1) lakundris sorozata eleget tesz a (Bs) feltételnek. Kovetkezés-
képpen az 5.1. Tétel specidlis esete az 5.2. Tételnek.

Erdés P4l fenti tételének bizonyitdsaban Szidon Simon kévetkezd lemmédjat
hasznalta fel (ldsd az Irodalomjegyzék [10] cikkében, vagy pedig [2] konyvének a
233. oldalan).

5.3. Lemma. Ha természetes szamok (my: k > 1) sorozata teljesiti a (Bz) feltételt,
akkor tetszdleges

T, (x Z cpcosmpr  vagy Ty Z di sinmx
k=1

trigonometrikus polinomra fenndll a kévetkezd egyenlétlenség:

/027T TH(z)dx <C (/027r Ti(m)dm)

=C (WZC%) vagy C (WZdi) ;
k=1

k=1

2

(5.4)

ahol a C dllandé értéke nem figg sem a T, (x) trigonometrikus polinom n rendjétdl,
sem a (cp:k > 1) vagy (di: k > 1) valds egyiitthatdktol.

A fenti 5.3. Lemma bizonyitasat a kovetkezo 6. fejezetben fogjuk ismertetni.
Nyilvdnvals, hogy az (5.4) egyenlétlenség az (1.1) egyenlStlenségnek azon spe-
cidlis esete, amikor p := 4 és r := 2, tovabba

b+n b+n
S(b,n; x) Z Cp COSMERT  vagy Z dy sinmpx
k=b+1 k=b+1
és
b+n b+n
(5.5) g(b,n) :=VCn Z & vagy VCr Z dz
k=b+1 k=b+1

(az additiv eset), ahol b > 0 és n > 1 tetsz8leges egészszdmok.
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Erdds P4l fenti 5.2. Tételének bizonyitdsdban Szidon Simon lemmadjdnak (5.4)
egyenlStlenségébdl lényegében a (4.1) maximal momentum egyenlétlenségnek azon
speciélis esetét vezette le, amelyben az additiv g(b, n) fiiggvény (5.5) alakd; anélkiil,
hogy kiilon tételben vagy lemméban fogalmazta volna meg a 4.1. Tétel alkalmaza-
séaval adodd

2
(5.6) MA(b,n; z)de < (1 —27YH~2Cr262 (b, n)
0
maximal momentum egyenlotlenséget. Majd a 3.2. Tétel bizonyitasahoz hasonld
médon, Erdds Pal az (5.6) egyenlStlenségre tdmaszkodva bizonyitotta be az (5.1)
Fourier sor m.m. konvergenciajat.

Megjegyezziik, hogy Erdés Pal 5.2. Tételének bizonyitdsat tanulmanyozva,
S.B. Sztecskin orosz matematikus sejtette az aldbbi maximal momentum egyen-
l16tlenséget, akinek szobeli kozlése alapjan V.F. Gaposkhin kozolte azt az Iro-
dalomjegyzék [5, lasd a 29-31. oldalakon| cikkében, és amely egyenl6tlenség az
Erdds—Sztecskin egyenldtlenség néven valt ismertté a szakirodalomban. A kovetkezd
5.4. Tételben ezt fogalmazzuk meg a jelen cikkiink jel6lésrendszerét hasznalva.

5.4. Tétel. Ha~y > 2 és létezik valds szdmoknak olyan (c: k > 1) sorozata, amelyre

az
b+n /2
/I|S(b,n;x)|7dm < C< Z ci)

k=b+1

egyenlétlenség minden b > 0 és n > 1 egészszamra fenndll, ahol C' dllando, akkor
minden b > 0 és n > 1 egészszamra az is fenndll, hogy

b+n v/2
/Mv(b,n;x)dx < C€C< Z ci) ,
I

k=b+1

ahol a C. dllandd nem figg a (ci:k > 1) sorozattdl és a v kitevdtdl, ha v > 2+ ¢,
ahol € > 0.

Az 5.4. Tétel esetében tehét a 4.1. Tételben szerepld szuperadditiv g(b, n) fiigg-

vény szerepet a
b+n

g(b,n) = c2 Z cl

k=b-+1

additiv fliggvény, a p(> 1) kitevd szerepét v(> 2), mig az r(> 1) kitevd szerepét
v/2(> 1) veszi &t.
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Megjegyezziik, hogy Lennard Carleson svéd matematikus 1966-ban bebizonyi-
totta (14sd az Irodalomjegyzék [3] cikkét), hogy tetszdleges négyzetesen integral-
hato, periodikus fiiggvény Fourier sora m.m. konvergal. Ennek kovetkeztében az
5.1. és 5.2. Tételek Carleson tételének speciilis eseteivé valtak.

Carleson tételének bizonyitdsa azonban annyira bonyolult, hogy még napja-
inkban is komoly teljesitmény annak megértése minden részletében. Viszont az
5.1. Tétel Erdés Pal bizonyitasdbdl kifejlodétt maximal momentum egyenlétlensé-
geknek szamos alkalmazasa lett és még napjainkban is vannak alkalmazdsai mind
az ortogonalis sorok pontonkénti konvergencidjanak vizsgalataban, mind a valdszi-
niségszamitasban a nagy szamok kiilonféle torvényeinek bizonyitasaban.

6. Szidon Simon lemmajanak bizonyitasa

Megjegyezziik, hogy Szidon Simon a 20. szazad els6 felében jelentds magyar mate-
matikus volt, aki német nyelven irt tudomanyos cikkeinek szerzéjeként az S. Sidon
nevet hasznalta.

A kévetkezékben az 5.3. Lemméjanak bizonyitdsat a T),(z) koszinusz polinom
esetében fogjuk ismertetni. Mivel

n 2
z( E Ck cosmm:)
—E ckcos mrx + E E CkCy COS M COS Myx,

1<k#£(<n

ezért az (1.6) és specidlisan a cos®a =
hogy

2 % azonossag alkalmazasaval kapjuk,

ch + = ch cos? 2mpx + = Z Z CLCy COS mk + mg)

1<k <n
(6.1) ?

2may,

+ = Zchc@cos mg — mg)x =: ZC’ cosjz,

1<k€<n
ahol a C; egylitthatdkat az alabbi képletek adjék:
1 9 1
Cy = 3 ch, C; = 3 Z Z CKCe;
k=1 1<k#{<n

megjegyezve, hogy a kettds Osszegezést csak azokra a (k,f) parokra kell kiterjesz-
teniink, amelyekre |my, = my| = j és k # £.
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Nyilvanvald, hogy

(6.2) (ch +Y > ckcg)

1<k#0<n

A (Bs) feltétel teljesiilése kovetkeztében az |my +my| = j el6éllitas csak véges sok
esetben dllhat fenn, amelyet s-sel fogunk jelolni. Ez az s nem fiigg sem j-t6l, sem n-
t6l. Ezért a véges szamsorozatokra vonatkoz6 Cauchy egyenlétlenség alkalmazasédval
kapjuk, hogy

2
1 s
2 1 2 2 2
C; —4< E E Ck@) < 1 E E CkCe>
‘ 1§§:¢zg‘nj 1<k#L<n
mytmy|=

amelybdl nyilvanvaléan kévetkezik, hogy

2my, n n n 2
S S
(6.3) <33 Cg§1<zci> .

j=1 k=1 (=1 k=1

A (6.1)—(6.3) egyenlStlenségekbdl pedig az kovetkezik, hogy

2 2wy 2my
/ TH(z)dx = / <Z C; COS](E) dx
0 0

7=0
2my n 2 n 2
:7T<203+ZC]?> < g(}}z) —l—%(Zci)
§=0 k=1 k=1
= E(2+s)<202)2 < C(chi)Q, ahol C := 2+S.
4 k=1 - k=1 Am

Ezzel Szidon Simon 5.3. Lemmé&jdban az (5.4) egyenlStlenség fenndlldsét bebizo-
nyitottuk. -

A tovabbiakban azon 5. fejezetbeli allitas bizonyitdsat ismertetjiik, hogy ha
a természetes szdmokbdl all6 (my:k > 1) sorozat lakundris; vagyis, ha az (5.2)
egyenl6tlenség valamely A > 1 valds szamra fenndll, akkor megadhaté olyan csak a
A-t6] fiiggd s természetes szam, hogy barmely n természetes szamra az

n=mg+my vagy n=mg—myg, ahol £>k>1,;

el6allitdsok legfeljebb csak s szdmu (¢, k) par esetében allhatnak fenn.
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Els6ként ezen allitasunkat az n = mg +myg, £ > k > 1 alaku 6sszegek esetében
igazoljuk. (5.2)-bdl egybél adédik, hogy

my
me—1

1
> A, tehat myp <myp 1 < e

majd ebbdl kovetkezik, hogy

1\ A+1
) A

mz<n_mz+mk§mz+me1§me<1+— = my.

Az utébbi egyenlGtlenséghbdl pedig atszorzassal kapjuk, hogy

(6.4) n<my<n.

A+1

Az n = mg—mg, £ > k > 1 kiillonbségek esetében hasonlé mddon jarunk el.
Ugyancsak (5.2)-b6l egybdl adédik, hogy

my_—q 1 , 1
< — tehat 1< = :
me =\ eha my I_Amlv
majd ebbdl kovetkezik, hogy
1 A—1
My > 1 = My — Mg ng—mg,lzmz—xmg: ng.

Az utébbi egyenl6tlenséghbdl pedig atszorzassal kapjuk, hogy

(6.5) n>mg > n.

A—1
Adott n természetes szam esetén jeloljuk ¢1-gyel a legkisebb, ¢,-sel pedig a leg-
nagyobb azon f indexet, amely az n = my + my eldallitasokban el6fordul, ahol
>k > 1. A fentebb levezetett (6.4) és (6.5) egyenlétlenségek szerint fennéll, hogy

mglz/\+1n és mgsg/\_ln,
amelyekbdl egybol kovetkezik, hogy
my, A A A+1
6.6 = < = .
(6.6) s W L w L w|
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Miésrészt az (5.2) lakunaritési feltételbdl azt kapjuk, hogy

my, My, My, Mgy 41
(6.7) = : Lo 28t s e,
ey Mes_y Meg_o ey

A (6.6) és (6.7) egyenlStlenségek Gsszevetésébdl 1atjuk, hogy

amely egyenlStlenség csak véges sok s = s(\) természetes szdmra allhat fenn, hiszen

A > 1 miatt
lim \° = oo.

§—00

Megjegyezziik, hogy Erdds Pal 5.2. Tétele lényegesen altaldnosabb Kolmogorov
5.1. Tételénél, mivel meg lehet adni természetes szdmoknak olyan (my:k > 1)
sorozatat, amely teljesiti a (Bz) feltételt és amelyre még az is teljesiil, hogy

(6.8) — <C, k=1,2,...,

ahol C élland6 (ldsd az Irodalomjegyzék [2] konyvében a 263. oldalon). Ez az
(my:k > 1) sorozat nem lehet lakundris, mivel annak feltételezése ellentmonddsra
vezet. Valéban, ha a lakunaritds (5.2) feltételének fenndllasat valamely A > 1 valds
szammal feltételezziik, akkor fennéll, hogy

mk+12)\mk2)\2mk,12~-~2)\km1, k:1,2,....
Ezt (6.8)-cal 6sszevetve azt kapjuk, hogy

Mmr+1 )\kml
1= > . k=1,2,...;
mr+1  Clk+1)3

ami ellentmond annak, hogy A > 1 kdvetkeztében

)\k
lim —— =
Koo (E+1)3
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