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Valés fliggvények elballitasa kompozicidként

DANKA TIVADAR, KUNOS ADAM

1. Bevezetés

e sz

nyaik soran hamar megismerkednek a tanulék. Amikor altaldnos— és kozépiskola-
ban ,bonyolult” fiiggvényeket abrazolnak fiiggvénytranszforméciokkal, valéjaban
egyszerlibbek kompozicidjara bontjak azokat. Olyanokra, melyeket mér ismernek
és értenek, ezaltal lépésenként megérthetik, dbrazolhatjak a bonyolultabb fligg-
vényeket. Megforditva ezt a gondolatot, a kompozicié lehetéséget ad, hogy fiigg-
vényekbdl, mint épitékockdkbdl, 4j fiiggvényeket készitsiink. Ezzel kapcsolatban
szamos egyszerlien megfogalmazhato, elemi kérdés tehet6 fel. Jelen dolgozat szer-
z61 egyetemi hallgatdk, akik egyik tankonyviikben [5] taldltak néhdny ilyet. Ezek
a feladatok hamar a szerzok szivébe loptak magukat. Egymastol fliggetleniil gon-
dolkodtak a probléméakon és igy tObb, teljesen kiilonb6zé megoldést talaltak. Jelen
dolgozat ezeknek a megoldasoknak, 6tleteknek a rendszerezett gytijteménye. Az em-
litett konyvben tobbnyire eldontendd kérdés formajaban vannak megfogalmazva a
feladatok és megoldasként nagyrészt csak az allitdsok igazsidgtartalma szerepel, va-
lamint hivatkozds régi idegennyelvii cikkekre és egy konyvre [4], [7], [6]. A szerzék
nem olvastak ezeket a munkakat. Céljuk ebben a dolgozatban nem az, hogy egy
matematikai elméletrdl atfogdan irjanak, nem is az, hogy a kozolt problémaknak a
lehet6 legrovidebb, legelegansabb megoldasat adjak. Egyszertien az, hogy bemutas-
sak, hogy két érdeklodo egyetemi hallgatd — egymassal versengve — hogyan gondol-
kodott, milyen 6tletekkel 4llt el6, milyen kérdéseket tett fel néhany tankonyviikben
talalt érdekes problémaval kapcsolatban.

A feladatok és megolddsok tébbnyire érdeklédd kozépiskolasok szamara, is ért-
hetdek. A kovetkezd szekcidban — f6leg miattuk — Osszegytijtjiik azokat az alapvetd
fogalmakat, jeloléseket és allitdsokat, amiket a dolgozatban siirin hasznalunk.
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2. Jeldlések, alapvet6 ismeretek

Azok az olvasdk, akik ismerik a fiiggvénytan és halmazelmélet alapvetd jeldléseit
és eredményeit, dtugorhatjik ennek a fejezetnek az elejét, mert itt csak ilyeneket
elevenitiink fel. A 2.1. Jel6léstél azonban sajat jeloléseket vezetiink be, ezeknek az
elolvasasa sziikséges a dolgozat tovabbi részének megértéséhez.

A természetes szdmok N halmaza alatt az {1,2,...} szdmhamazt értjik, a
{0,1,2,...} halmazt Ny-val jeloljiik. A valés szdmok halmazit R-rel, az a < b vég-
pontokkal rendelkezé nyilt intervallumot (a, b)-vel jeloljik. Az R — R fiiggvényeket
valds fiigguényeknek nevezzik.

TetszOleges H nemiires halmazon az identitdsfiiggvényt idg-val jeloljik, azaz

Vee H: idy(z) =x.

Legyenek A és B nemiires halmazok, C' C A nemiires és f egy A — B fiiggvény.
Ekkor f megszoritisit a C' halmazra a szokasos f ‘ o moédon jeldljik, azaz f ‘ .
egy C — B fiiggvény és minden z € C esetén f‘c(x) = f(z). Egy f: A= B
fliggvényt injektivnek neveziink, ha kiillonb6z6 A-beli elemekhez kiillénb6z6 B beli
elemeket rendel, azaz

Ve,ye At f(z) = f(y) =z =1y.

Akkor mondjuk, hogy f sziirjektiv, ha B minden elemét megkaphatjuk gy, hogy
A valamely elemére alkalmazzuk f-et, azaz

Vbe B Ja€ A: f(a) =b.

AKkkor nevezziik f-et bijektivnek, ha sziirjektiv és injektiv is. A bijektiv fliggvényeket
bijekciocknak nevezzik. Egy f : A — B bijekcié tulajdonképpen péarba &llitja az A
és B halmazok elemeit. Konnyi meggondolni, hogy ha f bijektiv, akkor létezik
(szintén bijektiv) inverze, melyet f~!-el jeloliink.

Az A és B halmazokat akkor nevezziik azonos szamossdgiunak, ha létezik A — B
bijekcié. Az A halmaz szdmossdgat |A|-val jeloljik. A természetes szdmok halma-
zaval azonos szamossagu halmazokat megszdmldlhatoan végtelen szamossaguaknak
nevezzik. Ezt a szamossagot Np-al jeloljiik. Megmutathatd, hogy az egész, sét a
raciondlis szamok halmaza is megszamlalhatéan végtelen szamossédgi. Ha egy hal-
maz véges vagy megszamlalhatéan végtelen szamossagu, akkor 6t megszdmldlhato-
nak mondjuk. Bizonyithatd, hogy a valds szamok halmaza nem megszamlalhato.
A valés szamok halmazédval azonos szamossagu halmazokat kontinuum szdmossd-
guaknak nevezzik. A valés szamok halmazanak olyan részhalmazai, melyek tar-
talmaznak nyilt intervallumot, kontinuum szamossaguak. Ez tulajdonképpen azt



Valds fliggvények elddllitdsa kompozicidként 87

jelenti, hogy a valés szamok halmazanak két olyan részhalmaza, melyek tartalmaz-
nak nyilt intervallumot, bijektiv médon egymasra képezhetéek. Ezt a tényt sokszor
fogjuk hasznalni a dolgozat soran. A matematikanak az imént bevezetett fogalmak-
kal foglalkozé dgdt halmazelméletnek nevezik, ebbe j6 bevezetést nytjtanak az [1],
[2] konyvek.

Néhéany szét kell ejtentink az n-dimenzids valds vektorokrdl, azaz R™-r6l. Az
R™ halmaz az olyan szam-n-esek halmaza, amelyek mindegyik komponense val6s
szam. Fontos és meglepd halmazelméleti tény, hogy R és R™ kozott 1étezik bijekcio,
azaz azonos szamossaguak. Hasonléan definidlhatjuk az R* halmazt, ami nem mas,
mint a valds szamokbol allé végtelen szdmsorozatok halmaza. R* és R kozott is
létezik bijekcid, azaz a végtelen valds szamsorozatok és a valds szamok kolesonosen
egyértelmiien parba allithatdak.

A fiiggvényosszetételt o-el jeloljiik a megszokott médon, ha tehat f egy A — B,
g egy B — C fliggvény, akkor g o f egy A — C fiiggvény és

(g0 f)(x) = g(f(x)).
Legyen minden pozitiv egész k esetén
f®) = fofo.. . of,
—_—
k db

amit az f k-adik iterdltjdnak nevezink.

2.1. Jelolés. A ~ jelolést bijekcidkra fogjuk hasznalni a kévetkezdé médon. Ha f
egy még nem definidlt fiiggvény, A és B adott, azonos szamossagu halmazok, akkor
f = A ~~ B azt jelenti, hogy ,legyen f egy tetszileges A — B bijekcié”. Ha f
egy mar korabban definidlt fiiggvény, akkor f = A ~» B alatt azt értjik, hogy ,,f
bijektiven képezi A-t B-re”.

2.2. Jeldlés. Legyenek f1, fo,..., f, valds fliggvények. Ekkor legyen
[fl;---;fn] :{f“ O...Ofik P01, ,10k € {1,...,n},]€EN}

az f1, fa,..., fn fliggvényekbdl (véges sok) kompoziciGval eldéllithaté fiiggvények
halmaza.
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3. Feladatok és megoldasaik

Azt javasoljuk olvaséinknak, hogy gondolkozzanak a feladatokon, miel6tt a meg-
oldasok tanulméanyozasaba kezdenek. Egy-egy megoldéds egészen mas megvilagitast
nyerhet, ha mar magunk is tortik a fejiinket a problémén.

Mint a bevezetésben mar emlitettiik, a szerzék a feladatokat az [5] konyvbél
vették, de késébb tudomasukra jutott, hogy az 1. feladat korabban szerepelt a
KéMalL-ban is [3].

1. Feladat. Létezik-e olyan g : R — R walds figguény, hogy (go g)(x) = —x?

Megoldas (Danka Tivadar). A feladat megolddsa konnyebb, ha nem kotjik ki,
hogy valés fiiggvényt keresiink (és ismerjiitk a komplex szdmokat): nyilvdnvald, hogy
g(z) =iz vélasztéssal (g o g)(z) = —x. Keressiink most a valds fliggvények kozott!
A megoldéast megkaphatjuk gy is, hogy lerajzoljuk a fiiggvény grafikonjat, példaul
az 1. dbran lathaté moédon.

2. dbra
Egészen pontosan az alabbi fiiggvényrél van szé:
0, ha =0,
z+1, ha 2k < x <2k + 1, k € Ny,
g(@) =< —z+1, ha2k+1<z<2k+2 keNy

r—1, ha -2k —-1<2x< -2k, ke Ny
—x—1, ha 2k—-2<zx<-2k—-1,keNy

A megoldé ugy talalt erre a konstrukciéra, hogy eszébe jutott egy régi szamitogépes
jaték, amivel gyerekkoraban jatszott. A jatékban egy lézersugarat kellett tiikrok se-
gitségével célba juttatni. Aki latott mér fiiggvényiterdciét pokhalé-diagramon, az a
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grafikonon lathatja, hogy az x pontbdl felfelé induld 1ézersugér a négy , tikrézodés”
utédn pontosan a —z pontba jut el (2. dbra). Ez a megoldds azonban nem fedi fel
szamunkra, hogy valéjaban mi teszi lehetové egy ilyen tulajdonsagu fuggvény léte-
zését. Ehhez meg kell vizsgalnunk a —z fiiggvény palyait.

3.1. Definicié6. Legyen f : R — R adott fiiggvény. Ekkor az { f(™ (z)}22, sorozatot
az f fiigguény x-et tartalmazd pdlydjdnak nevezziik, ahol f((z) = x.

Egy péalya megszamlalhato sok elemet tartalmaz. Ha egy palya véges, akkor
arra egy véges sorozatként fogunk gondolni. Példaul, ha azt irjuk, hogy f zi-et

tartalmazé pélydja (w1, za,...,x,), akkor ez azt jelenti, hogy f(x1) = 2, f(x2) =
x3y. .., f(Xn_1) = Tp, valamint f(z,) = z; valamely ¢ € {1,2,...,n} esetén, és
r1,T3,...,T, paronként kiillonbozdek.

Koénnyt latni, hogy f péalyai minden informéciét tartalmaznak f-rél. Ezt az
informéciét azonban nem csak sorozatok forméajdban tarolhatjuk.

3.2. Definicié. Legyen f: R — R adott fiiggvény. A G iranyitott graf az f pdlya-
grdfja, ha a csucshalmzaza megegyezik a valés szamok halmazaval és z-bol pontosan
akkor mutat y-ba él, ha f(x) = y.

Egy fliggvényre tehat nem csak hozzarendelésként, hanem egy irdnyitott graf-
ként is tekinthetiink. Valds fliggvényre ritkdn szoktunk igy gondolni, de ha az
{1,2,...,n} halmaz egy bijekcidjara (azaz egy permutdciéra) gondolunk, akkor
altaldban egy ilyen irdnyitott graf jut az esziinkbe. A pélya-graf két 1ényeges tulaj-
donsaga:

e A graf minden x csicsdbdl pontosan egy €l indul ki, de akarhany él befuthat.
e Egy fiiggvény palya-grifja teljesen meghatirozza a fiiggvényt, azaz a fiiggvé-
nyek és a palya-grafok kolesonosen megfeleltethet6ek egymaésnak.
Vizsgdljuk most meg a —x fiiggvény pélydit! Azt 1latjuk, hogy egyetlen egyelemii
pélya van (mégpedig a nullét tartalmazo), a t6bbi pedig két elemet tartalmaz: z-et
és —x-et (3. dbra).

— —y
[ ) [ ]

()
0 T Yy

3. dbra. A —x fliggvény pélyainak szerkezete.
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Mivel —z-nek kontinuum-sok kételemi palyaja van, ezért a kételemi palyak
halmazat szét tudjuk bontani két megegyez6 szdmossdgi halmazra. fgy parba &l-
lithatjuk a kételemii pdlydkat. Ragasszuk most Ossze a parokat! Azaz az (x, —x),
(y, —y) pélyaparokbdl képezziik a (x,y, —x, —y) palyst (4. dbra).

s
A

4. dbra. Az Osszeragasztott palydk.

Koénnyen lathatd, hogy az igy kapott palydk altal megadott fiiggvény olyan,
amilyet kerestiink: a mésodik iteraltja a —x fliggvény. Ezzel megoldottuk a felada-
tot. Erdemes észrevenni, hogy mig az els6 megoldas teljesen konkrétan a keziinkbe
ad egy ilyen fiiggvényt, a masodik egy eljarast ad, hogy miképpen lehet egy ilyet
eléallitani. -

Megjegyzés. Habar a megoldasbdl kideriil, hogy sok megfelel6 fiiggvény van az
1. feladatra, ezek kozott nincs folytonos. Kénnyen meggondolhatd, hogy a feladat-
beli tulajdonsaggal bir6 g fiiggvény invertalhaté, de nem lehet szigortan monoton.
Ez kizarja a folytonossagot, mert egy folytonos és invertalhaté fliggvény sziikség-
képpen szigoruian monoton.

A kovetkezé természetesen felmeriils kérdés az, hogy ha a —z fiiggvény el6al-
lithat6 g o g alakban alkalmasan valasztott g-re, akkor minden f valés fiiggvénnyel
megtehet6-e ugyanez?

2. Feladat. Minden f : R — R fiigguény elddllithats f = g o g alakban valamely
alkalmas g : R — R fiigguénnyel?

Megoldas. (Danka Tivadar) Ha ismét palydkat képzeliink el grafikonok helyett,
hamar lathatjuk a valaszt. Legyen f olyan fiiggvény, melynek pontosan egy darab
kételemii palydja van, a tobbi pedig egyelemii. Pontosabban, létezik két kiillonb6z6 x
és y ugy, hogy f(x) = y valamint f(y) = x és az Gsszes tobbi valds szdmhoz 6nmagét
rendeli f. Belatjuk, hogy ez az f fliggvény nem &ll el6 masodik iteraltként. Tegytik
fel ugyanis, hogy létezik olyan g fiiggvény, melyre igaz, hogy f = gog. Milyen lehet
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ekkor g z-et tartalmazé palydja? Konnyen lathatd, hogy csak (x, a,y,b) alaki lehet
valamely két kiilonboz6 a, b valds szémra. Ekkor azonban a = f(a) = (gog)(a) = b,
igy ellentmondasra jutottunk. -

A bevezetésben azzal a hasonlattal éltiink, hogy a kompozicié segitségével 1j
fliggvényeket készithetiink, mint ahogy épitékockakbdl ijabb és Gjabb épitménye-
ket. Természetesen felmeriils kérdés, hogy egy adott épitmény elkészitéséhez lega-
14bb hanyféle épitGelem sziikséges. Egy ilyen jellegli problémét fogunk vizsgalni a
kovetkezéekben. Megjegyezziik azonban, hogy épitékockas hasonlatunk annyiban
»santit”, hogy az épitékockdk jellemzben egyszertiek. Mi épitékockaink szamat sze-
retnénk minimalizalni, és ehhez igen bonyolult épitékockakra lesz sziikségiink. A
probléma preciz megfogalmazdsa a kévetkezo:

Legyenek fo,..., fn adott valds fiiggvények. Keressiik azt az minimalis k& nem-
negativ egészt, melyre léteznek g, g1,...,gx valds fiiggvények, melyekre minden
i=0,...,nesetén f; € [go,q1,---,9k|, azaz

[fo,-- ful €190y, 9k

A dolgozat hatralévo részében ennek a k-nak a meghatarozasaval foglalkozunk.

3. Feladat. Legyenek f; : R - R, i € {0,1,...,n} adott valds fiigguények. Igazol-
juk, hogy léteznek olyan go, g1, g2 valds fiigguények, hogy bdarmely i € {0,1,...,n}
esetén f; € [go, g1, g2

1. Megoldas. (Danka Tivadar) Szabaduljunk meg egy rovid idére attdl a feltétel-
tol, hogy go, g1, g2 valds fiiggvények! n 4+ 1 darab fiiggvényrol sokkal kénnyebb az
informéaciét R"*!-ben tarolni, mint R-ben. Definidljuk az aldbbi fiiggvényeket:

i gg)k ‘R — Rn—H’ x = (fO(x)mfl(x)a R fn(x))

o g7 R 5 R (20, 21,...,20) = (21,T2,...,2n,0)

e g5 :R"™ 5 R, (zg,21,...,7) = To
Szemléletesen a g3 fliggvény az n + 1 dimenzids térbe helyezi a fliggvényeket. A
g7 figgvény az n + 1 koordinata koziil az els6t kitorli, a tobbit eltolja balra, s az
utolsé helyre nullat ir. A g5 fiiggvény pedig az n + 1 dimenzids térben vett elsd
koordindtara valé vetités. Ekkor lathatd, hogy

fi=g30gi0...0g70g5, i€{0,1,...,n}.
i db

A figgvényeket a kovetkez6 mddon valds fuggvényekké tehetjiik. Legyen g egy
R™*1 — R bijekcié. Definidljuk a keresett fiiggvényeket:
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e go:R—=R, go:=gog;

*91:R—=R, g1:=gogiog™

92 R—=R, goi=g5097"
Ezzel a médszerrel vildgos, hogy minden i € {0,1,...,n} esetén

1

g20g10...0g1090=(g309 ")o(gogiog )o...o(gogiog ') o(gogs)
—_—
i db

* 1

—1 —
=gs0(g  og)ogiolyg
N——
ian,+1 idRW,+1 idRﬂ,+1
=gs0910...09]°gy = fi.
————

i db

og)o...o(g " og)ogs
—_———

2. Megoldas. (Kunos Addm) Legyen r az a pozitiv egész, melyre 271 < n < 27,
azaz n kettes szdmrendszerben r jegyfi. Legyen gz := R ~> (1,2) (ldsd 2.1. Jelolés),
tovabba definidljuk az I (i, € {0,1,...}) nyilt intervallumokat

=2 +j, 2"+ +1)
modon. Legyen tovabba
o = {Ig'w]fjl (0<i<r0<j<2,
a fliggvényérték 0 a megadott intervallumokon kiviil,
. {I{w]fﬁl (0<i<r0<j<29,
a fiiggvényérték 0 a megadott intervallumokon kiviil.

Legyen 0 < k < n, kettes szdmrendszerben k = (ajas . ..a, )2, ahol k kettes szam-
rendszerbeli hosszatdl fliggden lehetnek 0-k a szam elején. Ekkor kénnyen ellen-
rizhetd, hogy

Ga. 0Ga ,0...0gs 0g2 =R~ (2" 4+ F, 2" +k+1).
Jeldlje ennek a fiiggvénynek az inverzét hy, azaz legyen
hi. = (g4, ©ga,_, ©---©ga, ©92) ",
amely vildgos, hogy egy (2" + k, 2"+ k+ 1) ~ R fiiggvény, s6t

* * * .
hk ©9a, ©9q, , 000y, ©g2 = idr
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is teljesiil. Vegyiik észre, hogy a g& fiiggvényt a (27,271) intervallumon azonosan
0-nak definidltuk. Mdédositsuk a g fiiggvényt a kovetkez6képpen, legyen minden
0 <k < n esetén 90|1k = f% o hy, tovabba

n

Hi=R\ (L), aoly =il
1=0

Legyen tovabba g; := g7. Ekkor

90°YJa, ©Ga, 1 O+ Ga, © g2 = [k

Készen vagyunk. -

4. Feladat. Megoldhato-e a 3. feladat, ha véges sok helyett megszamlalhatéan vég-
telen sok fo, f1, f2-.. figgvényt kell elédllitanunk?

1. Megoldas. (Danka Tivadar) Figyeljik meg, hogy a 3. feladat 1. megolddsa
konnyen atalakithaté ennek a feladatnak a megoldasava R hasznalataval. A rész-
letek kidolgozasat az olvaséra bizzuk. -

2. Megoldas. (Kunos Addm} Legyenek
Ii = (ai;bi) C]Ra (Z € {Oa172a"'})

tetszéleges paronként diszjunkt nyilt intervallumok. Legyen gg := R ~~ Iy, tovabba
legyen

i~ i i€{0,1,2,...},
g= a fiiggvényérték 0 a megadott intervallumokon kiviil.

Vilagos, hogy 4
g ogo=gio...0g1090 =R~ I;.
—_—

i—szer

Jeldlje ennek a fiiggvénynek az inverzét h;, azaz legyen h; := (gii) 0 go)~!. Defini-
aljuk go-t a kovetkezOképpen. Legyen minden nemnegativ egész i-re 92‘ L= fioh;,
minden z € R\ ;2 I; esetén pedig g2(z) = 0. Kénnyen végiggondolhat6, hogy

ekkor

(@)

920911 ogo = fi.



94 Danka Tivadar, Kunos Addm

Megjegyzés. Vegylik észre, hogy a most latott konstrukcié nagyon apré médo-
sitassal hasznalhaté a 3. feladat megoldaséra is, azonban joval egyszeriibb, mint
ott a 2. megolddsban ismertetett konstrukcié. A felhasznalt kompozicidk szamé-
nak tekintetében azonban a 3. feladatndl 1év6 konstrukcié erGsebb, hiszen mig ez
a konstrukcié az n fiiggvényes problémaét ~ n kompozicioval oldja meg, a korabbi
~ log, n-nel.

Most a természetes kérdés az, hogy a generdld fliiggvények szama csékkenthetd-
e feladatainkban. Ez a probléma mé&r nehezebbnek bizonyult a szerzok szamara.
Ennek megfelel6en a kézolt megoldasok is bonyolultabbak.

5. Feladat. Legyenek f; : R = R, i € {0,1,...} adott valds figgvények. Igazoljuk,
hogy léteznek olyan go, g1 valds figgvények, hogy barmely i € {0,1,...} esetén f; €
[907 gl] !

1. Megoldas. (Kunos Addm} Legyen minden k egészre
hi : (A, 4k + 4] — (4k, 4k +2], 4k +z+—> 4k +2/2 (2 € (0,4]),

és definidljuk go-t
gO|(4k,4k+4] =hy (k€Z)
moédon. Ekkor gy o go egy

R— | J @k 4k +1] = H
keZ

bijekcid. Legyen o egy H — (2, 4] bijekcié és legyen

o0

U 4k — 2, 4K].

Ekkor egyrészt (2,4] C I, masrészt [ N H = (). Legyen
6:1—1, xz—x+4.
Definialjuk gi-ot:

gﬂH:: «, gﬂ] =0, gﬂ]R\(IUH)(x) =0 (zeR\({UH)).



Valds fliggvények elddllitdsa kompozicidként 95

Ekkor g7 o go o go egy R — (2, 4] bijekcid, amibol
(g5) D 0 gl = gio...ogiogoogo =R~ (4i—2,4i] (i€{1,2,..}),
—_——

vagyis
900 (g5) D 0 gl =R ~ (4i — 3,4i — 2].

Jelolje ennek a fliggvénynek az inverzét e;_1, azaz legyen

eim1:= (g0 (1)@ 0 g8~

Legyen
Jo=|J(i—3,4i -2 = | J(4i + 1,4i + 2].
i=1 =0

Fontos észrevenniink, hogy J N (H U I) = (. Definidljuk gi-t a kovetkezd médon:

91|(4i+1,4i+2] = ficei (i€{0,1,...}), gl‘]R\J = gﬂ]R\J'
Végiil figyeljiik meg, hogy az eddigiekbol

(1) g10G0©g10...09g10Go0 go = fi-
—_—

i+1—szer

A kovetkez6 megoldas a szerzOk kézos munkajanak eredménye.

2. Megoldas. Prébéljuk ezt a feladatot is grafos szemlélettel megoldani a kdvet-
kez6 moédon. Gondoljunk igy a két megkonstrudlandé fiiggvényre, mint egy 0,1
cimkékkel élcimkézett iranyitott grafra, aminek csiicshalmaza a valds szamok hal-
maza.

3.3. Definicié. Az olyan G irdnyitott grifokat, melyek csiicsainak halmaza R, éleik
{0,1} cimkézettek és minden csticsukbdl legfeljebb egy 0 és legfeljebb egy 1 cimkéjii
él indul ki, valds grafoknak nevezziik. A G graf éleinek halmazat F(G)-vel jeloljik.

3.4. Definicié. Egy G valds grafban iires csicsoknak nevezziik azokat a csiicsokat,
melyekbdl nem indul ki él. Azon csticsok halmazat, melyekbdl indul ki él C'(G)-vel
jelsljiik.

Minden f; fiiggvényhez legyen adott egy k(f;) véges 0,1 kéd, azaz egy 0,1
elemekbol allo véges jelsorozat. Olyan G valds grafot keresiink, melyre igaz, hogy
tetszéleges & € R csicsbdl indulva a k(f;) kédnak megfelel§ cimkéjii élek mentén
lépkedve éppen az f;(z) fuggvényértékhez jutunk. Ha taldlunk egy olyan k kédo-
last, melyhez a most leirt médon tudunk taldlni egy G valds grafot, akkor készen
vagyunk.
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3.5. Definicié. Legyen adott egy G valés gréaf és egy k(f;) 0,1 kédolds. A valds
szamok egy H C R részhalmazéra azt mondjuk, hogy a k kddoldsra nézve megfeleld
G-ben, ha minden x € H valds szdmra x-bél a k(f;) kédnak megfelel§ élsorozaton
végig lépkedve a grafban f;(x)-hez jutunk minden ¢ nemnegativ egész esetén.

Otletiink az, hogy proébéljuk felépiteni grafunkat 1épésenként. Kédolasunkat
igyesen kell megvalasztanunk, nem minden kédolas vezet célhoz. Tegyiik fel pél-
ddul, hogy a 0 az elsd szdm, amibdl kiindulva behiztunk bizonyos éleket, k(fy) =
1010 és

05152535 4= £0).

Ezeknek az éleknek a behtzasandl azonban nem vettiik figyelembe, hogy esetleg
k(fi2) = 10 és f42(2) = 7, ami azt eredményezi, hogy a megkezdett grafunkat nem
lehet megfeleléen befejezni, hiszen a 2-bél az 1,0 cimkéjli éleket mar kordbban be-
huztuk, és azok nem m-be vezetnek. Olyan kddolast kell tehat tervezniink, ami ilyen
jellegii problémakat nem eredményez. Tekintsiik az 5. Abran lathaté konstrukciét.

o ()
‘\ /\ Si@)
NG
.
AN

/

y

€T e

5. dbra

A jobbra mutaté nyilak jelolik a 0-val cimkézett éleket, mig a balra mutaté nyilak
az 1-gyel cimkézett éleknek felelnek meg. Tehat kddolasunk — melyet mostantdl
jeloljon K — kodszavai

(2) K(f;):=00]1...101.
Az 5. dbrén ldthaté konstrukciét mostantdl létrdnak, z-et (a kiinduldsi pontot)

a létra gyokerének, a gyokértdl (ezesetben z-t6l) kiilonb6zé olyan pontokat a 1ét-
raban, melyekbdl indul ki él belsé pontoknak fogjuk nevezni. Gondoljuk most at,
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hogyan mehet konstrukciénkkal a graf épitése. Egy tetszbleges x € R pontbdl kiin-
dulva épitsiik fel a létrat, ugy, hogy a bels6é pontok mind egymastdl kilonbozéek
legyenek. Ezt természetesen megtehetjiik. Figyeljik meg, hogy most tetszoleges z-
t6l kiilonbozé valds szamra igaz, hogy beldle legfeljebb 1 hosszi jobbra ut indul
ki. Tehat barmely x-t6l kiillonb6z6 y csicsbdl is akarjuk felépiteni a konstrukcién-
kat, két 0-éllel (jobbra nyfllal) mar egy altalunk valaszthatd, iires vals szamhoz
juthatunk, melybdl a belsé pontokat tovabbra is egymastdl kiilonbozé tires valds
szamoknak valasztva felépithetjiik a konstrukcidonkat, és igy mar olyan grafot ka-
punk, melyben két megfelel6 csics lesz. Vegyiik azonban észre, hogy most mar nem
igaz el6bbi megfigyeléstink: nem igaz, hogy tetszdleges x és y-tdl kiilonbozé valds
szambol legfeljebb egy €l indul ki jobbra. Ellenpéldénak legyen y a 6. abran lat-
haté médon véalasztva és legyen a harmadik csics, melybdl fel szeretnénk létrankat
épiteni z.

6. dbra

Ennek ellenére z-bol kiindulva ebben az ellenpéldaban is fel tudjuk épiteni a létrat,
hiszen két 0 cimkézett él utan a kovetkezo 1 cimkézett éllel mar egy altalunk valasz-
tott lires csiicshoz juthatunk. Ilyen moédon lehetové valik konstrukcionk ,végtelen
folytatasa”. Ennek a ,végtelen folytatdsnak” a precizzé tétele komolyabb halma-
zelméleti eszkozoket igényel.

3.6. Jeldlés. Jelolje G és G’ valds grafok esetén G < G’ azt, hogy E(G) C E(G').
(Ezt természetesen gy érjiik, hogy az élek tartalmazzdk a cimkéjiiket is, azaz G-
ben az élek cimkéi ugyanazok, mint G’-ben.)
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Vildgos, hogy a most bevezetett relacié részbenrendezés a valés grafok halma-
zan. Kénnyen meggondolhatd, hogy a kovetkez6 definicié jo.

3.7. Definicié. Legyen G valds grafoknak egy olyan halmaza, melyet a < relacié
teljesen (azaz linedrisan) rendez. Ekkor (J;cg G jeldlje azt a valds gréfot, melyre

E(|J 6 = E©).

Geg Geg

Legyen ag egy olyan rogzitett limeszrendszam, melyre a valés szamok megcim-
kézhet6k R = {rg : B < ap} mbédon. Mivel ag limeszrendszam, tetszbleges 5 < ag
esetén B+ w < aq teljesiil, ahol w a természetes szamok rendszamat jeloli. Legyen
B < ap rendszamok esetén

Hpg :={r,:v< B}

Tehat H,, = R. Transzfinit rekurziéval szeretnénk elkésziteni a {Gs}g<a, valds
grafokat a fenti konstrukcionk szerint, ugy, hogy teljesiiljenek a kovetkezd feltételek:

1. Gg-ban Hg megfelelé a K kédolas szerint.

2. {r € R:Gs-ban z 2 o5 oLy o médon léteznek élek} = Hp.

3. {x:e 2 2 médon létezik 61 Gg—ban} C C(Gp).

4. Gg-ban Vz,y,z € R: (xg zésy RN Z)=>x=y.

5. Ha 8 < oy, akkor C(Gg) C Hg4y,, tovdbba |Hg1, \ C(Gg)| = Ro.
Ha sikertil egy ezeknek a feltételeknek eleget tevé {Gg}p<a, grathalmazt konstrudl-
nunk, akkor készen vagyunk, hiszen a G, grafban R megfelel6 halmaz. A transzfinit
rekurzidt természetesen az iires valés graffal (melynek nincs éle) inditjuk. Tegyiik
fel, hogy valamely 8 < rendszdmra mar megkonstrudltuk a {G,},<s grafokat.

Ha § limeszrendszam, akkor azt allitjuk, hogy

(3) Gs = G,

megfelel az 1-5. tulajdonsdgoknak. Az 1. tulajdonsag abbdl kévetkezik, hogy tetszo-
leges v < B rendszdmra v + 1 < (8 is teljesiil (mivel 8 limeszrendszdm), azaz G- 41
szerepel a (3) uniéban, ebben pedig r., megfeleld. A 2. tulajdonsag bizonyitdsahoz
figyeljiilk meg, hogy ha Gg-ban valamely z € R-re

(4) s % el el

akkor ezen élsorozat éleihez 1éteznek

71,72,73 < B
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rendszdmok gy, hogy a (4) élek szerepelnek a G, , G, és G, grafokban. Ebbél
adédéan mindhdrom él szerepel a Grax{y, ~s,75} &rafban, mely benne van a (3)
uniéban. Készen vagyunk a 2. tulajdonsdg bizonyitasdval is. A 3. és 4. tulajdonsag
bizonyitdsa a most latotthoz hasonléan mehet, ezeket az olvaséra bizzuk. Az 5.
tulajdonsdg bizonyitdsdhoz figyeljiik meg, hogy jelen esetben még C(Gg) C Hp is
teljesiil. Ez abbdl konnyen ldthaté, hogy a {G-},<p grafok teljesitik az 5. tulaj-
donséagot.

Tegyiik most fel, hogy B rdkovetkezd rendszam, 8 = v+ 1. Mivel a G teljesiti
a 2. tulajdonsagot, igy G-ban r,-bdl

(5) mgxlgxg—%x(g

lépésekkel mar biztosan egy altalunk valasztott iires csiicshoz juthatunk. Ez lehe-
t6vé teszi, hogy r,-bdl a kovetkezéképpen felépitsiik létrankat, melyet mostantol je-
161j6n L. r,-bdl nem biztos, hogy indul 0-é1 G.,-ban. Ha nem indul, akkor az (5)-beli
x1-et és az Osszes utdna kovetkezd belsé pontjat a létranak Hy1,, \ (C(G4) U {ry})-
beli egymastdl kiillonbozé pontoknak vélasztjuk gy, hogy

|Hg+w \ C(Gp)| = No

teljesiiljon. Ezt megtehetjiik, hiszen G, teljesiti az 5. tulajdonsdgot (hiszen v < 8 <
ap). Ha r,-bél indul ki G-ban N x1 él, de £1-b6l mar nem indul ki 0-él, akkor az
el6z6 esethez hasonléan xo-bol épitjiik fel iires csicsokon keresztiil 1étrankat. Leg-
kés6bb x3-t tudjuk iires csticsnak védlasztani és bel6le felépiteni a létrankat. Ezzel
megkonstrualtuk a G grafot. Hatravan még annak az ellenérzése, hogy G teljesiti
az 1-5. tulajdonsdgokat. Az 1. tulajdonsdg a konstrukciébdl adéddan teljesiil. A 2.
tulajdonsagra térve

{r e R:Gs-banx % 0% el o médon vannak élek} D Hpg

vildgos, igy csak a forditott tartalmazast kell bizonyitanunk. Ehhez tegyiik fel, hogy
w € R-bél

(6) wlelele

moédon indulnak élek Gg-ban. Jeldlje a fenti éleket rendre ey, ey és e3. Ezek az élek
vagy mar eredetileg is G-ban voltak vagy akkor keletkeztek, amikor r.-bdl az L,
1étrét épitettiik. Ezt a két esetet rendre R (régi) és L (1étra) betilikkel fogjuk jelolni.
A 7. abran Gsszeszedtiik az Osszes lehetGséget.
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Eset el eo es
(A) L L L
(B) L L R
(©) L R L
(D) L R R
(E) R L L
(F) R L R
(G) R R L
(H) R R R

7. abra

A (H) esetben abbdl, hogy a G, teljesiti a 2. tulajdonsdgot w € H, C Hp adddik.
Az (A) eset w = r,-t jelentené, hiszen egy létrdban csak a gy6kérbdl indulnak
ki (6) médon élek, igy r, € Hpg miatt ezzel az esettel is készen vagyunk. Az L,
létraban csak olyan 0-élek indulnak C(G,)-beli csticsokba, melyek G,-beli élek is
(lattuk, hogy 2. tulajdonsdgunk miatt ez a gyokértdl legfeljebb 2 1épésig tart).
Tekintsiik a tdbldzat egy olyan sorat melyben (balrél jobbra olvasva) szerepel az
LR karaktersorozat. Ez azt jelenti, hogy az L él (mely ekkor biztosan 0-él) egy
C(G,)-beli csticsba mutat, ilyen pedig el6z6 megallapitdsunk alapjan lehetetlen.
Ez azt mutatja, hogy tablazatunk LR-t tartalmazé sorai nem fordulhatnak eld.
Ezzel kizartuk a (B), (C), (D), és (F) eseteket. Most megvizsgdljuk az (E) esetet.
Ekkor
w E) w1 E) Wa —1> ws.
R L L

A wq % Wo —;> ws élek L, -beliek, és 1étra konstrukciénkban csak ugy szerepelnek
egymas utdn 0-1 élek, ha a 0-él kezdépontjaba is fut be a létranak éle, igy létezik L-
beli v — wy él. Abbdl, hogy a G teljesiti a 3. tulajdonsdgot wy € C(G.,) kdvetkezik
(a w %) wy €l miatt). Tehdt a v — wy él is G, beli. Ebbdl az kévetkezik, hogy
wy € {z1,z2} (lasd (5)). Mivel azonban az L., létrdban wi-b6l 0-él indul ki, csak
wy = x1 lehetséges, amibdl pedig v = r,. Azt tudjuk, hogy w %) wy és v %) w1
is G-beli élek, igy a 4. tulajdonsagbdl r, = v = w, tehdt valéban w € Hg. Végiil
vizsgaljuk meg a (G) esetet. Ekkor

0 0 1
w — wp — w2 — wWs.
R R L

Az el6z6 gondolatmenethez teljesen hasonléan bizonyithaté, hogy ekkor is w = ry
teljesill, azaz w € Hg. Ezzel tehat bebizonyitottuk Gg-ra a 2. tulajdonsagot. A 3.
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tulajdonsag bizonyitasa egyszeril, az olvaséra hagyjuk. A 4. tulajdonsag bizonyita-
sahoz tegytik fel, hogy Gg-ban

0 . 0
T —z és y— 2.

Ha mindkét él G,-beli, akkor abbdl kovetkezik az allitds, hogy G teljesiti a 4. tu-
lajdonsagot. Ha mindkét él L.-beli, akkor a létra konstrukciébdl 1dthaté az allitas.

A
o _ . 0
T =z és Yy =z
L R

eset pedig a mér latott (3. tulajdonsdgot haszndlé) gondolatmenetiinket kovetve
vezet ellentmonddsra. Az 5. tulajdonsag teljestilését mar az L. létra épitésénél
lattuk. Készen vagyunk a rakdévetkezé rendszam esetével is. Ezzel a transzfinit
rekurzios gondolatmenetet befejeztiik, megoldottuk a feladatot. -

Megjegyzés. A most vazolt megoldds megtaldlasa utan a szerzok meglepddve ta-
pasztaltdk, hogy a megolddshoz taldlt (2) kédolds megegyezik az el6z8 megolddsban
hasznélt (1) kédoldssal, pedig a két megoldds jellege teljesen mas, a két konstruk-
ci6 gyokeresen mas gondolatok, szempontok, otletek alapjan sziiletett a szerzok
fejében.

Végiil bebizonyitjuk, hogy egy fiiggvénnyel mar nem oldhatéak meg el6z6 fel-
adataink.

6. Feladat. Adjunk meg két olyan fo, f1 fiiggvényt, melyek esetén nem létezik olyan
g wvalds fiiggvény, hogy { fo, f1} < [g]!

1. Megoldas. (Danka Tivadar) Legyen fo := idg és fi(z) := z + 1. Nyilvénvald,
hogy fo minden palyaja véges, ezzel szemben f; minden palydja végtelen. Tegytik
fel, hogy ¢(¥) = fy valamely k természetes szamra. Kénnyen meggondolhaté, hogy
ekkor g-nek nem lehet végtelen pélydja, tehat minden palyaja véges. llyen fiiggvény
iteraltjanak azonban nem lehet végtelen pélyéja, igy fi = gV nem teljesiil egyetlen
[ természetes szamra sem. -

2. Megoldas. (Kunos Ada’m} Csak az 1. megoldds egy varidansat adjuk. Azt fog-
juk megmutatni (mésképpen), hogy az 1. megolddsban adott fy és fi fiiggvények

megfelel6ek. Ehhez bevezetjiik minden 7 természetes szamra a

a:R—>R, xz—x+1
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fliggvényt. Vildgos, hogy ezzel f1 = a; és agi) = @ tetszbleges i természetes szam
esetén. Tegyiik fel, hogy létezik olyan g valds fiiggvény, melyre gt = f, és g = fi,
valamely k és [ természetes szamokra. Ekkor

idg = g(k) — (g(k))(l) — g(kl) — (g(l))(k) _ agk) = oy,

mely ellentmondés bizonyitja allitasunkat. -

Koszonetnyilvanitas. A szerzék ezuton fejezik ki koszonetiiket a masodik szerzo
témavezetdjének, Mardti Miklésnak, aki sokat segitett az 5. feladat transzfinit re-
kurziés megoldasanak ,réncba szedésében”.
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