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Bevezetés

A nem-euklideszi geometridk koziil a hiperbolikus vagy Bolyai-Lobacsevszki geo-
metria (roviden B-L geometria) [1] iskolai, f6iskolai tanithatésdganak kérdéseivel
t6bb cikk is foglalkozott, példdul [4], [5], [6], [7]. A [4], [5] dolgozatokban a B-L geo-
metria néhany elemi tételének kozépiskolai anyagba valé beépithetoségét targyalja
a szerzd és nem hasznal modellt. A [3],[8] cikkekben elemi geometriai feladatok és
tételek szerepelnek a hiperbolikus geometria kiilléonb6z6 modelljeinek felhasznalasa-
val. Egy iskolai kisérletrdl szamol be a [2] cikk.

Dolgozatunkban a cimnek megfelel6en egyszeriibb bizonyitasokat targyalunk.
Kérdésként felmeriil, hogy miért ezt a modellt valasztottuk. A vélasz egyszerti,
ezt tartjuk a legelemibb modellnek. Nem kell inverzié (Poincaré-féle kor- és fél-
sikmodell), nem kellenek projektiv geometriai ismeretek (Cayley-Klein modell). A
Poincaré-féle félgombmodellbol az emlitett modellek tobbsége egyszeriien szarmaz-
tathato. Példaul a Poincaré-féle félgombmodell merdleges vetiilete a hatarkor sik-
jara a Cayley-Klein modell, bar ezt nem hasznéljuk. A bizonyitdsok, szerkesztések
esetén felhasznaljuk, hogy a Poincaré-féle félgobmbmodell az euklideszi térben van.

Adott az R? euklideszi térben egy nyilt félgémbfeliilet ('), hatdrkore g. A g ha-
tarkor sikjat E-siknak nevezziik. Pontnak nevezziik a nyilt félgémbfeliilet pontjait,
egyenesnek pedig a g-t merdlegesen metszé nyilt félkoroket. Ezeket a tovdabbiakban
h-egyeneseknek (hiperbolikus egyenesek) nevezzik. A h-egyenesek tehdt nyflt fél-
korok. A félkoroket lezard pontokat az egyenes végeinek nevezziik. Az illeszkedés
az Euklideszi térben szokasos illeszkedés. Az 1. dbran a modell merdleges vetiilete,
egy e egyenes A és B végekkel és egy e-re nem illeszkedd P pont merdleges vetiilete
lathat6 az E-sikon. A vetiileti pontokat vessz6vel jeloljikk. A P — P’ megfeleltetés
egy-egy értelmli. A P ponton 4t e-hez huzhatok metsz6 és nem metsz6 egyene-
sek. Az ezeket elvédlaszté két egyenest a P pontra illeszkedd, e-hez parhuzamos
egyeneseknek nevezziik.
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1. dbra 2. dbra

A modellen definidlhatjuk a félegyenest, szakaszt, félsikot, hdromszoget, szog-
tartomanyt, stb. Ertelmezhetjiik a sugdarsor fogalméat. A B-L geometridban harom-
féle sugdrsor van. A metsz6 sugdrsort egy ponton atmend egyenesek alkotjék, a
parhuzamos egyenesek egyik vége azonos. A nem metsz6 sugarsort alkoté hiper-
bolikus egyenesek sikjai az R® térben siksort alkotnak, ahol a tartéegyenes nem
metszi a félgdmbdt (2. dbra).

Ertelmezziik a tengelyes tlikrozést. Legyen t hiperbolikus egyenes I'-n, végei U
és V. Ha t nem fél f6kor, akkor tekintsiik a ¢-hez tartozo érintékupot. Legyen ennek
csucsa K. A K pont a g hatdrkor sikjaban van. Legyen P a t-re nem illeszkedd pont
I'-n. A K P euklideszi félegyenes még egy P, pontban metszi I'-t, ezt nevezziik a P
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pont t-re vonatkozé tiikorképének (3. dbra). Ha t fél f6kor, akkor a t-re vonatkoz6
tiikrozés a t kor sikjara valé titkkrozés az euklideszi térben. A ¢ hiperbolikus egyenes
pontjai fixpontok. A tengelyes tiikrozés a gombfeliileten egy korre vonatkozd tiikro-
zés, amely szogtarté és kortarté [9]. Ebbél kovetkezik, hogy az egyenesre vonatkoz6
tlikrozés a modellen egyenestarté. A PP; hiperbolikus egyenes képe 6nmaga.

Két alakzat egybevagd, ha az egyik véges sok tiikrozés egymadsutanjival a
masikba viheté at és megforditva. fgy PTV, = P/TV,. A T gombfeliileten
PTV, =x/2. Ha a PTV /-héz a modellen is 7/2-t rendeliink, akkor bizonyithatd,
hogy tetszoleges szog euklideszi és hiperbolikus mértéke azonos, azaz a modellen a
szogmetrika euklideszi. Mivel PT = P;T, a T pont a PP; szakasz felezOpontja. (A
Py és a T pont szerkesztése a 3. abrén lathaté.)

Gyakran fogjuk haszndlni azt, hogy ha adott két kiillonb6z6 pont I'-n, akkor
létezik tengelyes tiikrozés, mely a két pontot egymaésba viszi. Legyen adott két pont,
A és B, merdleges vetiileteik a g hatarkor sikjéra A’ és B’ (4. dbra). Forgassuk az
AB egyenes sikjat A’ B’ koriil a g hatérkor sikjaba. A leforgatott pontokat zardjellel
jeloljiik. Legyen K = A’B'N(A)(B). K-bdl érintéket szerkesztiink a g hatdrkorhoz,
az érintési pontok egy t egyenes végei. A szerkesztésbdl adddik, hogy t-re tiikrozve
az A pont a B pontba megy at és megforditva. Az F' = tN AB pont az AB szakasz
felez6pontja.

Két egyenes kolcsonos helyzete lehet metsz6, parhuzamos és nem metsz6. Met-
sz6 esetben a két egyenesnek két szimmetriatengelye, parhuzamos és nem metszé
esetben egy-egy szimmetriatengelye van. Ennek beldatasahoz felhasznalhatjuk, hogy
tlikrozésnél egy egyenes végei a tiikorkép egyenes végeibe mennek at, igy konnyen
szerkeszthetd a tiikortengelyhez tartozé kip csicsa és ebbél a tiikortengely. (En-
nek részletes atgondoldsat az Olvaséra bizzuk.) Az 5. dbrdn az e; és ex nem metsz6
egyenesek ¢ szimmetriatengelye lathaté vetiiletben az E-sikon, n 1 ey, n L es.
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1. Néhany elemi tétel bizonyitasa a Poincaré-féle félgombmodellen.

1.1. A haromszog bels§ szogfelezoi egy ponton mennek &t. Felhasznaljuk azt, hogy
ha a szimmetriatengely dtmegy a modell pdlusan, akkor a hatarkor sikjara me-
réleges vetiiletekre is fenndll a szimmetria euklideszi értelemben. Vegyiik az A és
a B csicsokhoz tartozé belsd szogfelezoket, metszéspontjuk legyen O (6. dbra).
Tiikrozziik O-t a polusba. A két szogfelez6 metszéspontja a modell pdlusa, tehat
a hiperbolikus ABC hiromszog mer6leges vetiiletében, az A’ B'C’ hiromszogben
a szogfelezOk vetiiletel az E-sikon szogfelezék. Ezek egy ponton mennek at. Ezért
a modell ABC haromszogében is egy ponton (O) mennek 4t a belsé szogfelezok.

g

V4

6. dbra 7. édbra

1.2. Igaz az is, hogy két kiils§ és a harmadik csticshoz tartozé belsé szogfelezbk is
egy sugarsort alkotnak. Ennek bizonyitdsdhoz felhasznéljuk, hogy ha egy egyenes
atmegy a pdluson, akkor a rd merdleges egyenesek merdleges vetiiletben is merd-
legesek euklideszi értelemben az E-sikon. A sugérsor lehet metszd, parhuzamos és
nem metsz8, mindharom eset el6fordulhat, ha g hatarkort véltoztatjuk.

1.3. A hdromszog magassdgvonalai sugarsort alkotnak. A hdromszog A csicsét (7.
abra) a pélusba tiikrozziik. A tikrozés a merdlegességet megtartja, azaz magassig-
vonalakbol magassagvonal lesz. Mivel A a modell pélusdban van, a vetiileti harom-
szogben A’C', A'B’ és m/, dtmérék, ezért my L A'C', m, L A'B" és m, L B'C’
euklideszi értelemben az E-sikon. Az FE-sikon tudjuk, hogy a hdromszog magas-
sagvonalai egy ponton mennek at, igy a B-L geometridban a magassagvonalak egy
sugarsort alkotnak. Ez lehet metsz6, parhuzamos, vagy nem metsz6 sugarsor.
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8. abra

1.4. A haromszog sulyvonalai egy ponton mennek at. A bizonyitds egyszerii, ha az
AB oldalhoz tartozé felez6pontot a pélusba tiikrézziik (8. dbra). Ebben az esetben
az AB oldalhoz, tartoz6 kozépvonal vetiiletben euklideszi értelemben parhuzamos
AB-vel [3], [8]. Ezek utén felhaszndljuk azt, hogy az E-sikon a trapéz atldinak és
szarainak metszéspontjait 0sszekoté egyenes felezi az alapokat.

1.5. A T modell sikmetszetét ciklusnak (c¢) nevezziikk. Haromféle ciklus van. Ha ¢
nem metszi a g hatarkort, akkor kornek nevezziik. Ha ¢ érinti g-t, akkor paracik-
lusrdl, ha pedig ¢ metszi g-t hiperciklusrél beszéliink. Mindharom tipusu ciklusnak
végtelen sok szimmetria tengelye van, ezek egy sugdrsorhoz tartoznak.
Mindharom esetben meghatarozzuk a ciklus szimmetria tengelyeit. Ha a kor
sikja parhuzamon g sikjaval, akkor a kor sikjaval parhuzamos érintosik a I' mo-
dellt a pélusdban érinti. Ebben az esetben a koér meroleges vetiilete is kor, melynek
szimmetria tengelyei az F-sfkon g 4tmérdi. A modell fenti kérének szimmetria ten-
gelyei a poluson mennek 4t. Ha a kor sikja metszi g sikjat egy m egyenesben, akkor
az m egyenes T pontjan at vegyiink fel m-re merdleges sikot. A kor sikjanak erre
a merdleges sfkra valé mer6leges vetiilete egyenes (9.a dbra). Illessziink m-re T-t
érint6 sikot. Legyen C az érintési pont. Belatjuk, hogy a ¢ ciklusnak végtelen sok
szimmetria tengelye van, melyek a C ponton mennek at. Legyen K az m egyenes
tetszoleges pontja. A KC egyenes a gomb érintdje, igy a K-hoz tartozé hiperbo-
likus ¢ egyenes atmegy C-n. A c¢ ciklus P; pontjat K-val 0sszekoto egyenes még
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egy P» pontban metszi a ciklust. A C' ponttél P; és P, egyenld tavolsidgra van-
nak. A C pontot titkrozéssel dtvissziik a pélusba, vele egyiitt a ¢ ciklust (kort) is
tiikkrozziik. A c¢ ciklus képe nyilvan kor. Megjegyezziik, hogy ha m-re egy masik a
félgobmbot metszé V' sikot fektetlink, akkor a hozza tartozé sikmetszet hiperbolikus
értelemben szintén kor, melynek kozéppontja C' (koncentrikus korok).
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Paraciklus esetén a paraciklus C-ben érinti a g hatarkort. Ez nem pontja I'-
nak. A C ponton dtmend egyenesek (parhuzamos egyenesek) szimmetria tengelyei
a paraciklusnak (9.b dbra).
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Hiperciklus esetén legyenek a ciklus végei A és B. (Ezek a hiperciklus sfkjanak
g-vel valé metszéspontjai.) Legyen e az A és a B végekhez tartozé egyenes, az e-
hez tartozé érintékip csicsa C' (9.c dbra). Legyen K € m tetszleges, a hatdrkor
kiils6 pontja. A K érint6kip csicshoz tartozé hiperbolikus egyenes legyen t. A t
egyenesre tikrozve az e egyenest, képe 6nmaga, igy e L t hiperbolikus értelem-

ben. Ezért t sikja atmegy C-n. Ebbdl az elézéekhez hasonléan kovetkezik, hogy ¢
szimmetriatengelye a ¢ ciklusnak.

N

-
)
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C

9.c dbra

1.6. A 1.5.-ben elmondottak egyszer(i kévetkezménye, hogy a haromszog oldalfelez6
merolegesei sugarsort alkotnak. Ugyanis a haromszog csicsai altal meghatarozott
siknak I'-val valé metszete lehet kor, paraciklus vagy hiperciklus. fgy az oldalfelez6
merolegesek metszO, parhuzamos, vagy nem metsz6 sugarsort alkotnak.

2. Ellenpéldak

A kovetkezdkben egy-egy konkrét példaval igazoljuk, hogy az euklideszi sikon ér-
vényes tétel a hiperbolikus sikon nem teljesiil.

2.1. Az euklideszi sikon a haromszog koré irt korének kozéppontja, silypontja és
magassagpontja egy egyenesen van, ez az ugynevezett Euler egyenes. A hiperbolikus
sikon ez a tétel egyenld szard haromszogekre igaz.

Ha a hdromszog nem egyenld szari, akkor adunk egy példat, amikor ez a tétel
nem teljesiil. Tekintsiink egy olyan ABC haromszoget, mely nem egyenl$ szaru és
szogeire v = a+ 3 teljesiil. Kénnyen bizonyithaté, hogy ebben az esetben van koré
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irt kor és kozéppontja az AB oldal F felezOpontja. (A Thalesz tétel megfeleldje
hiperbolikus sikon.) Tiikrozzitk F-t és vele egyiitt a hdromszoget a modell pdlu-
sdba. (A transzformdalt hdromszogre is a kordbbi jeloléseket haszndljuk.) Tegyiik
fel, hogy AC < BC. A 10. dbran lathaté az ABC hdromszog merdleges vetiilete
a g hatarkor sikjan, mely euklideszi értelemben derékszogli. A C'F szakasz a ha-
romszog sulyvonala, erre illeszkedik a hdromszog silypontja. (Nem szerkesztettiik
meg az abrdn, bar lehetne.) Szerkessziik meg az AC és a BC' egyenesekhez tartozé
érintékupok csicsait, ezek B* és A*. Teljesil BB* 1 AC és AA* 1 BC, azaz
BB* és AA* magassagvonalai a haromszognek. Legyen M ezek metszéspontja. A
C csicsbdl indulé magassagvonal euklideszi értelemben is meréleges AB-re, azaz
a vetiileti haromszognek is magassagvonala. A hiperbolikus sikon a magassagvo-
nalak sugdrsort alkotnak, igy M € C1C és M a haromszog belsé pontja, mivel
v = a+ S miatt az ABC haromszog hegyesszogli. (A szogek Osszege kisebb m-nél.)
Az AC < BC egyenlStlenség miatt az F', az S és az M pontok nincsenek egy
egyenesen. (Tetsz6leges hdromszogre a bizonyitds megtaldlhaté [10] 158-162. old..

K

(A)

®

10. dbra 11. dbra

2.2. Az euklideszi sikon j6l ismert, hogy a hiaromszog oldalfelez6 pontjai, a magas-
sagvonalak talppontjai, valamint a magassagpontot a cstcsokkal 0sszekot6 szaka-
szok felez6pontjai egy koron vannak. Ez a haromszog Feuerbach kére. Megmutat-
juk, hogy a hiperbolikus sikon nem minden haromszégnek van Feuerbach kore.
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Legyen ABC' a félgbmbmodell egy szabdalyos haromszoge, melynek sulypontja
S. Az S pontot és vele egylitt a haromszoget tiikrozziik a modell pélusaba, majd
vetitsitk merélegesen a hatérkor sikjara (11. 4bra). Az oldalfelezd pontok és a ma-
gassdg talppontok egybeesnek, legyenek ezek az Ay, By, Cipontok. Az S pont a
haromszog kozéppontja is egyben. Az S kézépponti és az Ay, By, Cy pontokon &t-
mend kor a vetiileti hdromszog Feuerbach kore, azaz dtmegy a magassdgpontot (.5)
a csucsokkal 6sszekotd szakaszok felezOpontjain is. Az A, pont a vetiiletben felezi
az AS szakaszt, SAs = Az A euklideszi értelemben. Szerkessziik meg SA szakasz
felez6pontjat a modellen beforgatassal. A K pontbdl érintét hizunk a g hatarkor-
hoz és az érintési pontot merdlegesen révetitjiikk az AS szakaszra. Ez a pont As,
mely az AAs szakasz belsé pontja, igy nincs rajta az S koézéppontu, Ay, By, Cy
pontokon atmend koron.

Megjegyezziik, hogy a 11. dbrardl kozvetleniil leolvashatd, hogy a modellen
AS > 25A;. Ez azt jelenti, hogy a stilypont nem harmadolja a silyvonalat.

2.3. A kovetkezO6kben arra adunk példét, hogy a hiromszog oldalfelezé pontjai és
a magassag talppontok nincsenek egy koron.

B)
(®)

c g
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12. dbra

Eloszor a 12. dbrat magyarazzuk meg. A modell félgombjének sugara 2 egység,
C polusanak merdleges vetiilete a g hatarkor sikjara ¢/, CC" = 2. A C' ponton
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at vegyiink fel két egymésra meréleges félegyenest. Az A és a B pontok a modell
azon pontjai, amelyeknek A’ és B’ vetiiletei a merdleges félegyeneseken vannak és
AA’ = BB’ = 1. Az ABC hdromszog a modellen és vetiiletben is egyenlOszart
derékszogli haromszog. Legyen T = B'C’ N (B)(C), ahol (B) és (C) a megfeleld
pontok hatdrkor sfkjaba vald leforgatottjai a B'C” egyenes koriil. Konnyen bizo-
nyithaté, hogy B'C’' = B'T = C'A’ = /3. Az ABC héaromszog oldalfelezd pontjai
legyenek F,, Fy, és F,., a magassag talppontok pedig M,, My, és M.. A B pontot
C'T koriil a hatdrkor sikjdba forgatva megszerkesztjik az F, oldalfelezd pont lefor-
gatottjat, (F,)-t, majd ennek F, vetiiletét. A C'T(F,) derékszogli haromszogbdl
adédik, hogy C'F! = 2/V/3 és F.(F,) = 2./2/3, azaz F,F! = F,F] = 2,/2/3, és
M. az AB oldal F, felezépontja. Mivel A’B’ = /6, ezért C'F! = /6/2. Pitagorasz
tételbsl BF. = \/4 — (6/4) = (1/2)V/10. Igy F/F. = (1/2)/10.

A magassigvonalak talppontjaira M, = M, = C' és M. = F.. Ha a magassig
talppontok és az oldalfelezd pontok egy koron lennének, akkor ezek a pontok egy
sikra illeszkednének. Megmutatjuk, hogy az Fy, Fp, C' pontok altal meghatarozott
sikra nem illeszkedik az F. = M, pont. Vegylink fel A’-re illeszkedd, F, Fj-re me-
réleges xy sikot. Az x koordinatatengely a hatarkor sikjaban van. A P pont zy
sikra valé merdleges vetiiletét P”-vel jeloljiik. Forgassuk be x koriil a koordindta
sikot a hatarkor sikjdba. A P pont beforgatottjat itt is (P)-vel jeldljiik. Teljesiil,
hogy C”(0,2), F' = F'(1/2/3,2/2/3), F/(~6/2,(1/2)v/10). A C"F! egyenes

irdnytényezdje m = %”22//;__02 =2 — /6, egyenlete y = (2 — V6)z + 2. Az F pont

koordinatait behelyettesitve megmutathatd, hogy

@>(2—\/6)§+2,

azaz F! a 12. dbranak megfelelden helyezkedik el.

2.4. Euklideszi geometridban ismert, hogy ha a hdromszog koriilirt kérének béar-
mely pontjabél merdlegest hiizunk az oldalak egyeneseire, akkor a merolegesek
talppontjai egy egyenesen, a Simpson egyenesen vannak.

Egy példan keresztiil mutatjuk meg, hogy ez nem minden koriilirt korrel ren-
delkez8 haromszogre teljesiil. Vegyiink a I" félgémbfeliileten egy olyan ABC harom-
szOget, melynek szogeire v = a4+ 8 és o = B teljesiil (13. dbra). A koriilirt k& kor
O kozéppontja az AB oldalfelezd pontja. Tiikrozziik O-t és vele egyiitt az ABC
haromszoget a modell pélusdba. Ezutan vetitsiik merélegesen a hatarkor sikjara.
A transzformélt hdromszog A’ B’C” vetiilete derékszogli haromszog. A k kor C-vel
atellenes pontja P, vetiilete P’. Legyen K az AB egyeneshez tartozd érintékip
csucsa. Mivel KP 1 AC, a T pont lesz a P-bél az AC oldalra hizott meréleges
talppontja. Hasonléan adédik a @ pont, mely P-bél a BC' oldalra hizott merdleges
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talppontja. A T és a @@ pont a PC egyenesre szimmetrikusan helyezkednek el. A P
pontbél az AB oldalra hizott meréleges talppontja O. A T', @, O pontok nincse-
nek egy egyenesen. Tehat az ABC haromszog koriilirt korének P pontjahoz nincs
Simpson egyenes.

13. abra

A szerzék koszonettel tartoznak Ollmann Zoltdn PhD hallgaténak (PTE TTK
Fizikai Intézet) az dbrdk elkészitéséért és a szerkesztésben nyujtott segitségéért.

A cikk terjedelme miatt ebbdl a dolgozatbol kimaradtak tovabbi bizonyitasok és
szerkesztések. Ezeket a szerzok egy kovetkez6 dolgozatban tervezik megjelentetni.
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