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1. Bevezetd

Apolléniosz tétele szerint azon B pontok halmaza, melyek valamely rogzitett A
és C pontoktdl valé tavolsdgainak d4c(B) ardnya egy 0 < A # 1 éllandd, a két
rogzitett pont egyenesére szimmetrikus (A-paraméterti) Apolldniosz-féle kor.

E tétel szokdsos bizonyitasa abbdl indul ki, hogy az ABC /A hiaromszoég B pon-
ton atmend f belsd és f kiils6 szogfelezé egyenese az AC oldal egyenesét rendre
olyan F és F’ pontokban metszik, melyekre §4c(F) = dac(F') éppen az AB
és BC' oldalak hosszainak ardnya. Mivel az ugyanazon csticshoz tartozé belsé és
kiilso szogfelez6k merdlegesek egymasra, ebbél kovetkezik, hogy azon B pontok hal-
maza, melyekre 6 4¢(B) egy 0 < A # 1 dllandé, éppen az F\ Fy szakaszra emelt Ky
Thalész-kér, ahol az Fy és F} pontokat a ac(Fy) = dac(Fy) = Nés F} ¢ AC > F,
feltételek hatarozzak meg.

A A-paramétertt Apolldniosz-korhoz vezets levezetésbdl kiolvashaté e kornek
az a tulajdonséga is, hogy pontjaibdl az AF) és F\C szakaszok (és persze ugyanigy
az A—F)’\ és W szakaszok is) azonos szog alatt ldtszanak. Hasonld helyzetre, vagyis
ahol kiilonb6z6 szakaszok egy koriv pontjaibdl megegyezo szog alatt latszanak, a
latészog-tétel is példaval szolgdl: a latoszog-tétel szerint egy hurnégyszog egyforma
hossziisdgu oldalai a koriilirt kor néhdny ivén egyforma vagy kiegészité (konstans)
sz0g alatt latszanak.
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A sikban két konvex tartoméanyt azonos szog alatt 14t6 pontok halmazdnak
lezartjat ekvioptikusnak nevezziikk. Azon pontok halmazanak lezartjat pedig, ame-
lyekbol a két konvex tartomany kiegészité szogek alatt latszik, kompoptikusnak
nevezziik. Az Apolloniosz-kor tehat a szakaszok ekvioptikusdnak részhalmaza, a
[3] cikk szerint pedig az origé kézépponti va? + b? sugard kor részhalmaza az
2—2 + z—j = 1 egyenlet ellipszisek ekvioptikusanak.

E cikkben kideritjiikk, hogy szakaszok ekvioptikusa pontosan mikor tartalmaz
kort vagy korivet.

2. Szakaszok ekvioptikusai és az Apolléniosz-gorbék

Vilagos, hogy ha két szakasz egybeesik, akkor ekvioptikusuk a teljes sik, és ugyanez
a helyzet, akkor is, ha mindkét szakasz elfajulé. Az is nyilvanvald, hogy ha csak az
egyik szakasz elfajuld, akkor az ekvioptikusuk a nem elfajulé szakasz egyenesének
része, ezért a tovabbiakban — ha kifejezetten nem is irjuk — a wvizsgdlt szakaszok
ktilonbozoek és nem elfajulok.

Egy ponthalmazt a sikban algebrainak neveziink, ha pontosan azon pontok tar-
toznak hozzda, melyek koordinatai valamely polinom-egyenlet megoldasai. Ilyenek az
egyenesek, melyek elséfoku polinom-egyenletek megoldas-halmazai, a kupszeletek,
melyek masodfoki polinom-egyenletek megoldds-halmazai, és ilyenek a kupszeletek
izoptikusai is, melyek negyedfoki polinom-egyenletek megoldds-halmazai [3].

A tovébbiakban a sikot mindig a térben, az ott adott ortogonélis koordinata-
rendszer z = 0 egyenleti sikjaként tekintjiik. Ennek a siknak a normalisa az m =
(0,0,1) vektor.

2.1. Tétel. Két kiilonbiozd szakasz ekvioptikusa két harmadrendi Ay és Ao algebrai
gorbe bizonyos weinek unidja. Az Ay és A2 nem az ekvioptikushoz tartozd iveinek
unioja a két szakasz kompoptikusa.

Bizonyitas. A x vektoridlis szorzds és a (-, -) skaldris szorzdsok definiciéja alapjdn
vildgos, hogy az AB és CD szakaszok azon X pontokban litszanak egyenld szog
alatt, melyekre

(2.1) (XA x XB) (XC,XD) = e(X) (XC x XD) (XA, XB),
ahol

+1, ha|XC x XD|(XA x XB) = |XA x XB|(XC x XD),

—1, egyébként.

(22) e(X)= {
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Nyilvanvald, hogy az e(X) fuggvény konstans +1 vagy —1 az AB és C'D egyenesek
félsikjainak metszetein, és mindannyiszor elojelet valt, amikor az X pont az AB és
CD egyenesek masik félsikjara keril.
Rogzitstink most egy O pontot a sikban és legyen x = 07, a= m, b= @,
¢ =0C és d = OD. Ekkor
XAxXB=(a—-x)x(b-x)=xx(a—b)+axb,
-X“ﬁ (a—x,b—x) = x> - (x,a+b) + (a,b),
és
XCx XD = (c—x)x(d—x)=xx(c—d)+cxd,
(XC,XD) = (c—x,d - x) = |x* - (x,c +d) + (c,d),
amely azonossdgokat az (2.1) egyenletiinkbe helyezve és azt skaldrisan megszorozva
az m normalissal az

x|*(x, (a —b) x m) + (a x b,m)[x|* — (x, (a —b) x m)(x,c + d)+
+ (x, (c,d)((a —b) x m) —(a x b,m)(c +d)) + (a x b, m){c,d)

2.3

23 (x) (x> (x, (¢ =d) x m) + (¢ x d, m)[x[* —(x, (c —d) x m)(x,a +b) +
+ (x,(a,b)((c —d) x m) — (¢ x d,m)(a+ b)) + (c x d,m)(a, b))

egyenlethez jutunk, ahol &(x) = &( O—X . Ez maris bizonyitja tételiink

els6 allitasat, hiszen elvegezve a szorzasokat, az x = (x1,x2,0) vektor koordinétéi
legfeljebb harmadik hatvdnyon fordulnak el6 az (2.3) egyenletben.

A tétel masodik &llitdsanak bizonyitdsdhoz csak azt kell észrevenniink, hogy
fenti bizonyitdsunk ugyanigy elvégezhets, mindossze a kiinduldsi (2.1) egyenlet
jobboldalat annak ellentettjére kell médositani, mert a kiegészito szog koszinusza
az eredeti sz0g koszinuszanak ellentettje. -

A (2.3) egyenlet megolddshalmaza része a két

x|*(x, (a —=b) x m) + (a x b,m)[x|* — (x, (a —b) x m)(x,c + d)+
+ (x,{c,d)((a —b) x m) —(a x b,m)(c + d)) + (a x b,m)(c,d)
£([x[*(x, (¢ —d) x m) + (¢ x d,m)[x|* = (x, (¢ —d) x m)(x,a+b) +

+(x,(a,b)((c —d) x m) —(c x d,m)(a+ b)) + (c x d, m)(a, b)),

(2.4)

egyenletek megoldds-halmazdnak. A (2.4) egyenletek definidljak az Apolldniosz-
gorbéket! nevezziik. Az ugyanazon szakaszparhoz tartozé Apolléniosz-gdrbékre azt
mondjuk, hogy egymds pdrjas.

1 Ezekrdl sok érdekes algebrai és geometriai tulajdonsig szerepel a [8] és [9] cikkekben, ahol
t6bbszor is tévesen nevezik Sket izoptikusoknak.
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s

Hérom konfiguracié két-két Apolléniosz-gorbéje és egy-egy ekvi- és komp-

optikusa (folytonos illetve szaggatott vonalak). A jobbszélsé konfigurdcié

My pontja idedlis.
Tekintsiik a parhuzamos egyeneseket gy, mint amelyek egymast az idealis pont-
jukban metszik. Az (eszerint) esetleg idedlis

My :=ABNCD, M;:=ACNBD é M_:=ADnNBC

pontokat ekvioptikus pontoknak nevezzilk, mert természetesen az ekvioptikuson
vannak. Minthogy az ekvioptikust és a kompoptikust is zart halmaznak definidltuk,
ugyancsak az ekvioptikuson van az A, B, C, D pontok mindegyike is.

Az A, B,C, D és My pontok mindkét Apolléniosz-gérbén rajta vannak, hiszen
barmelyikbe helyezve az O pontot, a (2.3) egyenlet konstans tagja eltlinik. Az My
pontok viszont dltalaban pontosan egy-egy kiilonb6zé Apolléniosz-gorbére illesz-
kednek, mégpedig arra, amelyben szerepl el6jel éppen a pont indexe.?

Egy Apolloniosz-gorbe (2.4) egyenlete akkor és csak degeneralédik alacsonyabb
rendivé, ha a harmadrendl tagja eltinik, vagyis

(x,(a—b) xm) =+(x,(c —d) x m)

minden x vektorra. Ez pontosan akkor kévetkezik be, ha a—b = £(c—d), ami azt
jelenti, hogy az A, B,C és D pontok paralelogrammsét alkotnak, melynek O a ko-
zéppontja. A degeneralédott egyenletii Apolléniosz-gorbéket elfajultnak mondjuk.
Vegyiik észre, hogy egy parnak nem lehet mindkét eleme egyszerre elfajult.

Vizsgaljuk meg, hogy milyen egy elfajult Apolléniosz-gérbe! El6bbiek szerint
ekkor az ABCD négyszog egy paralelogramma, igy az O pontot ezen paralelo-
gramma egy atldjanak felezOpontjaba érdemes helyezni. Ekkor ¢ = —a és b = —d,
igy a (2.4) egyenletek az

Ix|?(x, (a —b) x m) + (a x b, m)[x|* + (x, (a —b) x m)(x,a + b)+
+ (x,(a,b)((a—b) x m) +{(a x b,m)(a+ b)) + (a x b, m)(a, b)
= +(|x[?(x, (b —a) x m) + (a x b,m)|x|? +(x, (a — b) x m)(x,a+b) +
+ (x,(a,b)((b —a) x m) —(a x b,m)(a+ b)) + (a x b,m)(a, b)),

2 Vegyiik észre, hogy az itt megadott elSjelek, és igy az My pontok indexelése sem invaridns
a szakaszokra, hiszen az el8jel a (2.4) egyenletben az A és B pontok cseréje esetén éppen az
ellenkezdjére valtozik.
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alakot veszik fel, amibol a két gorbe egyenletére

(=) [x|*(a x b,m) + (x, (a —b) x m)(x,a+b) + (a x b,m)(a,b) =0,
(+) [x[*(x, (@ =b) x m) + (x, (a —b) x m){a,b) + (x,a+ b)(a x b,m) = 0

adddik. Mivel (a x b,m) = (a, (b — a) x m), 6sszevondsokkal rendre az

<|X|2a - (x,a + b>X + <aa b>aa (b - a) X m> = 07
(x| + (a,b)x — (x,a+ b)a, (a — b) x m) = 0

egyenletekhez jutunk. Vélasszuk dgy a koordinata-tengelyeket, hogy b — a =
(1,0,0) és as > 0 legyen. Ekkor (b1,b2,0) = b = a+ (1,0,0) = (a1 + 1,a2,0)
és (b —a) x m = (0,1,0), igy elébbi formuldink koordindtds alakja rendre

(2.5) ag(mf — m%) —(2a1 + D)xy20 + (a% + a% + a1)ag =0,
(2.6) (x% + x%)mg + (a% +a; — a%)xg — (2a1 + 1)agz, =0.

2.2. Tétel. Egy Apolloniosz-gérbe akkor és csak akkor elfajult, ha a szakaszok egy
(esetleg elfajuld) paralelogramma szemkoézti oldalai. Az elfajult Apolléniosz-gorbe
egy merdleges aszimptotdju hiperbola, mely két merdleges egyenessé fajulhat.

Bizonyitas. A tétel els6 4llitasat mar belattuk, a méasodik igazolasdhoz a masod-
rendii (2.5) egyenletet kell megvizsgdlnunk!

Kézismert [4], hogy az ilyenek megolddshalmaza az elfajuld esetektél eltekintve
kipszelet, melynek tipusat az egyilitthatok matrixanak szignatiraja hatdrozza meg.
Ebbdl addédik, hogy a megoldashalmaz egy hiperbola, de ennél tobbet tudunk meg,
ha az

4a3 + (2a1 + 1)2 + (241 + 1) daj + (201 +1)2 ~ (201 + 1)
s=1x 5 + x2 2

t_x\/,/4ag+(2a1+1)2_(2a1+1) x\/ a2 T (2, 12 + (2a1 + 1)
=1 — T2
2 2

helyettesitést alkalmazva az —(a? + a3 + a1)az = st alakhoz jutunk. Ez az egyenlet
azt mutatja, hogy ha (a? + a3 + a1)as # 0, akkor a hiperbola aszimptotdi meré-
legesek, ha pedig (a2 + a3 + a1)az = 0, akkor a hiperbola két merdleges egyenessé
fajul. -

2.3. Megjegyzés. A fenti bizonyités szerint az elfajult Apolléniosz-gérbe pontosan
két esetben fajul el két meréleges egyenessé:



48 Kurusa Arpdd

(1) az = 0: ekkor mindkét szakasz az els§ koordindta-tengelyen van, és a masodik
tengelyre nézve egymas tiikorképei,

(2) ag # 0: ekkor 0 = a? + a3 + a1 = (a, b), vagyis az ABC D paralelogramma 4tl6i
merolegesek egymasra, és az Apolloniosz-gorbét éppen ezen atlok egyenesei
alkotjak.

Most vizsgaljuk meg az elfajult Apolléniosz-gérbe parjét!

2.4. Tétel. Elfajult Apolldniosz-gérbe A pdrja nem elfajuld, és pontosan akkor dll
eld alacsonyabb rendid gorbék unidjaként, ha
(a) a szakaszok paralelogrammdja elfajuld, mely esetben

(al) ha a szakaszok nem metszik egymdst, akkor A a szakaszok egyenese,

(a2) ha pedig a szakaszok metszik egymdst, akkor A a szakaszok egyenesének
és a szakaszok paralelogrammdjinak kozéppontja korili valamely kérnek az
unidja,

vagy
(b) a szakaszok paralelogrammdja téglalap, mely esetben A a téglalap koré irt koré-
nek és a szakaszokkal pdrhuzamos kozépvonalinak az unidja.

Bizonyitas. Az elfajult Apolléniosz-gorbe egyenlete megfelel6 koordinata-rendszer-
ben (2.5), és ebben a koordindta-rendszerben az A parjanak egyenlete a nem de-
generalédott (2.6).

Tegyiik elészor fel, hogy a (2.6) egyenletben (2a; +1)ag = 0. Ekkor az zo((2? +
23) — (a3 — a? — a;1)) = 0 egyenlethez jutunk.

Ha a2 = 0 és a1 € [—1,0], akkor az els6 tengely és az origd kozéppontu
\/—a? —a; sugart kér a megoldds. Ha as = 0 és a1 ¢ [—1,0], akkor csak az
els6 tengely a megoldds. Ha (2a; + 1)as = 0 és ag # 0, akkor a1 = —1/2 és igy
az elsé tengely és az origd kozéppontt /a3 — a?

2 —a; = \/d} + a? sugari kér a
megoldas.

Most azt tegyiik fel, hogy a (2.6) egyenletben (2a; + 1)az # 0.

Valasszunk egy olyan ¢ > 0 szédmot, melyre d := a3 —a? —a; +¢ > 0. A
(2.6) egyenletnek minden x7 esetén legfeljebb hirom és legalabb egy megolddsa
van. Legyen ezen megolddsok legnagyobbika x5 és tegyiik fel, hogy o > v/d. Mivel
az x5 egyiitthatdja pozitiv, barmely elegendéen kicsi € > 0 esetén zy > Vd+ ¢ és

0> (m% + (2o — 5)2 + a% +a; — a%)(xg —¢)— (2a1 + Daszxy
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teljesiil, amibdl xy > ¢ miatt 0 > (2% + ¢)(w2 — €) — (2a1 + 1)agz1, vagyis z2 <
€ + (2a1 + 1)asz1 /(3 + ¢) kivetkezik. Csakhogy ez biztosan nem teljesiil ha |z1|
elegendGen nagy és € < \/3/2, tehdat elegendden nagy x1 esetén feltételezésiinkkel
ellentétben |zo| < V/d teljesiil.

Ugyanezt a gondolatmenetet a legkisebb gyokre alkalmazva, azt kapjuk, hogy
a gorbe a mdsodik koordindtdban korldtos.

Mivel a (2.6) egyenletben az zo korldtos, azonnal latszik, hogy amennyiben
x1 — 00, az xe nagyjabdl az x;1 reciprokaval (2a; +1)as-ardnyosan tart a nulldhoz.

Mivel a legfeljebb masodrendii gorbék koziil csak az egyenes, a parabola és a
hiperbola nem korldtos [4], de ezek koziil minddssze az egyenes férhet el egy egyenes
sdvban, az A Apolléniosz-gorbe csak egyenes lehetne. Ez az egyenes az aszimptotdk
miatt csakis az els§ koordindta-tengely lehet, de ez ellentmond annak, hogy az A
Apolléniosz-gérbe pontosan csak az origéban metszi az els§ tengelyt, mert a (2.6)
egyenletnek zo = 0 mellett kizarolag z1 = 0 a megoldésa.

Eszerint a (2a;1 + 1)ag # 0 feltétel mellett az A Apolloniosz-gérbe nem tartal-
mazhat legfeljebb masodrendii gérbét, ami tételiinket bizonyitja. -

Az A Apolléniosz-gorbe a masodik tengelyt az o (23 +a2 +a; —a3) = 0 egyenlet
megoldasaiban metszi, amibdl mar ldthatd, hogy az Apolléniosz-gérbe nagyjabol a
kovetkezé abran bemutatott két gérbe egyikét mintdzza az a? + a; — a2 eljelétsl

fliggben.
k ‘
x ‘

Vildgos, hogy a 2.4. tétel (a) esetében a kor (ha létezik) a kompoptikus része

(a masodik tengellyel vett metszete egyben az ekvioptikusnak is része), mig a (b)
esetben, a kornek a téglalap cstcsai altal kijelolt négy ive koziil csak a kdzépvonalat
metszOk az ekvioptikus részei (a méasik két {v a kompoptikus része).

3. Korivek nem elfajulé Apolléniosz-gorbékben

Az elfajuld Apolloniosz-gorbéket nem eredményez6 konfiguracioknak az el6z6 sza-
kaszban végzetthez hasonld részletességii feltérképezése igen nagy munka lenne, de
célunk ebben a cikkben mindossze azon konfigurdciok meghatarozasa, amelyekhez
tartozé Apolléniosz-gorbék unidja korivet tartalmaz.
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3.1. Tétel. Ha két szakasz nem elfajuld A Apolléniosz-gorbéje tartalmaz egy kort,
akkor A ezen kor és egy egyenes unidja.

Bizonyitas. Legyen a két szakasz AB és CD, a kor pedig C. Vialasszuk a (2.4)
egyenletben az O pontot ugy, hogy az a C kozéppontjaba essen, és tegyik fel,
hogy a ,—” jelhez tartoz6 egyenlet adja az A Apolléniosz-gorbét. A ,+7 esetén a
bizonyitds analdég médon végezhets, ezért az érdeklddd olvaséra marad.

Legyen p4 a ,—” jelhez tartozd (2.4) egyenlet nulldra rendezésével nyert poli-
nom. Ekkor a C kor minden x pontjira p4(x) = 0, amiért a

Pu(X)
:=pa(Au)
=X3(u,(a—b) x m) + A?(a x b,m) — A\?(u, (a —b) x m)(u,c + d)+
+ AMu, (c,d)((a —b) xm) —(ax b,m)(c+d)) + (a x b,m)(c,d)+
+ (A3 (u, (¢ =d) x m) + A*(c x d,m) — A\*(u, (¢ —d) x m)(u,a + b)+
+ AMu, (a,b)((c —d) x m) —(c x d,m)(a+ b)) + (c x d,m)(a,b)).

(3.1)

polinomnak gyokei a +1 szamok minden u egységvektorra. Vezessiik be az

0 ¢ =(a x b,m){c,d) + (c x d, m)a,b),
' f=(a—-b+c—d) xm,
és az f = |f| jeloléseket.
A (3.1) polinomra alkalmazva a gyokok és egyiitthaték kozotti osszefiiggéseket?,
azt 1latjuk, hogy e polinom harmadik g gyokére 1-(—1)-(—=A3) - (u,f) = e teljesiil.
Ha f = 0, akkor a + ¢ = b + d, vagyis a szakaszok paralelogrammat alkotnak,
igy A pérja elfajuld, amiért tétellink allitdsat a 2.4. tétel igazolja.
Ha f # 0, akkor A5 = ¢/(u, f), amibdl

(33)  pa(N) = (V¥ = )(Mu,f) —e) (b5 gy pa(x) = (Ix[* = 1)({x,f) —e) is)

kovetkezik.
Eszerint az A Apolléniosz-gérbe az origdn u irdnyba dthaladé egyenest a +u
pontokon kiviil még pontosan a

3 Viete formuldk
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pontban metszi, kivéve az (f x m)/f irdnyt, melynek egyenesét nem metszi. Mint-
hogy ezen pontokra (P4(u),us)f = e teljesiil, ahol uy = f/f, ldthat6, hogy a
P, pontok éppen az uy vektorra merdleges, a Py(uy) = %uf ponton athalado
egyenesre illeszkednek. Ez bizonyitja a tétel allitdsat. -

3.2. Tétel. Ha két szakasz nem elfajule Apolloniosz-gorbéje egy kér és eqy egyenes
unioja, akkor az egyenes dtmegy a kér kozéppontjdn.

Bizonyitas. Amennyiben a szakaszok paralelogrammaét alkotnak, akkor az Apollé-
niosz-gorbe pérja elfajuld, igy a 2.4. tétel szerint az (1) &llitds teljesiil.

A tovabbiakban feltessziik, hogy a szakaszokbdl alkotott négyszog nem parale-
logramma, amibdl az is kdvetkezik, hogy a masik Apolléniosz-gorbéjiik sem elfajuld.

Legyen a két szakasz AB és CD, a vizsgilandé nem elfajulé Apolléniosz-
gorbéjiik pedig A, mely a C kort és az £ egyenest tartalmazza.

A kovetkezOkben az A, B, C' és D pontok elhelyezkedése szerinti esetekre bontva
vizsgaljuk a bizonyitandé &llitdst. Mivel az A, B, C' és D pontok mindegyike rajta
van az AB és CD szakaszok mindkét Apolléniusz-gorbéjén, harom esetet fogunk
vizsgélni:

(a) valamelyik szakasz az ¢ egyenesre esik;

(b) valamelyik szakasz végpontjai a C korre esnek;

(c) mindkét szakasz végpontjainak egyike az ¢ egyenesre, mésika a C korre esik;
Ezek egyiittesen teljesen lefedik a lehetséges konfiguracidkat.

(a) valamelyik szakasz az £ egyenesre esik:

Ekkor a masik szakasznak is az ¢ egyenesre kell esnie, hiszen az Apolléniusz-gorbe
minden pontjabdl ugyanakkora, vagy kiegészité szog alatt kell latszania, mint az ¢
egyenesre es6 szakasznak. Ez azt jelenti, hogy az ABC' D négyszog szimmetrikus az
{ egyenesre, amiért a C kornek is ilyennek kell lennie.

(b) valamelyik szakasz végpontjai a C kérre esnek:

Mondjuk A, B € C. Ekkor a C' és D pontoknak is a C korre kell esnie, hiszen az
Apolléniusz-gérbe minden pontjabdl ugyanakkora, vagy kiegészité szog alatt kell
latszania az AB és CD szakaszoknak, és ez a szdg a koron konstans, tehat C a CD
szakasznak is latékore.

Ez azt jelenti, hogy ABCD egy olyan hiirnégyszog a C korén, melyben az AB
és CD szakaszok hossza megegyezik.

Ha az My = ABN CD pont a C kérén van, akkor az AB és CD szakaszok
egy-egy végpontja egybe esik az My ponttal. Amennyiben A = C, akkor O € ¢,
mert elébbi 3.1. tételiink (3.2) formuldja szerint e = 0. Amennyiben A = D, akkor
(a,b) = (c,d) és (3.2) szerint £ = (¢ — b) x m = |c — b|a, valamint kicsit t6bb
szémoldssal e = |c — b|(a,b). Ez azt jelentené, hogy ¢ = BC, de ez csak akkor
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fordulhat elS, ha a (3.3) szerinti p 4(x) = 0 egyenletben és a (2.4) képletek (—)
eléjell egyenletében a megfelel6 els6- és masodfok tagok egyiitthatéi megegyeznek.
Csakhogy a masodfokuak egytitthatéi ugyan megegyeznek, de az els6fokiak nem,
tehdt ez az eset nem fordulhat eld.

Ha az My = O a C kor kézéppontja, akkor elébbi 3.1. tételiink (3.2) formuldja
szerint e = 0, vagyis az £ egyenes dtmegy az O ponton.

Ha My ¢ C U{O}, akkor a konfiguracié szimmetrikus az OM, egyenesre, ezért
vagy ¢ = OMj, ami igazolja tételiink &llitasit, vagy ¢ L OMjy, amit a tovab-
biakban feltételezink. Ugyanakkor My ¢ C miatt My € /¢ is kovetkezik, tehat
My € £ 1L OMy. Tekintettel a konfigurdcié OM, egyenesre valé szimmetridjara,
ekkor az M, pont kis kornyezetében az ¢ egyenes pontjaiban csakis ugy teljesiilhet
az AB és CD szakaszok latészogeinek azonossiga vagy egymas kiegészitése, ha az
AB és C'D egyenes is merdleges az £ egyenesre. Minthogy ez ellentmond a szakaszok
kiilonbozoségének, ez az eset nem fordulhat el6, ami teljessé teszi a tétel allitdsanak
igazoldsdt a (b) esetben.

(c) mindkét szakasz végpontjainak egyike az £ egyenesre mdasika a C kirre esik:
Elébbi 3.1. tételiinkbél tudjuk, hogy az f = (a —b 4+ ¢ —d) x m vektor merdleges
az { egyenesre, igy az

44 (a—b,fy=(a—b,(a—b+c—d)xm)=(a—b,(c—d) xm)

(34 ={(a-b)x (c—d),m)=—(c—d,f)

egyenléség igazolja, hogy a szakaszok meroleges vetiiletei az £ egyenesre ortogonalis
irdnyba azonos hossztsaguiak.

A szakaszoknak nem az egyenesre esé végpontjait Osszekotd egyenes merdle-
ges az £ egyenesre, mert mindkét ilyen végpont £ egyenesre esé merdleges vetiileti
pontjabdl mindkét szakasznak derékszog alatt kell latszania.

Két utobbi megfigyeléstinkbol kdvetkezik, hogy a szakaszoknak azon végpontjai,
melyek nem az egyenesre esnek, vagy egymasnak az egyenesre vett tiikkorképei, vagy
egybe esnek.

Ha az A és C pontok vannak az ¢ egyenesen, akkor (3.4) egyenletbél nyert
(a+c,f) = (b+d, f) egyenlbség szerint a B és D pontok az ¢ egyenesnek kiilonbo6z6
oldalén vannak és az iménti megfigyelésiink miatt a BD szakasz merélegesen metszi
az { egyenest. Tehéat az £ egyenes a C kor BD htrjanak szakaszfelez$ mer6legese,
ami igazolja a tétel allitasat.

Ha az A és D pontok vannak az ¢ egyenesen, akkor a (3.4) egyenletbdl nyert
(a—d, f) = (b—c, ) egyenldség szerint a B és C pontok az £ egyenesnek ugyanazon
oldalan vannak, igy a vetiileteik egybeesése miatt B = C. Haa C'D egyenes a C' és D
pontoktdl kiilonbozé C’ € CDNC pontban is metszi a C kort, akkor az AB szakasz
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nulla vagy 180° fok alatt 14tszédik a C” pontbdl is, vagy C’ € {A, B}. Mivel B = C,
el6bbi esetbél a két szakasz egybeesése kovetkezik, ami kizért, tehat C' € {A, B}.
Minthogy C’ ¢ {C,D} és B = C, ebb8l C' = A adédik, és ez visszavezet a (b)
pontban mér vizsgélt esethez. Tehdt a CDNC C {C, D} és ugyanezzel az indokldssal
ABNC C{A,B}. Haaz AB és a CD egyenes is a C érintéje, akkor az AB = CD
ellentmondésra jutunk. Ha az AB egyenes a C érintGje, a C'D szakasz viszont a C

hirja, vagy forditva, akkor is ellentmondasra jutunk, hiszen a hirt alkotd szakasz
latoszoge a C koron allando, a masik szakasz latdszoge viszont nem allandd, igy
nem lehetnek egyformék. Ha az AB és a C'D szakasz is a C hiirja, akkor ismét
visszajutottunk a (b) pontban mér vizsgélt esethez.

Ezzel a tétel dllitasat teljesen igazoltuk. -

3.3. Tétel Két szakasz nem elfajulé Apolloniosz-gorbéje akkor és csak akkor egy
kor és egy egyenes unidja, ha a szakaszok

(1) egymas tikiorképei az egyenesre nézve, vagy

(2) az egyenesre szimmetrikus valamely deltoid szemkdzti oldalai, vagy

(3) az egyenesre esnek bizonyos helyzetek egyikében.

Bizonyitas. Amennyiben a szakaszok paralelogrammat alkotnak, akkor az Apollé-
niosz-gorbe pdrja elfajuld, {igy a 2.4. tétel szerint mostani dllitdsunk (1) vagy (3)
konfiguracioéi fordulhatnak el6. El6bbi konfiguracié konkrétan szerepel a 2.4. tétel-
Legyen a két szakasz AB és CD, a vizsgilandé nem elfajulé Apolléniosz-
gorbéjiik pedig A, mely a C kort és az elébbi 3.2. tételiink szerint annak kdzéppont-
jén athaladé ¢ egyenest tartalmazza. Ahogy eddig, most is a C kor koézéppontjaba
helyezziik az O pontot, de most rogzitsiik azt a koordindta-rendszert is, melynek
origdja O és els6 (“x”-)tengelye az ¢ egyenes.
Tudjuk, hogy a szakaszok végpontjai az A Apolléniosz-gérbén vannak. Az ezek
elhelyezkedései szerinti eseteket kiilon-kiilon vizsgaljuk:
(a) valamelyik szakasz az ¢ egyenesre esik;
(b) valamelyik szakasz a C korre esik;
(c) mindkét szakasz végpontjainak egyike az ¢ egyenesre mésika a C korre esik.
Ahol sziikséges, ott tovabb bontjuk az eset vizsgalatat aszerint, hogy az ekvioptikus
My = ABNCD pont az A Apolléniosz-gérbe mely részére esik.
(a) valamelyik szakasz az € egyenesre esik:
Ekkor a mésik szakasznak is az £ egyenesre kell esnie, vagyis A, B,C, D € £. Mint-
hogy ekkor az A, B, C, D pontba mutaté helyvektorok az v = (1,0, 0) egységvektor
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valés szammal vett tObbszorosei, legyenek az a, b, ¢ és d valds szamok olyanok,
hogy a =av, b =bv, ¢ = ¢v és d = dv. Ezekkel a (2.4) egyenlet az

(a —b){x,v x m)(|x]? = (c+ d){x,V) + cd)
= +(c—d){x,v x m)(|x]* = (a + b)(x,V) + ab)

forméat olti. Ebbdl vildgos, hogy mindkét Apolléniosz-gorbének része az £ egyenes.
Ha egy Apolléniosz-gorbe valamely X pontja nincs az £ egyenesen, akkor az

0=(a—b—(c—d)x|> —2(da — be){x,v) + (a — b)ed — (c — d)ab
0=(a—b+ (c—d)x|> - 2(ac— db)(x,v) + (a — b)ed + (c — d)ab

egyenletek egyikét teljesiti.

Ha a szakaszok hosszai megegyeznek, mondjuk a—b = c—d, akkor az egyik, jelen
feltételezésiink szerint az els6 Apolloniosz-gorbe elfajul. Ennek egyenlete emiatt
2(a — ¢){x,v) = ab — cd alakuva valik, ami a szakaszok kiillonb6z8sége esetén a

masodik koordinata-tengellyel parhuzamos ;1 = (g&_fj)) egyenletli egyenest adja.

A mésodik Apolléniosz-gérbe egyenlete 0 = (a — b)(|x[2 — (c + b)(x, v) + <tab)
alakivé vélik, ami nem nulla hossziisagu szakaszok esetén a

O—( _c+b)2+ 2_’_cd—f—ab_(c—f—b)Q
T T 2

egyenletli kort adja. Ez akkor és csak akkor esik egybe a C korrel, ha ¢+ b =0
és =2 = ed+ ab = ¢(d — a) = 2cd. Eszerint a két azonos hosszisigui szakasz
egymads tikorképe az origéra, és az origd ugy osztja &ket két részre, hogy a részek
hosszainak szorzata a kor sugara, vagyis 14.

Ha a szakaszok hosszai nem egyeznek meg, akkor mindkét Apolléniosz-gorbe
kort tartalmaz az ¢ egyenesen kiviil, melyek egyenlete

0= x% + (331 - da;bc>2 + (a_ b)Cd; (C—d)ab _ (da;bc>2,
0=a2+ (561 _ ac;db)2 N (a— b)cd—}: (c—d)ab (aC;db)Q’

aholh =a—b—(c—d) és k = a—b+ (c—d). Ezek akkor és csak akkor esnek egybe a
C korrel, ha rendre da—bc = 0 és —h = (a—b)ed— (c—d)ab = ad(c+b) —be(d+a) =
be(c+b—(d+a)) = —hbe, vagyis ad = be = 1, illetve ac = bd = 1. Ezek a feltételek
egyszerre csak nulla hosszisagu szakaszok esetén teljesiilhetnek, de ezt az esetet
kizartuk.

1 Ez a szamités felfoghaté a 2.4. tétel (a2) esete részletesebb meghatérozasaként
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Osszefoglalva a taldltakat, az ¢ egyenesre illeszkeds szakaszoknak az egyik
Apolléniosz-gorbéje pontosan akkor tartalmazza a C egységkort, ha

(a.1) azonos hosszusiguak és ab = cd = —1, vagy
(a.2) kiillonboz6 hosszisdguak és ad = be = 1 vagy ac = bd = 1.

Utébbi esetben a masik Apolloniosz-gorbe is az ¢ egyenest, de egy masik kort
tartalmaz. (=(3))

(b) valamelyik szakasz a C korre esik:

Mondjuk A, B € C. Ekkor a C' és D pontoknak is a C korre kell esnie, hiszen az
Apolléniusz-gérbe minden pontjabdl ugyanakkora, vagy kiegészitd szog alatt kell
latszania az AB és C'D szakaszoknak, és ez a sz0g a kor fvein konstans, tehat C a
CD szakasznak is latokore, és a két szakasz a kozéppontbdl egyenld szogek alatt
latszik.

El6bbi, 3.2. tételiinkbdl tudjuk, hogy a szakaszoknak a masodik koordinata-
tengelyre vett vetiiletei azonos hosszusaguak. Mivel hosszuk is egyforma, szakasza-
inknak az elsé koordinata-tengelyre vett vetiiletei is azonos hosszusaguak, tehat
egymds tiikorképei vagy az ¢ egyenesre (els§ koordindta-tengely), vagy a C N £
szakaszfelezé ¢+ merélegesére (méasodik koordinata-tengely), vagy a C kor O ko-
zéppontjara.

Ha az M, egy idealis pont, akkor a szakaszok egymas tiikkorképei az O pontra.
Ha (ABNY{) ¢ {A, B}, akkor a P := AB N { pontban a C'D szakasz l4t6szoge
0° vagy 180°, amiért P € CD, amibdl az AB és CD egyenesek parhuzamossiaga
miatt AB = CD és igy az AB = CD ellentmondas adédik. Tehdt P € {A, B} és
Q := (CDnNY) € {C, D}, és akkor a PQ szakasz a C kor atmérdje. Mondjuk P = B
és és Q = C. Ekkor az A és D pontok ¢ egyenesre es6 merélege vetiiletei egybe kell
essenek, ezért a BD szakasznak ¢ a felezémerdlegese. Eszerint ABC'D egy négyzet,
igy a 2.4. tétel bizonyitja, hogy az ¢ egyenes és a C kor nem tartozik a szakaszaink
ugyanazon Apolléniusz-gérbéjéhez, vagyis ez az eset nem fordulhat eld.

Ha My € ¢, akkor a szakaszok egymas tiikkorképei az £ egyenesre.
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A A A

o5
Q

D D D

Konnyt ellenérizni, hogy ekkor ¢ és C valéban egy Appolldniosz-gorbét alkot, ami
a korabban mar emlitett elfajuld esettel egyiitt teljesen bizonyitja tételiink allita-
sanak (1) konfigurdciéban leirt esetét. (=(1))

Ha My ¢ ¢, akkor My a C kordn van, igy a két szakasz egy-egy végpontjaval
esik egybe. Mondjuk My = B = C. Ha (ABN /) ¢ AB, akkor az AB N { pontban
a CD szakasz latészoge 0° vagy 180°, amiért (AB N¢) € CD, és igy a CD és
AB egyenesek két pontban is metszik egymast, vagyis egybeesnek. Ez ellentmond
a szakaszok kiilonbozdségének, tehat (AB N Y) € AB és (CD N () € CD, vagyis
{A,D} = Cn{. Elébbi 3.2. tétel (b) pontja els6 esetének bizonyitdsdbol tudjuk,
hogy ebben a konfigurdciéban az £ egyenes és a C kor nem ugyanazon Apolléniosz-
gorbéhez tartozik, tehat ez az eset nem fordulhat elé.

(¢) mindkét szakasz végpontjainak egyike az £ egyenesre mdsika a C korre esik:
El6bbi 3.2. tételiink szerint ekkor a szakaszok az { egyesre szimmetrikus deltoid
szemkozti oldalai. Ebbél kovetkezik, hogy az My = AB N CD pont nem lehet az ¢
egyenesen, igy a C koron van. Ugyanakkor az ekvioptikus M, = AC N BD pont az
My tikorképe az ¢ egyenesre, tehat M, is a C korre esik.

A
A

D
D

Tegyiik fel eldszor, hogy My nincs az AB szakaszon. Ekkor az My, A, D és
My pontok négy ivre bontjak a C kort, melyek felvaltva az ekvioptikus illetve
a kompoptikus részei. Ennek bizonyitdsa minden iven hasonléan torténik, ezért
itt most csak arrdl az mo korivrol mutatjuk meg, hogy az ekvioptikus része,
amelynek nem pontja se A se D.

Legyen C N ¢ = {S,T}, ahol S a B ponthoz kozelebbi metszéspont. Az MyS
egyenes felezi a BMyC/ szoget, mert az S pont felezi az AD fvet. Ez azt jelenti,
hogy a C kor a BC szakasz Apolléniosz-kore. Emiatt tetsz6leges P € ]\m pontra
BPS/ = SPC/, mésrészt APS/ = SPD/, hiszen az S pont felezi az AD {vet.
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Eszerint
APB/ = APS/ - BPS/=SPD/—-SPC/=CPD/,

ami igazolja, hogy az J\J/OM koriv az ekvioptikus része.
Ha My € AB, akkor a bizonyités a fentiekkel analég médon végezhetd. (=(2))
A bizonyitast ezzel befejeztiik. -

A bizonyitas (a.1) és (a.2) eredményének fényében felvetédik a kérdés, hogy
egy £ egyenesen 1év6 h és k hosszusigu szakaszok milyen elhelyezkedése mellett
van olyan kor, melyrdl a szakaszok azonos vagy kiegészit® szog alatt ldtszanak. A
valasz megkeresése ezittal az érdekl6do olvaséra marad azzal az utaldssal, hogy az
O pont j6 megvélasztisa alapvet&en kdnnyiti meg a munkat.

A szakaszok ekvioptikusainak vizsgalatat, a kupszeletek ekvioptikusainak vizs-
galata kovetheti, amely irdnyba tett 1épésekr8l Odehnal [6] és [7] cikkében lehet
tajékozddni.

Végiil megemlitjiik, hogy tételeink lehetdvé teszik a [2] cikkben k6zolt eredmé-
nyek analizis nélkiili bizonyitdsit, sét azok jelent8s dltaldnositdsat is [5].
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