Egy szam szamjegyeinek szamardl és osszegérol

SANDOR JOZSEF

1. Az n természetes szam tizes szamrendszerbeli alakja a kovetkezs:
n:m:ak-lok—i—'”—i—al'm—i—ao,
ahol 0 < ar <9,0<a; <9ha<i<k—1. Vezessiik be az
s(n) =ar +---+a1 +ao
és
vin) =k+1

jeloléseket, azaz v(n) az n szdm szadmjegyeinek szdmét jelenteni, mig s(n) az n
szamjegyeinek az Osszegét.
Ha 10 helyett ¢ alapt szdmrendszert tekintiink (¢ > 2), akkor az

n:aqu++a1q+a0

felirdssal minden megismételhetd (és a tovdbbiakban kovetkezd vizsgélat is konnyen
elvégezhetd ¢ alapu szamrendszerek esetén. Pld. a sokat szerepld 9-es szam helyett
q — 1-gyel).

Mivel 10* < n < 10¥*+1 logaritmélassal klog 10 < logn < (k + 1)log 10 (ahol
logn a természetes logaritmust jeldli). Tehat

logn
—— < k+1
Sogi0 ~F T
ahonnan a
logn
1 1=1 =
(1) k+ + Log 10} v(n)

képletet nyerjik. (Itt [z] jeloli az = szdm egész részét.)
Legyen most p > 0 természetes szam. Mivel

p—1 k

J=0 Jj=p
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és p > 1 esetén a (2)-beli elsé Gsszeg

9 1 1
<9-(107P4+107PH 4. 4107 ) = — - (1+ — —— ) =
<9-( + +- 4 ) 10 tog T T T

R 1
:3. 1(13p—1 — <1,
10 1-4 107

Ugy, mivel a (2) mésodik tagja egész szdm, (2)-bél

(3) [1013} Zaj 1077

Megjegyezziik, hogy (3) a p = 0 esetén nyllvanvaloan igaz. A (3) képlet alapjin

J— p
(4) 10+ [ | = Z a; - 10
Jj=p+1
és igy (3) és (4)-bdl

k ST )
Tehat
s(n)=av+a1+---+ap=

=n=10[5g) + [55] ~ 0 g+ 5]~ 0 [ -

== i) -olg) - - 5]

mivel [10’6%} =0 (ugyanis n < 10¥1). Innen nyerjiik az

(6) s(n)zn—Q-i{%}

képletet, ahol k = v(n) — 1.
Sajatosan, (6)-bdl visszakapjuk a jélismert
(7) n—s(n) =9 modn
kongruenciat, melyet sokat alkalmaznak a szamok oszthatdésagi vizsgdlatainal is.

(pld. a ,9-es prébdnal”). Egy alkalmazdst a paros tokéletes szamoknédl is mutattunk
(lasd [2]).

2. Ha az (zn) és (yn) valés szdmsorozatokra lim, o £ = 1, jeloljiik ezt

Tp ~Yn (n — oco0)-nel.

Mivel (1) alapjén
logn
log 10

logn
log 10’

<wv(n) <1+

azonnal lathato, hogy
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1. Tétel.

(8) v(n) ~

logn
log 10

(n — 00).

Miéstelél a v(n) sorozat kozépértéke is kénnyen vizsgélhatd, hiszen az elébbi
egyenlGtlenségekbdl

logn “ logn
<
ZloglO Z m+zlog10
Azonban )" logn = logm! ~ mlogm (m — oco) ismert Osszefiiggés alapjdn,
ezért

1 l & 1 !
ogm <Zv(n)§m+ ogm

log 10 = log 10
felhasznaldsaval, mivel mlg’;m — 0 (m — 00), frhatjuk, hogy:
2. Tétel.

“ mlogm
9) Z v(n) ~ (m — o).

3. Az (sy,) sorozatra mar nehezebben irhatdk fel hasonld eredmények.
Elészor is vegyiik észre, hogy s(n) > 1 és s(n) = 1 ha n = 10* alakii szam.
MisfelSl, mivel s(n) < 9(k + 1) = 9v(n), ugy

(10) s(n) <9 (1 + { logn D

log 10

(lasd (1) képletet). Azonban az n = 109—1 valasztdssal s(n) = 9¢, ahol ¢ = %,
tehat

log(n+1) 9logn

11 - ~ .
(11) s() log 10 log 10 (n = 00)
A fentiek figyelembevételével az alabbiakat allithatjuk:

3. Tétel.

(12) liminf s(n) =1, lim sup s(n) = 400,

n—00 n—o00
() s(n) 9

13 1 f =0 li .
(13) i logn ’ lgl_i%p logn  log10

Itt (12) majdnem nyilvdnvald, (13) baloldala kovetkezik (12) baloldaldbdl; mig
(13) jobboldala (10) és (11) kévetkezménye.
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1. Megjegyzés. (10)-bdl sajatosan az is kovetkezik, hogy

(14) lim —= =0.
n—oo n

Az (s(n)) kozépértékének (1)-hez hasonlé felirdsdhoz kissé més megkozelitést
kell valasztanunk.

> s(n) ugy is felfoghatd, hogy el8szor Gsszeadjuk 0-t6l m-ig az Osszes szdm
utolsé szdmjegyeit (legyen ezek Gsszege sg), utdna az 6sszes szam utolsé elétti szam-
jegyeit (legyen ez az Gsszeg s1),. . ., a jobbrdl i. helyen levs szamjegyeket (legyen ez
az Osszeg s;),. .., egész a legelsd szdmjegyig (legyen ez az Gsszeg Sp41).

Az sy megvizsgédlasa érdekében irjuk a szdmokat 10-es blokkokba a kovetkezo-
képpen:

012...9]101112...19]/202122...29|...]808182...89]90...
Az utols6 szamjegyek Osszeaddsanal 0+1+4+24---49 = %
ahany ilyen csoport talalhaté m-ig. Ismert, hogy [{”—O} darab szam van m-ig, amelyek
oszthaték 10-zel, és az utolsé éppen 10 - [%] <m.
fgy

o ] e ] 5

szerepel és annyiszor,

ahol egyenléség akkor van, ha m éppen 10 tobbszorose (pld. m = 90). Példaul ha
m = 87, akkor [{”—O} = 8 és az utolsd, be nem fejezett blokk a |80 81 82 ... 89|,
mig az el6tte valét meghaladtuk.

s1 vizsgalatanal méar 100-as csoportokat alakitunk ki:

000102...09 1011...19...9091...99| 100101 ...109...

...190191 ...199 | 200 201 ... 209 ... 290 291 ... 299 | ...

Minden 100-as csoportban a (jobbrdl) mésodik szdmjegyek Osszege

9-10 10%-9
10-14+2+---+9)=10- —— = .
2 2
Mivel [{] a 100-zal oszthaté szémok szama m-ig, (15)-hoz hasonléan
m 9-10? m 9-10?
1 > |— - — 1)- .
(16) 512 [100} 7 81<([100}+ ) =
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Hasonlé médon folytatva, 10%-es csoportokat alakitva ki,

m 9.10%t! m 9.10"+!
(17) Siz[loﬂrl]' 2 ’Si<<[101‘+1}+1)' 5

Mivel § =" s(n) = S2F 0 s, ahol 10F < m < 10¥+1, (17) alapjén

k+1 k+1

9 A 9 .
(18) S>3 > (m—10"Y & S< 5 > (m+10)
=0 =0
Mivel i
+1 k+1 _q 10k+2
210z+1 0-(10 ) < 0™ s 10t <m,
9 9
ugy (18) alapjan
9 10%+2 9 ok
S>—m(k+2) 5 >—m(k:+2)—50 :Tm—u
és k+2
9 10%42 9 9km
S<7m(k+2)+ ;n(k+2)+50m—7+59
Azonban

ugyhogy (18) alapjin

m [ 9logm m  (9logm
19 — - —41 S<—- 59 | .
(19) 2 (10g10 >< < 2 (10g10 * )
Innen mar konnyen adédik a végeredmény:
4. Tétel.
(20) zzj ~ 3 1og 10 -mlogm (m — o0)

2. Megjegyzés. Ha s,(n) jeloli a g-alapu szdmrendszerben az n szdm szdmjegyei-
nek Osszegét, hasonlé megfontolasokkal nyerjiik a

-1
(21) Z 210gq -mlogm (m — 00)

eredményt. A (21)-hez hasonlé (pld. maradék-tagos) bonyolultabb eredményeket
megtaldlhatjuk példaul [1]-ben, ahol s(n) és sq(n) kapcsolata sok més kérdéskorrel
meg van vizsgalva.
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