Négyzetszamok szamtani sorozatai
MakAY GEzZA

Kérdés. Van-e hdrom olyan négyzetszam, amelyek szdmtani sorozatot alkotnak?
(Természetesen a trividlis megolddsokat (n?, n?, n%) nem vessziik most figyelembe.)

A kérdésre viszonylag egyszerii valaszolni: rovid prébélkozassal megtaldlhat-
juk az 12, 52, 72 szdmokat, amelyek szdmtani sorozatot alkotnak. Persze ha taldl-
tunk egy nemtrividlis megoldast, akkor végtelen sokat is taldltunk, hiszen a ”jé”
négyzetszdm-harmasok négyzetszamszorosai (mondjuk k*-szeresei) is szdmtani so-
rozatot fognak alkotni. Es forditva is igaz: kénnyen beldthaté, hogy ha a hérom
szam koziil kettd oszthaté k2-el, akkor a harmadiknak is oszthaténak kell lennie
k2-el.

Ne alljunk meg itt. Kérdezziik meg magunktél, hany nemtrividlis négyzetszam-
hdrmas van, amelyek (paronkénti) legnagyobb kozos osztdja 1 és szdmtani sorozatot
alkotnak. Ehhez j6 lenne sokkal tobb példa (mdr ha van egyédltaldn még példa, ter-
mészetesen). Ez tipikusan egy szdmitégépnek vald feladat: az gyorsan végig tud
vizsgéalni akdr tobb millié szadmot, és kikeresni a megfelel6 szamharmasokat. Egy
ilyen programmal taldlhatjuk meg példaul a kovetkezd megolddsokat (a négyzetre-
emelést nem frjuk ki):

(1, 5,7) (1, 29, 41) (1, 169, 239) (1, 985, 1393)
(7, 13, 17) (7,17, 23) (7, 73, 103) (7, 97, 137)
(17, 25, 31) (17, 53, 73) (17, 137, 193) (17, 305, 431)
(23, 37, 47) (23, 65, 89) (23, 205, 289) (23, 373, 527)
(31, 41, 49) (31, 109, 151) (31, 221, 311) (31, 629, 889)
(41, 85, 113) (41, 89, 119) (41, 481, 679) (41, 505, 713)
(47, 65, 79) (47, 157, 217) (47, 353, 497) (47, 905, 1279)
(49, 61, 71) (49, 185, 257) (49, 325, 457) (49, 1069, 1511)

Szemmel lathatéan elég sok megoldds van. Vajon végtelen sok-e? Ugy tlnik,
hogy mar az olyan négyzetszam-harmasokbdl is nagyon sok van, amelyeknek els6
eleme az 1. Nézziik meg ezeket kiilon is a program segitségével, szamoljunk ki
ezekbdl annyit, amennyit tudunk:

(1,5,7) (1, 29, 41) (1, 169, 239)

(1, 985, 1393) (1, 5741, 8119) (1, 33461, 47321)

(1, 195025, 275807) (1, 1136689, 1607521) (1, 6625109, 9369319)

(1, 38613965, 54608393) (1, 225058681, 318281039) (1, 1311738121, 1855077841)

Prébéljunk meg ebben valami szabalyossagot taldlni. Nézziik akar a masodik,
akar a harmadik szamat a szimharmasoknak. Elég feltlin6 szabalyossdg, hogy a szé-
mok mindig kb. 6-szorosukra nének. Ha pontosabban kiszdmoljuk (kiszdmoltatjuk
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a szamitégéppel), akkor ez az 5.8284271 szémot fogja egyre jobban kozeliteni, mi-
nél nagyobb szamokkal szamolunk. Els6 ranézésre aligha lesz ismer6s ez a szdm, de
kisérletezziink vele egy kicsit. Van ra esélyiink, hogy az exponencidlis, logaritmus,
négyzet és négyzetgyok fiiggvényekbol valahogy el6all ez a szam, hiszen viszonylag
egyszeri szabalyok esetén is bonyolult szamok jonnek el6. Példdul a Fibbonacci so-
rozat esetén az aranymetszés aranya jon elé: a Fibbonacci sorozatot a (v/5—1)/2 és
a (v/5 + 1)/2 szamok hatvényainak megfeleld linedris kombinaciéjaként kaphatjuk
meg. Jatszadozva egy kicsit egy szamolégéppel azt kapjuk, hogy az 5.8284271 négy-
zetgyOke 2.4142135, és ez mar ismerésebb kell legyen: ez a /2 + 1, tehit az eredeti
szamunk a, (\/5 +1)2. A Fibbonacci sorozatban tapasztaltak alapjan nem meglepd
sejtés, hogy az 1-el kezd6do szamharmasokat a kovetkezo alakban keressiik:

(1, a(V2+ 1) +b(V2 - 1)%*, (V2 + 1) +d(V2 - 1)%)

A sejtés alapjdn bizonyitani mar konnyti: egyszeriien helyettesitsiik be a k = 1 (az
(1, 5, 7) megoldés) és a k =2 (az (1, 29, 41) megold&s) eseteket: négyismeretlenes
(de két kiilonallé kétismeretlenes egyenletrendszerre bomld) linedris egyenletrend-
szert kapunk, amibdl

2+v2_2-42 1+v2  _1-V2
4 7 B ’ 2

1+ 0 ‘T T

Mar ez a szamolas sem tul szép, ha az ember kézzel csindlja, de ezutan még azt is
ellendrizniink kell, hogy az igy kapott

<17 2+4\/§(\/§+1)2k+¥(\/§_1)2k,

1 +2\/§(\/§+ 12 4 %0/5_ 1)2k>
szamharmasok négyzetre emelve szamtani sorozatot alkotnak minden k-ra, és hogy
persze egész szamok. Itt ismét segitségiil hivhatjuk a szamitégépet: a computer
algebra rendszerek (mint példdul a Mathematica, Maple, Mupad, Maxima) meg-
konnyitik szdmunkra a szamoldst, és kideritik, hogy ezek tényleg megfelel6 megol-
désok.

Persze nem csak 1-el kezd6dd szamharmasokat szeretnénk taldlni. Keressiik a
megoldasokat a kovetkez6 alakban:

(1) (n aWVZ+1)™ 402 1%, (V2+17* +d(V3- D)
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Irjunk fel egy egyenletrendszert, az (1) egyenletet a k = 1,2, 3,4 specidlis esetekre
és oldjuk meg (vagy oldassuk meg egy computer algebra rendszerrel) az a, b, ¢, d
ismeretlenekre az n paraméterrel. A kévetkezo eredményt kapjuk:

a=— b=— c=—— d = tetszOleges
4\/§d’ \/5’ 4d7 g
(Kapunk egy masik megolddst is, amikor a-ban és b-ben van még egy negativ
eléjel is, de ez lényegében nem kiilonbozik ettdl, hiszen dgyis négyzetre emeljiik
a szamokat, és az elGjel eltiinik.) Visszahelyettesitve ellendrizhetd, hogy a

2k d 2k n’ 2k 2k
(2) (n 4\/_d(\/_+1) ﬁ(ﬁ—l) , —4—d(x/§+1) +d(V2-1) >

szamok négyzetre emelve valéban szamtani sorozatot alkotnak. De természetesen
az nem varhatod, hogy ez d minden értékére egész szamokat adjon.

Megkapjuk-e vajon igy az Osszes pozitiv egészeket tartalmazé megoldést (te-
hat a trividlisokat is), az n-et és a d-t megfeleléen megvélasztva? Legyen (nq, na,
ns) a keresett szdmharmas (n; < ng < ng). Az n kivdlasztdsdn nem kell sokat
toprengeniink, nyilvdn n = ni. Ha mér n adott, akkor (k = 1-et feltételezve) az

d 2
4f + V2D

d-re nézve masodfoku egyenletbdl d kiszdmolhaté (az eredmény nem tul meglepd
médon A + B2 alaki, ahol A és B raciondlis szamok). Valéban, a

——(V2+1)%+

n2 =

n d
7 a1y

134 \/5( )

kifejezés (d > 0-ra) feliilrél nem korlétos, a d = n(v/2+1)/(2(v/2—1)) pontban veszi
fel a minimumat, és a minimum értéke (n/v/2) kisebb mint n, tehét az no > n; = n
értéket is fel kell vennie (két helyen is). Ha pedig megvan mér d is, akkor (2)
alapjan az ng-nak is egyeznie kell. Vagyis megkapjuk az Osszes egész megoldast

(V2+1)2 +

ilyen alakban.

Most, hogy igy 1épésenként eljutottunk erre az eredményre, visszanézve mind-
egyik lépés elég logikusan kovetkezett az el6z6bdl, de a végeredményt elére megjo-
solni szinte lehetetlen lett volna. Jé kérdés példaul, hogy hogyan is jon be ténylege-
sen a V2 az egészbe, amikor végig egész szamokkal szerettiink volna szamolni. Nem
lehetne valami egyszeriibb szabalyt taldlni, amivel megkaphatjuk a megolddsokat?

Ehhez térjiink vissza egy kicsit az els6 oldalon megkapott megoldasokhoz. Ve-
gyiik szemiigyre a szamokat, azon beliil is els6sorban a szamharmasok els szamat,
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merthogy azt a fenti mddszeriink kiemelten kezeli. Ezek a kovetkezok: 1, 7, 17,
23, 31, 41, 47, 49 (persze folytatédik a sorozat, de az elsé oldalon csak eddig fr-
tuk ki). Milyen kiilonlegességet tudnénk taldlni ezekben a szdmokban? Primeknek
tlinnek, de vannak kimaradt primek is, és a végén ott van a 49 is. Kicsit jobban
korbenézve a tablazatot azt vehetjiikk észre, hogy ezek a szamok el6fordulnak a
szémharmasokban mint harmadik szdmok. Es (legaldbbis 49-ig bezérdlag) semmi-
lyen més harmadik szam nem jelenik meg. Mintha az els6ként és utolséként szerepld
szamok halmaza ugyanaz lenne. Nem lehetne megkapni mondjuk a 7-esre végz6do
(1, 5, 7) megolddsbdl a 7-essel kezdédbeket?

Szamoljuk ki a fenti médszerrel példdul a (7, 13, 17) megolddshoz tartozé n-
et és d-t. Nyilvan n = 7, és ebb6l d = (5v/2 4 1)/2, és az ezekkel felirt (2) alak
mér megadja a (7, 73, 103), (7, 425, 601), stb. megolddsokat is. Ugyanigy a (7,
17, 23) megoldashoz tartozé d a (5v/2 — 1)/2 és ebbdl megkapjuk a (7, 97, 137),
(7, 565, 799), stb megolddsokat. Ha ebbdl még nem deriil ki, akkor nézziik az (7,
13, 17) megoldast: a (17, 25, 31)-nél d = (13v/2 + 7)/2, a (17, 53, 73)-nal pedig
d = (13y/2 — 7)/2. Most mér vildgos a szabdlyossig, a sejtés: ha (ni, ng, n3)
megoldas, akkor a (2) formaban az n = ngz és d = (nav/2+n;)/2 értékekkel szintén
megoldast kapunk. Ezt méar konny( bizonyitani: egyszertien be kell helyettesiteni
és végigszamolni.

De ezzel a médszerrel vajon mindig egész szamokat kapunk-e? Szamoljuk ki
a (2) formdban a k = 1 értékhez tartozé megolddsokat és néhdny dtalakitds utan
azt kapjuk, hogy ha (ni, na, ng) megoldds, akkor az (ng, 3na — 2n1, 4ng — 3nq)
és az (ns3, 3ng + 2nq, 4ns + 3n) szdmhdrmasok is megolddsok, és {gy persze egész
szamokat kaptunk. De ez csak a k = 1 eset volt, nem lehetne a k > 1 esetet
valahogyan megkapni a k = 1-b61? Igazabdl csinalhatndnk ugyanazt, mint az el6z6
bekezdésben, abbdl is megkaphatnank az eredményt, de most mar kiokosodtunk:
prébaljunk meg az (ni, na, ns) megolddsbdl (ny, ans + bns, cng + bng) alaku
megoldasokat kapni. Nem nehéz végigszamolni és a fentiek alapjan nem is meglepd
az eredmény: (ni, 3ng + 2ng, 4ng + 3ns) és ennek kovetkezményei is lehetséges
megoldasok.

Ez utébbi képlet nagyon hasonlit a bekezdés elején levé masodik képlethez: csak
az ni és az ng van benne felcserélve. Ugy is mondhatnam, hogy a szdmok sorrendjét
forditottam meg, amitol persze a négyzeteik még mindig szamtani sorozatot fognak
alkotni. Es az els6 két képlet is nagyon hasonlit: ott egyszeriien vegyiik az els6 szam
ellentettjét (amitél a négyzetek még mindig szdmtani sorozatot fognak alkotni), és
ugy alkalmazzuk a masik képletet. Rdadasul ha kiszamoljuk ezeknek a szabalyoknak
az inverz miiveletét (1d. aldbb az (5a), (5b) és (6) képleteket), akkor olyan képleteket
kapunk, amelyek ugyanigy kihozhaték a (ni, 3ng + 2ng, 4na + 3ns) szabdlybdl,
az ellentett képzésbol és a szamok sorrendjének megforditdsabol. Mivel ez utébbi
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kettd egészen természetes médon végrehajthaté szabaly, igazabol egyetlen képlettel
szamolhatunk. De a tovabbiakban mégis mindegyik képlettel kiilon fogok szamolni,
mert ugy egyszeriibbek lesznek a bizonyitasok.

Foglaljuk tehdt Ossze, hogyan is miikodik ez az egész. Ha van egy (ni, na, n3)
pozitiv és monoton névekvé (n; < ng < ng) megolddsunk , akkor az

(3a) (n3, 3n2 + 2n1,4ns + 3n4),
(3b) (n3, 3n2 — 2n1,4n9 — 3n4),
és az

(4) (n1,3n2 + 2ns,4ng + 3ng3)

szamharmasok is pozitiv és monoton névekvé megoldasok.

Most, hogy mar ilyen sok megoldast taldltunk, felmeriil a kérdés megfoditasa
is. Vajon megkaphatjuk-e egy kiindul6 szdmhdrmasbol (mondjuk a trividlis (1, 1,
1)-bél) ezekkel az egyszerti szabalyokkal az Gsszes olyan pozitiv, monoton névekvo
megoldast, amelynél a paronkénti legnagyobb ko6zos oszté 17 Ez egy kicsit bonyo-
lultabb kérdés, de a valasz igenl6.

Vizsgaljuk meg a (3a), (3b) és (4) képleteket. Ezeknek a leképezéseknek az
inverzei szintén linearis leképezések:

(5a) (3ng — 4na, 3ny — 2n3,n1),
(5b) (4712 — 3’113, 3’112 — 2n3, nl),
és az

(6) (n1,3n2 — 2n3,3ng — 4no)

Prébaljuk meg alkalmazni ezeknek a leképezéseknek az inverzét mindaddig, amig
pozitiv, monoton novekv6 megoldasokat kapunk eredményiil. Kénnyen belathato,
hogy az inverzekben szereplé 3ns — 2ng és 3nsz — 4ny mennyiségek nem lehetnek
0-k, mert akkor a négyzetek nem alkothatnak szdmtani sorozatot (a trividlis (0, 0,
0) megoldéson kiviil). Mikor akadhatunk el? A (6) képletben eléfordulhatna, hogy
a 3ng — 2n3 < 0, de akkor

2
3
2n3 =n? + ng >n? 4+ <§n2) > n? +2n3,

ami ellentmondds. Az is el6fordulhatna, hogy a 3ng — 4na < 0, de ekkor az (5b)
képlet vélik alkalmazhatova. Meg kell még valaszolnunk a kérdést, hogy mindig
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monoton novekvé megolddsokat kapunk-e az inverzek alkalmazédsaval. Erre pedig
konny(i vdlaszolni: az (5b) mindig monoton noévekvé megoldést ad, és ha az nem
alkalmazhatd, akkor az (5a) és a (6) koziil (mivel azokban a szémok sorrendje
egyszerlien meg van forditva) az egyik biztosan monoton névekvét ad. Tehdt nem
akadhatunk el, valamelyik inverz mindig alkalmazhaté. Csak az a kérdés, hogy
eljutunk-e ezzel a mdédszerrel az (1, 1, 1) megolddsig? Azt fogjuk bebizonyitani,
hogy az inverz alkalmazasaval az els6 és harmadik szam négyzetOsszege mindig
csokken, kivéve az (1, 1, 1) megoldds esetén.

Valéban, vegyiik az nf+n3-t és hasonlitsuk dssze a barmelyik inverz alkalmazésa
utdn kapott n? + (3nz — 4ng)?-el:

n? +n3 — (n? + (3nz — 4ng)?) = nj — (9n3 — 24nanz + 16n3)
= —8(n2 — 3ngnz + 2n3)

= —8(ns — na2)(n3 — 2ns)

Azt szeretnénk, ha ez a mennyiség pozitiv lenne, vagyis az n3 az ns és a 2no kozé
esne. Mivel csak monoton névekvo megoldasokkal dolgozunk, ezért nz > no kell
legyen (ahol egyenl8ség csak a szdmok egyenldsége, tehdt az (1, 1, 1) megoldds
esetén allhat fenn). Masrészt nyilvanvaléan 2n3 = n? +n3 > n3 igy, nz < v2ns.
Tehét a fenti mennyiség nemnegativ és csak akkor nulla, ha az (1, 1, 1) megolddsrdl
van sz6. Vagyis: mivel az inverzek mindig alkalmazhatdak, és a két széls6 szdam
négyzetosszege szigortan csokken az (1, 1, 1) eset kivételével, ezért az inverzek
alkalmazdsa akkor ér véget, amikor elériink az (1, 1, 1) megolddshoz. fgy tehat
minden megoldds eléallithat6 a fenti szabédlyokkal az (1, 1, 1) megolddshol.
Fogalmazzuk meg allitasként a kapott ereményt.

Allitas. Az Gsszes hdromtagi, pdronként relativ prim, négyzetszamokbdl dllé (n?,

n3, n2) szdmtani sorozat (n1, na, ng) alapjait megkaphatjuk 1igy, hogy a trividlis

s

(1, 1, 1) megolddsra alkalmazzuk a kévetkezd dtalakitdsi szabdlyokat:

1. Megforditjuk a szamok sorrendjét: (ns, na, n1);
2. Vessziik a szamok bdrmelyikének ellentettjét:

(_n1;n2;n3)) (nla_n27n3)7 (n17n27_n3);

3. Vesszik a kévetkezd szamhdrmast: (ny, 3nz + 2ng, 4na + 3ns).

A paronként nem relativ prim szamtani sorozatok alapjai az igy kapott alapok egész
$24MSZ0T0SAA.

Most, hogy a 3 elemii, négyzetszamokbdl 4llé szamtani sorozatokat elintéztiik,
felmeriil a kovetkez6
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Kérdés. Van-e négy olyan négyzetszam, amelyek szdmtani sorozatot alkotnak? (Iit
sem vessziik figyelembe a trividlis megolddsokat.)

Be fogjuk bizony{tani, hogy ilyen szdmnégyes nincs. Tegyiik fel, hogy (mg, m1,
mz, M3) az a négy pozitiv szdm (mo < m; < mg < ms), amelyek négyzetei
szdmtani sorozatot alkotnak, vagyis tobbek kozott teljesiilni kell annak, hogy m3 +
m3 = m? + m2. Ebbél az négyesbél az (my, ma, m3) hirmas természetesen olyan
szamok, amelyek négyzetei szamtani sorozatot alkotnak, tehat a fent leirt médon
keletkeznek az (1, 1, 1) trividlis megolddsbdl. Hasznaljuk a kordbban leirt, pozitiv
szdmokat tartalmazé megolddsokat generdld (3a), (3b) és (4) képleteket. Harom

eset lehetséges:

a) Ha a (3a) képlettel keletkezett az (mq, ma, ms) szdmhdrmas, akkor (mq,
mz, m3) = (n3, 3na + 2n1, 4ny + 3n1) valamilyen (n1, ng, ng) megolddsra (0 <
ny S no S ’I’Lg). Ekkor

mg =m3 +m3 —mj =n3+ (3ng +2n1)* — (4nz + 3n,)?

=2n2 — n? 4+ 9n2 + 12n1n9 + 4n? — 1602 — 24n1ny — In?

2
— 502 — 12n1mp — 602 = — (x/Sng + \/Enl) — (12— 2V/30)n1n2 < 0,

ami ellentmondés.

b) Ha a (4) képlet adja meg az (my, ma, mg) szdmharmast, akkor hasonld
médon (az ny és ng szerepét a fenti becslésben felcserélve) ismét ellentmondést
kapunk.

c) Ha a (3b) képlet szerint (mq, ma, ms) = (n3, 3na — 2nq, 4ne — 3n1), akkor
az a; pontbeli szamolashoz képest csak néhany eléjel modosul, és kapjuk, hogy

mg = —5n3 + 12n1ny — 6n3.
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