Az aranymetszés és a Fibonacci szamok mindenutt
TUZSON ZOLTAN

Aranymetszésrol beszéliink, amikor egy mennyiséget, illetve egy adott szakaszt ugy
osztunk két részre, hogy a kisebbik rész gy aranylik a nagyobbikhoz, mint a na-
gyobbik rész az egészhez.
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Hasznalatos még a ¢ = é arany is, vagyis ¢ = ‘/52*1 ~ 0,618034.... és a két szamra
teljesiil, hogy ¢ - ® = 1. Tehat a = ® - b illetve b = ¢ - a ugyanazt fejezik ki, igy
ezért emlegetik mindkét szamot aranyszamnak. Mi a tovabbiakban az aranymetszés
szdma alatt az § = ® szdmot értjiik. Az aranymetszés kiilonboz6 szerkesztésérdl
[11])-ben és [26]-ban olvashatunk.

Az aranyszam végtelen lanctort forméjaban, illetve végtelen gyok formajaban

is el6allithaté a kovetkezOképpen:
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A két Osszefiiggés alapjan a kovetkezo rekurzids képleteket allapithatjuk meg:

1 .
r1=1, xpy1 =1+ o illetve y1 =1, Ynt1 =14 Yn,

n
és lattuk, hogy lim, oo T = limy 0o yn = P.

Az 6tégu csillagot, az aranymetszés jellegébdl adéddan fontos jelképként hasz-
naltdk. A Pentagramma sz6 a gordg pentagrammon szobdl szarmazik, amely 6t
vonal” szét jelentett. A pentagramma 6sidék 6ta fontos szimbélum, amelynek ma-
gikus vonasokat tulajdonitottak, a Pitagoreusok is ezt hasznaltak szimbolumként.

A pentagrammaéban szdmos aranymetszési szakasz, és aranyharomszogek is megta-
lalhatdk (1asd kés6bb).

A 16-ik szdzadban Heinrich Agrippa filozéfus, egy széttért kart embert rajzolt
a korbe, kezei és labai széttdarva, és a feje meg a két keze éppen egy szabalyos
0tszog csicsait alkottak. Mindez a pentagrammal és a benne levd aranymetszetekkel
kapcsolatos.

Az aranymetszés egy olyan matematikai ardany, amely egyarant megtalalhaté
az épitészetben, a festészetben, a zenében, de nem csak az emberi alkotdsokban,
hanem a természetben is.

Fellelhet6 a novények részeinek bizonyos aranyaiban, dllatok testrészeinek ara-
nyaiban, épitészeti remekmiivek aranyaiban, festményeken és nem utols6 sorban az
emberi test kiilonb6z6 ardnyaiban. A kévetkezo képek magukért beszélnek:
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Az aranymetszés fogalméval szoros kapcsolatban van az igynevezett aranytég-
lalap. Ez egy olyan téglalap, amelynek az oldalainak az ardnya éppen az aranymet-
szés szama, hiszen ‘ITH’ = 7 = ®. Ennek a téglalapnak érdekes tulajdonsdga az,
hogy ha levagjuk a maximalis oldali négyzetet, szintén aranytéglalap adédik. Ezt

megismételve, ismét aranytéglalap adodik, és igy tovabb.
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Pontosan ez a szerkesztési eljaras segit hozza az tgynevezett aranyspiral megszer-

kesztéséhez. A mellékelt dbran ldthatd, hogy a levagott legnagyobb négyzetben egy
negyed korivet huzhatunk. Ezutan a kovetkezd levagott négyzetben hizunk ismét
egy negyedkort, és az eljarast a végtelenségig folytathatjuk. Az igy kapott aranys-
piralt nevezik még Fibonacci-spiralnak is, noha a ketté nem éppen ugyanaz. Az
aranyspiral egy sajatos logaritmikus spirdl, aminek a tagulasi faktora az arany-
szdmhoz kotédik. Egyedi médon, egy aranyspirdl a ® faktoraval szélesedik, vagy
keriil tavolabb kezd6pontjatél minden negyedkor utén, amit megtesz. A poldris
egyenlete 7 = a - ¢ | ahol a egy tetszéleges pozitiv allandé, és ¢ = RN 1,358.....
a logaritmikus spirdl esetén pedig ¢ = e® (23], [24]).
Ugyancsak az aranymetszéshez kapcsolédik az
ugynevezett aranyhdromszog. Ez olyan egyenld
szaru haromszog, amelynek a csicsanal levo szog
36°-0s, az alapon fekve szogei pedig 72°-osak. Az
aranyharomszog elnevezése abbdl addédik, hogy
ha meghizzuk az egyik alapon fekvd szogének a
szogfelezdjét, akkor ez, az egyik szarat aranymet-
szési aranyban osztja. Es még van egy érdekes
tulajdonsaga, ugyanis, a meghtuzott szogfelezé az
eredeti haromszogbdl egy olyan haromszoget vag
le, ami az eredetivel hasonld, tehat az is aranyhé-
romszog. Eppen ez teszi lehetdvé, az eléz8 minté-
jara, egy tujabb spirdl szerkesztését, ami egyben

logaritmikus spirdl. Ennek a szerkesztési folya-
mata a mellékelt abran lathaté. Ugy az aranyspi-
ral mint a kapott logaritmikus spirdl mindeniitt

jelen van a természetben.

Megfigyelték az egyes viragok lapiinak az elrendez6désében, a virdgok szirmai-
nak az elrendez6désében, a napraforgd magjainak az elhelyezkedésében, a feny&to-



112 Tuzson Zoltdn

bozokon, brokkolin, kaktuszféléken, meg egyéb novényen is, de jelen van a Nautilus
csigahdzon, a légorvényekben, a fraktalokban, a galaxis rendszerben, és még sok
sok mas helyen. Ezekbdl néhany képes izelitot mutatunk:

Az aranymetszés ardnya valamint az aranytéglalap jelen van olyan épitészeti
remekmiivekben mint a Rémai Pantheon, de szdmos miivészeti alkotdsban mint
példaul a Leonardo da Vinci Mona Lisa-ja, vagy Csontvary Kosztka Tivadar, Baal-
bek festménye, az aranyspirdl pedig a mai modern épiiletek kiilsején és belsejében,

példaul a csigalépcsékben.
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Az aranymetszés fogalmahoz szorosan kapcsolddik az tugynevezett aranyszog
is. A megszerkesztése érdekében itt is az aranymetszési eljardsabdl indulunk ki. Az
aT+b = 7 ardnypér alapjan: 363(?00ja = % ahonnan o = 360° - 3_7\/5 ~ 137,508°.
A szakirodalom zomében ezt a szoget nevezik aranyszognek, 1dsd példaul a [27]-ben.

Ez a sz6g kiilonos fontossaggal bir a novények levélallasanak a tanulmanyozasaban,
amivel a phillotaxis foglalkozik (14sd példaul az [5]-ben és a [14]-ben).

A szakemberek megfigyelték, hogy az egyes levelek a torzson ugy helyezkednek
el egy spirdl mentén, hogy az egymas utani levelek 137,5°o0s szget zadrnak be
egymassal. Ez gyakran érvényes a virdgszirmok elhelyezkedésére is.

Az aranyszoget illet6en, egyes forrdsok szerint mésképpen is értelmeznek (ldsd

példdul a [18]-ban) tgynevezett aranyszoget. Aranyszognek nevezik azt a szo-
get, melynek koszinusza az aranymetszés hanyadosa, vagyis cosa = @ ~

0,618034. .. Ez is szorosan kapcsolodik az aranymetszéshez, és a szerkesztése pél-
daul igy torténik: tekintsiink két koncentrikus kort, amelyek sugarainak az aranya

legyen éppen az aranymetszési hanyados. Legyen AB egy olyan hir a nagy korben,

amelyik a kis kort a C' pontban érinti. Ekkor cosa = 5 = ‘/52_1, ahonnan azt

kapjuk, hogy cosa = 0,618034 ... és ez akkor teljesiil, ha o ~ 51°49’43". Lathato,
hogy az igy értelmezett aranyszog nincsen semmilyen kapcsolatban az elébbi mo-

don értelmezett aranyszoggel, de a nyomait ennek is fellelhetjiik a természetben és



114 Tuzson Zoltdn

a muvészetben is.

@ KX

Az igy értelmezett aranyszoggel szamos egyéb, jelképet hordozo relikvidn, em-
léken taldlkozunk. Aranyszoget zarnak be az ismert Krisztus-monogram X jelének
szarai a P betll szardval, és aranyszoget fedezhetiink fel Szent Istvén kiralyunk
REX ST (Rez Stephanus) betiijeleket tartalmazé ligaturds kézjegyén is

Az aranymetszéssel kapcsolatosan még értelmeznek igynevezett aranyrombuszt
is. Ez olyan rombusz, amelynek az atldinak az ardnya éppen az aranymetszés ha-
nyadosa. (14sd [20]).

A tovabbi rokon fogalmak koziil kiilonos helyet foglal el az aranygula. Ez olyan
négyzet alapi egyenes gula, amelyben az apotéma az alap hosszdnak a felének a
O-szerese, vagyis a = @ - b (ldsd példdul a [19]-ban).

Legyen az alaplap és az oldallap lapszoge «, igy

NG

cosu =g =p=—0 ),

vagyis a éppen az aranyszog, ami a ~ 51°49’38”. Nagyon meglepd egyezés, hogy az
egyiptomi Gizai Nagy piramis esetén a = 219,13; b = 115,18,9; h = 186,42 és igy
2 ~ ®, ezért a piramis arany gila és az oldallap és az alaplap szoge 52°20' —51°52’
ko6zott van, ami nagy pontossaggal kozeliti meg az aranyszoget.

Az aranymetszéshez szorosan kapcsolédnak a Fibonacci szamok is, ezek elva-
laszthatatlanok egymdstdl. Leonardo Pisano (1170-1250) olasz kereskedé-matema-
tikus, a szédzadfordulon egyike volt azoknak, akik a tizes alapu, helyi értékes rend-
szerre épiilé szadmirdsi médot Eurépaban meghonositottak. Leonardo, ismertebb
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nevén Fibonacci, kora matematikai ismereteit Liber Abaci cimen ismert munka-
jaban foglalta Ossze. E hires munkajaban taldlhaté a kovetkez6 probléma, amit
Fibonacci nyulaiként is gyakran emlegetnek:

Tegyiik fel, hogy egy mezén él egy jsziilott nyul par, egy him és egy néstény.
A nyulak egy hénapos korukra lesznek ivarérettek, igy a masodik hénap végén mar
megsziilethetnek az els6 kicsinyek. Tegyiik fel, hogy a mi nyulaink soha nem halnak
meg és hogy a ndstények mindig 4j part ellenek (1 himet és 1 néstényt) minden
hénapban, a masodik hénaptodl kezdve. Fibonacci problémaja: hany par nyul lesz
egy éven beliil?
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1. Az els6 honap végén még csak 1 par van.
2. A masodik hénap végén sziiletik 1 0j par, igy most mar 2 par van.
3. A harmadik hénap végén az eredeti nGsténynek sziiletik a masodik par nyula,

igy mar 3 par lesz.

4. A negyedik honap végén az eredeti nosténynek lesz Gjabb kicsinye, a masodik
hénapban sziiletett nostény most elli az elsé kicsinyeit, igy Osszesen mar 5 par nyul
van, és igy tovabb.
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Az egyes hénapok végén levé nyulparok szamat a kovetkezO sorozat tagjai
adjak:
1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55,809, ...

Ez az tgynevezett Fibonacci-sorozat, ami valészintileg a legismertebb matematikai
sorozat. (Sok més informécidt is 14sd példdul a [15]-ben).

Eszreveheté, hogy a sorozat tagjaira fennallnak a kovetkezd Osszefiiggések: 2 =
1+1,3=14+2,5=2+3,8=3+5, 13 =5+ 8... ezért érvényes a kovetkezo
rekurzios Osszefiiggés:

fo=1, fi=1 és fn+1 = fn+ fn—1 minden n € N* esetén.

Szdmos m&s olyan probléma van, amelyek ugyancsak a Fibonacci-sorozathoz
vezetnek.

Példaul, a mellékelt abran ha az A pontbdl indu-
lunk, és csak a nyilak mentén haladhatunk, akkor
hanyféle képen juthatunk el rendre a B, C, D, E,
F, G, H és I pontokba. Belathatd, hogy akkor
ismét a Fibonacci-szamokat kapjuk, ugyanis a B
pontba csak az A-bdl juthatunk, a C pontba akar
az A-bol, akdr a B-bdl eljuthatunk, a D pontba a
B pontbdl egy iton, a C-bél pedig két uton jutha-
tunk el, az F pontba a D pontbdl egy uton és a C
pontbdl két titon, és igy tovabb.

A nyulak problémajaval és az elébbi probléma&val is rokon a kévetkez6 problémas
Tegyiik fel, hogy egy fa Ggy novekszik, hogy minden ag, a létrejottét kovetd évben
csak novekszik, ezutan minden évben egy 1j dgat hajt. Hany aga lesz a fanak 1, 2,

3,4, 5,6, ... év mulva, amit éppen most ultettiink.
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Az ultetéskor egy dga van a fanak, és ez az els6 évben is igaz, hiszen ekkor
még nem hajt 0j dgat. A masodik évben hajt egy 1j agat, ekkor két dga lesz. A
harmadik évben az 4j 4g még nem, de a régi ag hajt egy Uj agat, igy harom aga
lesz. Minden évben a legalabb kétéves dgak hajtanak 1j dgat, az egyévesek nem.
Igy az n-edik évben a fanak annyival lesz t5bb dga, mint amennyi az (n — 1)-edik
évben volt, ahdny dga kétéves, vagyis ahdny dga az (n—2)-ik évben volt. Beldthatd,
hogy az egyes években az dgak szdma megint a Fibonacci-sorozat tagjai. Az dbran
a hatodok esztendo végén az dgak végére egy-egy virdgot rajzoltunk.

Az el6bbiekben lattuk, hogy a Fibonacci-sorozatot eddig csak rekurzids Gssze-
fliggéssel adtuk meg. Szamos prébalkozas sziiletett arra, hogy a Fibonacci szamokat
képlettel adjak meg. EbbAl a célbdl irjuk fel a rekurziés Osszefiiggés karakterisztikus
egyenletét, ami nem més, mint A> — A\ — 1 = 0, ahonnan megkapjuk az altaldnos

tag képletét:
n n
1 1 1-—
( + \/3> — ( \/3> ] minden n € N esetén.

fn:ﬁ

Az Osszefliggést matematikai indukciéval is bizonyithatjuk.

2 2

Ez a formula Osszefliggést teremt az aranyszam és a Fibonacci-szdmok kozott,
ugyanis
o — P — (1 — D)
Vs V5
A Fibonacci-sorozat egy masik fontos tulajdonsiga a kovetkezo:

1++5
9

Jim InHL ®, ahol & =

n—oo n

=1,618033988. ..

éppen az aranymetszés szama. Ennek az ardnynak a természetben val6 eléfordulé-
sarol a kovetkezékben beszéliink.

Erdekes megfigyelni kiillonb6z6 névényeknél a kozos agon elhelyezkedd levelek
helyzetét. Ezek a levelek dltaldban nem pontosan egymas felett vannak, tehat nem
egy egyenes mentén helyezkednek el, hanem kicsit elcsavarodva, egy szabélyos csi-
gavonal mentén. A botanikusok ugy talaltak, hogy létezik egy — az egyes novény-
fajtakra jellemz6 — tort, melynek a szamlalojat gy kapjuk, hogy
megnézzik, egy levél és egy pontosan felette elhelyezked6 masik
levél kozé a csigavonal hdny periédusa esik (hdnyszor csavarodik
koriil a szdron), nevezéjét pedig gy, hogy megszémoljuk, a csi-
gavonal vizsgalt részét az ezen beliil elhelyezkedd levelek hény
részre osztjak. Ez a tort a hérsfa és a szilfa esetén 1, az éger és

27
biikk esetén %, a tolgy, sargabarack és cseresznyefa esetén %, a
. I .. ;3 noog ’ 5
jegenye, nyar és a kortefa esetén g, a fliz és mandula esetén 3.

Szembeotls, hogy ezek nem mésok mint az ff—-:-l arany tagjai.
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Egy maésik szép példa a Fibonacci-szamok felbukkandsira a fenyotoboz vagy
anandsz pikkelyeinek, a napraforgé magjainak elrendezédése, amelyhez hasonld
termésszerkezet egy egész csomd novényen megfigyelhetd (bogdncsok, fészkesek,
kelfélék, kérozsafélék, kaktuszok, kaldszok, stb.). Ezeken a terméseken a magok
(vagy pikkelyek) kiilonbozd spirdlvonalak mentén helyezkednek el, és ha megszs-
moljuk, hogy egyfajta spirdlbél hany darab van, akkor Fibonacci-szamokat kapunk.
Ezt szemlélteti az alabbi dbra, melyen egy fenyGtoboz feliilnézetét latjuk, mellette
pedig a szerkezetét meghatdrozo spirdlvonalak Osszességét.

A rajzrol leolvashatd, hogy a legkisebb gorbiiletil spirdlisbél (szaggatott vonal)
21 darab van, a kovetkez6 legkisebb gorbiilet(ibél (folytonos vonal) 13, a kévetke-
z6b6l (folytonos vonal) 8 és a legnagyobb gorbiiletiibél (pontozott vonal) 5. Més
tobozfajtdkon 3, 5, 8, 13 spirdlt taldlhatunk, a napraforgd tanyérjan pedig 13, 21,
34, 55, 89 darabot.

A természet formavildgdban még sok helyen rdbukkanhatunk a Fibonacci-
szamokra, ellenben a példazattal megallunk itt, és visszatériink a matematika te-
riiletére.
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A matematikédban az (a + )2, (a + b)3, ..., (a + b)"™ binomok kiszdmolasdn4l
fontos szerepet t0lt be az igynevezett Pascal-hdromszog, ezek tagjai adjak a kifej-
tésben az egytitthatdkat. Erdekességként megjegyezhetd, hogy a Fibonacci-szamok
szoros kapcsolatban vannak a Pascal-harimszog szamaival, ugyanis ahogyan a mel-
lékelt abran lathatd, a Fibonacci-szamok megjelennek a Pascal-haromszogben, és-
pedig atlésan.

Végiil nézziikk a Fibonacci-szdmokkal kapcsolatos érdekes geometriai paradox-
ont. A mellékelt abran lathaté médon feldarboltunk egy négyzetet az ott lathatd
alakzatokra, amelyek méretei kozott szerepelnek a 3, 5, 8 Fibonacci szamok.

D 13 C

ot
ot

M

Ezekbdl az alakzatokbdl rakjuk ki az dbran laithaté ABC D téglalapot, amelynek a
méretei szintén Fibonacci szamok. Szamitsuk most ki a két alakzat tertletét. Lat-
haté, hogy a négyzet teriilete 64 egység, mig a téglalapé 65. Vajon hol a hiba? Ha
alaposan szemiigyre vessziik a problémat, akkor rajohetiink, hogy a téglalap egyik
atléja mentén éppen egy 1 egységnyi rés talalhato, ami szabad szemmel nem érzé-
kelheto, tehdt a darabok nem illeszkednek egymashoz pontosan. Ezt tigy mondjuk,
hogy az adott négyzetiink nem darabolhat6 at a téglalapba, mert a tertileteik nem
egyformak (bévebben lasd példdul a [16]-ban). Erdemes megjegyezniink, hogy ha
a 3, 5, 8 Fibonacci-szdmok helyett harom egymaésutani Fibonacci-szamot vesziink,
vagyis az fn—1, fn, fn+1 szdmokat, akkor is érvényes az el6bbiekben megéllapitott
paradoxon.

Ugyancsak a Fibonacci-szdmokkal kapcsolatos egy masik érdekes paradoxon,
a Curry paradoxonnak a Martin Gardner-féle valtozata. Az dbrédn lathaté médon
daraboljuk fel az 5, 12, 13 oldalhossztu derékszogii haromszoget a lathaté modon.
Figyeljiik meg a Fibonacci szamokat, a legkisebb haromszog befogdi 2 és 5, a kdzép-
s6é 3 és 8, és a kirakott legnagyobbé pedig 5 és 13, az ,,.L.” alaku alakzat hosszusdga
illetve szélessége 2 és 5, tehat mind-mind Fibonacci-szamok. Ezutan rendezziik at
az alakzatokat az dbra szerint. Meglepetéstinkre most egy kis nézetnyi tires részt
kapunk. Hova tiint el 1 egységnyi teriilet? A paradoxon kulcsa ezuttal is ugyanaz
mint az el6bbiekben vagyis, az els6 haromszog nem hézagmentesen van 6sszerakva.
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(lasd példdul a [17]-ben).

Befejezésiil megjegyezziik, hogy a Fibonacci-sorozatrdl csak izelitét adtunk,
ugyanis a téma jellegébdl adéddan, gomba mddra szaporodnak az idevagé cikkek,
dolgozatot, weboldalak, publikacidk, konyvek, hiszen ez a témakor kimerithetelniil
sok érdekességet és meglepetést tartalmaz gy a matematikdban mint azon kiviil.
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