Linearis egyenletrendszer kerekitési hibak nélkuli megoldasa
modularis algoritmusok segitségével

ERDELYI BALAZS

»A matematikaban a gondolat, ami szdmit.”
Szonja Vasziljevna Kovalevszkaja

|I. Bevezetés

A nagy szamokkal végzendd elemi miiveleteket nemcsak elméleti érdekl6désbél vizs-
galhatjuk, mivel sok olyan eljards létezik, melyben az egyes 1épések soran végre-
hajtott kerekitések végiil az eredményt teljesen haszndlhatatlannd teszik. A modu-
laris algoritmusok, néhany egyszerii szamelméleti tény felhasznalasaval, alkalma-
sak olyan algebrai feladatok megoldasara, ahol a részeredmények jegyeinek szama
nagyra nchet, kerekiteni pedig nem szabad. Cikkiinkben olyan eljarast mutatunk
meg, melynek segitségével a linearis egyenletrendszer megoldasa soran a kerekitési
hibak nélkiili szamolas még akkor is megvaldsithatd, ha a bemend adatok hibain
mar nem all médunkban véltoztatni.

Il. Hibak és algoritmusok

Tekintsiik az aldbbi példat.
Oldjuk meg az aldbbi linedris egyenletrendszert!

1121 + -+ Q1nTn = b1
(1)

Ap1%1 + -+ + AppTn = bn

Jél megfogalmazottnak nevezhetjik a feladatot?

Bizonyos esetekben nem, hiszen el6fordulhat, hogy a megoldas nem egyértelm1i,
illetve nincs is megoldéas. Helyesebb akkor talan tgy megfogalmazni a kérdést, hogy
megoldhaté-e (1), és ha igen, akkor {rjuk fel a maximdlis szdmu fiiggetlen megol-
déast? Sajnos nem. A kérdésiinket még igy sem nevezhetjiik értelmesnek, mivel a
rendszer bemend adatai — az A egylitthatométrix és a b vektor — a gyakorlati al-
kalmazasok soran rendszerint csak kozelitéen ismertek, ahol

ail N AT D) b1
A= : és b=
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Marpedig, ha a pontos értékiik nem ismert, és a megoldas nem egyértelmii, akkor a
b vektor akarmilyen kis véaltoztatdsa olyan egyenlethez vezet, melynek nincs meg-
olddsa. (Megjegyezziik, hogy ha A-t valtoztatjuk meg kismértékben, akkor az 1ij
egyenletnek majdnem mindig pontosan egy megolddsa lesz.) Ha azonban a megol-
dés egyértelmil, akkor is el6fordulhat, hogy a bemend adatok jelentéktelen (pon-
tossdgi hatdrokon beliil es6) véltoztatdsa a megoldds Oridsi ardnyd valtozdsdhoz
vezet. (Bahvalov példdja a VI. szakszaban)

Tehat célunk nem pontos megoldds megadasa, hanem j6 algoritmusok keresése
kozelité megolddsok kiszamitasara.

I11. A hiba forrasa, stabilitas

A hiba forrasa sokféle lehet. Beszélhetiink kerekitési hibardl, amely abbdl adédik,
hogy a numerikus adatok taroldsi forméja a szdmitégépeknél (fix, illetve lebeg&pon-
tos esetben is) csupédn véges pontossdgi. Az egészek halmaza példdul megszdml4l-
hatdéan végtelen szamossagu, viszont a szamitégép csak véges sok egész tarolasara
képes.

El6fordulhat, hogy a kerekitési hiba a szamitas sordan megné, az eredményben
dominanssa valik, igy nem stabilis eljarast kapunk.

Létezik olyan hibafajta is, melyet program hataroz meg, mint példdul a cson-
kitasi hiba. Lényege, hogy a legtobb numerikus mdédszer diszkrét médon kozelit
valamilyen folytonos mennyiséget. Egy integralt példaul ugy szamitunk ki nume-
rikusan, hogy kiszamitjuk a fiiggvény értékét véges sok pontban, de kordntsem
minden pontban. Egy masik példa, amikor egy fiiggvény értékét szamitjuk ki vala-
mely a fiiggvényt kozelité sor els6 néhany tagjanak Osszegeként, de természetesen
sohasem vesziink végtelen sok tagot. A csonkitdsi hiba még akkor is meglenne,
ha a szamitégépiink abszolit pontossiggal tarolnd a szamokat, és végezné a mii-
veleteket. A numerikus analizisnek ezért egyik f6 feladata az ilyen tipusu hibak
minimalizdlasa.

A kerekitési és csonkitdsi hiba dltaldban fliggetlen egyméastol, igy sziikséges egy
olyan eljaras definidlasa, mely lehetOvé teszi, hogy ha a linedris egyenletrendszer
megoldasa sordn a bemend adatok hibain mar nem is all médunkban valtoztatni,
a kerekitési hibak nélkiili szamolas mégis megvaldsithaté legyen.
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IV. Sziikséges ismeretek
Az (1) megoldasi eljardsa sordn sziikséges ismeretek a kovetkezok.

a) Cramer-szabdly: ha egy linedris egyenletrendszer szabdlyos, akkor megold-
hatd, és pontosan egy megolddsa van, amit a kévetkezd alakban keresiink (ahol
D;-t D-bél ugy kapjuk, hogy a D i-edik oszlopanak elemei helyére a b oszlopvektor
elemeit helyettesitjiik):

i-dik oszlop
4

ail e b1 . A1n
D; oo by
g = =i = [Yn ! dnn D#0,i=1,...,n.
D ail e A1n
Alp .- Qpp
b) Kinai maradéktétel (Sun Tsu Suan-Ching — i. sz. 350): Ha az my, ma, ..., mg

modulusok paronként relativ primek, akkor a

z=a; (mod mq)

x=ar (mod my)

kongruenciarendszernek barmely a1, ..., ar € Z esetén van megoldésa, és ez a meg-
oldds modulo mq, mo, ..., my egyértelmilen meghatarozott.

(Megjegyzés: © < mymg -+ - my.)

¢) A moduldris algoritmusok alkalmazdsa sordn lényeges, hogy egy determindns
abszolit értékét egyszertt médon tudjuk feliilr6l becsiilni, mivel az egészértéki de-
terminans meghatdrozasdban a kozbiilsé szdmolds soran eléfordulé értékek a mo-
dularis eljarasok soran mindig egy adott korlat alatt maradnak. Erre alkalmas a
kovetkezd tétel.

n
Hadamard-egyenlétlenség: D < [ v/a3; + - + a2,.
i=1

Ebbdl kovetkezik, hogy ha barmely a;; < M = D < (\/ﬁM )n
Az eredménynek egy masik kovetkezménye, hogy ha

ai;,b; <M (i,j=1,...,n) = D; < (vV/nM)".
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V. Az eljaras lépései

Tekintsiik az (1) bemend adatait, a;; és b; (i,7 = 1,...,n) szdmokat egészeknek.
(Ha nem lennének azok, akkor kozds nevezdjikkel beszorozva egésszé tehetdk.)
Mivel az eljaras megoldasait a Cramer-szabaly alkalmazasdval kapjuk meg, igy
feladatunk a D, D, ... D, € Z meghatarozasa.

1. Els6 lépésként szitkségiink van egy primszamtablazatra, amely sok, M-nél
kisebb, de ezen beliil minél nagyobb primszamot tartalmaz. A tdblazatbdl kivéalasz-
tunk egy p1 primet, kiszamoljuk D legkisebb maradékat p;-el osztva, amit jeloljink
DM_¢l. Eléfordulhat, hogy D) = 0, ekkor dobjuk el p;-et, mivel szdmunkra nem
hasznalhaté. Ebben az esetben pi-et szerencsétlen primszdamnak nevezziik. Annak
valészinlisége, hogy ilyen primet taldlunk, igen kicsi, mivel éppen D primosztdi-
rél van sz6, mérpedig py legfeljebb 1/p; valdszinliséggel lesz osztéja D-nek. Ha
DM £ 0, akkor vegyilk a kivetkezd primszamot és ismételjiik az elébbi eljarast
mindaddig, mig végiil rendelkezéstinkre allnak a pi,p2,...,ps primszamok, me-
lyekre D legkisebb maradékéanak értéke DM, ... D) melyek egyike sem egyenl
nullaval.

Fontos kérdés, hogy hany darab primszamot kell venniink, azaz mekkora az s
értéke? Annyi primszamra lesz sziikségiink, mig nem teljesiil az aldbbi egyenlGtlen-
ség:

pip2-ps > (VaM)".
Az aldbbi tablazatban osszefoglaltunk két példat.

n M-nél kisebb
n M (vniM) primek szozata §

2 100 20000 716539 3

10 100 1E 425 1,15E 4+ 25 14

A linedris egyenletrendszerekrél jelen esetben tehat annyit tudunk, hogy az egyiitt-
haték mindegyike kisebb, mint 100. Az els6 esetben az ismeretlenek szama 2, a
masodikban 10. Ilyen feltételek mellett az algoritmus elsé 1épése harom, illetve 14
primszam kivalasztdsat kovetGen fog véget érni.

Ha n = 10, akkor a lehetséges kivalasztand6 primek és nem megfelel6ségi valé-
szintiségiik a kovetkezo:

M-né] Kisebb | 37| 41 | 43 | 47 | 53 | 59 | 61 | 67 | 71 | 73 | 79 | 83 | 89 | 97

prime

Szerencsétlen prim

PP 2.7012.4412.33|2.13{1.89|1.69{1.64{1.49{1.41|1.371.27|1.20{1.12|1.03
valészintisége (%)
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A szerencsétlen primszam taldlati valdoszintiségébdl lathato, hogy miért sziikséges
minél nagyobb primeket vélasztani (melyek M-nél kisebbek).
2. Az algoritmus méasodik 1épéseként, oldjuk meg az

(2) Az =DWh  (mod py)

kongruenciarendszert. A megoldas egyértelmii lesz, mivel csak olyan eseteket tartot-
tunk meg, amelyekben a D maradéka p;-el osztva nem nulla. A Cramer-szabalybdl
tudjuk, hogy a Dy,...D, € Z szamok kielégitik az

anDi + -+ a1,D, = Dby

an1 D1+ -+ ann Dy = Dby,

egyenletrendszert, {gy a (2) kongruenciarendszer megoldédsai: Dﬁl), cey DV,
Az eljarast hasonléan elvégezve a tobbi primszamra, az aldbbi megolddsokat
kapjuk:

(D§1>,...,D§}>) (D§S>,...,D§§>) .

3. A harmadik lépésben a kinai maradéktétel segitségével szamithatjuk ki azo-
kat a legkisebb abszolit értékii L, vy, ..., v, szamokat, melyekre fenndll, hogy

L=DW y = Dgl), v, =D (mod py)

L=DY, vy = DES),...,vn = D;S) (mod pg).

Egyszertien belathatd, hogy L = D,v; = D1,...,v, = D,, igy a keresett szamokat
sikeriilt az algoritmus segitségével véges 1épésben meghataroznunk.

A bemutatott modszer tehdt lehetd teszi, hogy egy linearis egyenletrendszert
kerekitési hibdk nélkiil tigy oldjunk meg, hogy a szamitas menete kozben esetleg
fellépd, akar tobb széaz jegyll szamokkal nem kell dolgoznunk.
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VI. Bahvalov példaja

Tekintsiik az alabbi A maéatrixot, mely esetén a megoldéds egyértelmii, mivel deter-
minansanak értéke egy.

1 0 R 0
2
A= 10
; 2 1 0
0 0o 2 1
Oldjuk meg az (1) egyenletrendszert!
Behelyettesitve:
1 =0b
2x1 + x2 = by

2%p—1 + T = by

A formalis megoldast egyszerlien megkapjuk:

(Elzbl
$2:b2—2$1=b2—2b1

Tn = by = 2bni1 +4bp—z — ...+ (=27 by
= (—2"72)(=2by + by) + (—2"4)(=2b5 + by) + -

Tegyiik fel, hogy az egyenletrendszer jobb oldali konstansait csak kozelitéleg ismer-
jik
bop_1 = 0,5 és by, =1 (n € N+)

Ekkor
0, ha n péros,
Tn 1/2, ha n pératlan.

Mivel z,, egy viszonylag kis szam, ezért nem varunk nagy eltérést a végeredményben
amiatt, mert b, értékét nem tudjuk teljes pontossiggal.

Miérpedig, ha példaul by értékét 107 pontossiaggal ismerjiik és feltételezziik,
hogy 100 darab ismeretleniink van, akkor x,, hibdja 299-10~7 = 6, 34-10%2 nagysagu.
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