POLYGON

XX. kot. 1. szam, 2011.okt.

N; Z; Q; R — tovabb is van, mondjam még?
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Ez a cikk a dr. Pintér Lajos 80. sziiletésnapja tiszteletére, a SZTE Bolyai Inté-
zete altal 2009. oktéber 16-17-ig szervezett konferencian elhangzott azonos cimii
el6adds alapjan késziilt. Akkor egy PP bemutaté segitségével vazoltuk a komplex
szamok bevezetésének egy lehetséges véltozatat, ami egyértelmiien a szemléletes-
ségre alapozott. A teljes diasorozat bemutatdsa helyett az eldadas legfontosabb
elemeit megemlitve, most kiegészitésként a komplex szamok geometriai alkalmazd-
sanak néhany lehetéségét villantjuk fel.

Az altalanos és kozépiskoldban nagyon fontos feladat a szdmfogalom felépi-
tése. Mindvégig a szemléletesség, a gyakorlati példak felhaszndlasaval, a minden-
napi életben tapasztalt problémaék felvetésével érheté el a legjobban, hogy a tanuldk
az életkoruknak megfeleléen fokozatosan bévitsék a szdmhalmazokat (hideg-meleg,
torték felszeletelése, egységnégyzet atléja, stb.). Ezzel az alapelvvel eljutunk a valds
szamhalmaz megismeréséhez. K6zépiskoldban is csak szakkorokon, specidlis csopor-
tokban érdemes a valds szamok halmazat tovabb béviteni. Els6sorban azért, hogy
az alkalmazasok lehetdségeit megismerhessék a tanulok.

Hol kinélkozik el6szor a valds szamok bévitésének lehetésége? Nézziink egy
példat!

A hidépités komoly dolog — de lehet-e a semmibél is hidat épiteni?

1. feladat. Egy megszdllott hidépitd, aki dgy sejtette, hogy lehet, ellendrzésképpen
hidak épitésébe fogott. A rendelkezésére dllé alapanyagok: egqy darab x méterszer
x méteres négyzet alakiu badoglap és elegendd mennyiségil piros és zold festék. A
hidépité a badoglap két szélébdl egy-eqy méternyit felhajtott, ez lett a korldt. A
hid jarélapjdat zdldre festette felil, a korlatokat pedig kiviil-belil pirosra, ahogy a
mellékelt dbra mutatja. A jdrdlap alsé, nem ldthatd felére nem kerilt festék.

Két hidat épitett. Az eqyik hid esetében a jdrdlap festésekor 16 m2-rel nagyobb
feliiletet, mig a mdsik hid esetében 10 m?2-rel kisebb feliiletet kellett befesteni, mint
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a korldtok festésekor. Mekkora volt a badoglapunk oldala az egyes esetekben? Melyik
hid készilt a ,,semmibdl”? ([1])

Megoldéas. Mind a két esetben egy x? — 62 + ¢ = 0 alaki masodfoki egyenletet
kell megoldani. Az els§ esetben ¢ = —16, a masodfoki egyenlet megold6 képletét
felhasznalva két valds megoldas: x1 = 8 m és xo = —2 m adddik. Nyilvan a masodik
késziilt a ,semmibdl”. A masodik esetben ¢ = 10, akkor a masodfoku egyenlet
diszkrimindnsa negativ, nincs valés megoldas, a késébbiekben megtudjuk, hogy a
szoba johetd oldalhosszak 3+ és 3 —i. Ezek a hidak is a ,semmib&l” késziiltek, de
melyik hid épiilt inkabb a ,semmib6l”: a negativ vagy a komplex oldalhosszusagu
négyzetbol szerkesztett?

A fenti, szokatlan formdban megfogalmazott feladat szeretné illusztrdlni, hogy
a komplex szamok megjelenése bizonyos egyenletek megoldéasa sordn semmivel sem
természetellenesebb, mint mondjuk a negativ szamok megjelenése. Egyben figyel-
meztet arra, hogy a matematikai modellek adta eredményeket alaposan vizsgalni
kell a valé életbeli alkalmazas elott.

Tehat, ha a ,semmibdl hidat akarunk épiteni”, sziikség van a valés szamok
halmazénak bévitésére. A vezérelv a permanencia elve. Ami eddig j6 volt, maradjon
ezutén is az, ha lehet (nem minden maradhat, mert pl. <, > reldcié nincs a C-n)!

Nagyon fontos, hogy szemléletes is legyen a kiterjesztés. Kézépiskoldban éppen
ezért célszerli a ,vektoros” mdédszert valasztani. (A testbévités nem olyan szem-
1életes.) Ha a valds szémokon végzett Gsszeaddst és kivondst a szdmegyenesen az
origobdl a szamhoz mutaté vektorokkal a vektoroknal tanult médon definialjuk,
lehetéség van az éltaldnositsra, a bovitésre. (A szorzést és az osztdst a disztribu-
tivitds felhasznédldsdval definidljuk.) A vektor hosszdval definidlhaté a valds szam
abszolutértéke is.

A szorzds eredménye szintén megszerkeszthetd szdmegyenesek segitségével a
kovetkezd médon. Legyen b és ¢ két tetszOleges valds szdm. Az egységet, a b-t és c-t
vegyiik fel az egymaést metszd két szdmegyenesre az aldbbi abra szerint! A ¢-bél 1-
be hizott szakasszal B-bol hizott parhuzamos egyenes a hasonldsigot figyelembe
véve kimetszi az a = be szorzatot a mésik szdmegyenesbdl (szaggatott szakasz).

([2)
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Hol abrézolhatjuk a komplex szamokat? Mivel a szdmegyenest a valds sza-
mok kitoltik (R az Gsszeaddsra és szorzasra nézve test, rendezett és teljes), igy a
komplex szdmok mdr csak a szédmegyenesen ,kiviil” lehetnek (Gauss-sik). Itt meg-
emlithet6 az a nagyon izgalmas és elsére meglep6 tény, hogy a kétdimenzids siknak
és egy benne fekvd egyenesnek ugyanannyi pontja van. Ez egy tigyes kolcsonosen
egyértelmi megfeleltetéssel igazolhaté (halmazok szdmosséga).

A 2. dbra szemlélteti a komplex szamok algebrai és trigonometriai alakjat.

Im Im

b1 z i-r-sing

Re

z=a+0bi z=r(cosp+ isingp)

2. dbra

Az egyik legizgalmasabb kérdés az imagindrius egység, az i értéke. Az egység-
nyi abszolutértéken kiviil milyen tulajdonsiggal kell még birnia? A szorzas diszt-
ributivitdsdra és a szdmok abszolutértékének szorzési szabdlydra (Jab| = |al - |b])
nézve kovessiik a permanencia-elvet:
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Q

%] =lilli| =1-1=1

=42

2 2 2

(et+i)le—i)=e"—i"=e—1i
le+ille—i|=]e—i}|=v2-vV2=2

le—i*|=2=le—t|=2

Ez csak gy lehetséges, ha

S=T=i>=-1

3. abra
Ezutén értelmezhetjiik mindkét alakban a kiilonb6z6 miiveleteket. A legfontosabb
miiveleti szabélyok a szokésos jelolésekkel:

2+ =(atd)+ (bLb)i

z-2'=(a-a —b-b)+ (ab +ba')i

z aa’ +bb  a'b+ab .

; = a’? + b2 a2 + b2 t

22 =11 - rofcos(p1 + @2) + isin(pr + p2)]

n

2" =" [cos(ny) + i sin(ny)]

z 7 .
- =y loos(er = 2) +isin(er = ¢2)]
Yz = {”/F{Cos(f—l-k-g(io )—l—i-sin(f—i—k-gGO ﬂ, k=0;1...,(n—1)
n n n n

A sok ,mechanikus” és Gsszetettebb szamolds feladat utan eljuthatunk-e a mate-
matikairodalom taldn legszebb (ez szubjektiv) Osszefiiggéséhez? Ehhez a végtelen
hatvanysorok alapjait is kell ismerniink (természetesen masképpen is lehet). Ko-
zépiskoldban itt is hagyatkozhatunk a szemléletességre. Kozelitsiik a fliggvényeket
hatvanyfiiggvényekkel! A 4. dbra ezt szemlélteti (az egyes grafikonok melletti szé-
mok azt mutatjik, hogy a sort milyen kitev4jii tagig tekintjiik a kozelitésnél). [3]

Rovid, de nem olyan bonyolult szdmolas utan észrevehetjiik, hogyha a cosz
sorahoz hozzdadjuk a sinx soranak i-szeresét, éppen az e*®-et kapjuk:

e = cosx +isinz (exponenciglis alak)
Az x helyére m-t helyettesitve, rendezés utan kapjuk Euler hires formuldjat:

e™ 4+ 1 =0 vagy ™ = —1 (Euler-féle formula)
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Kozépiskoldban a komplex szdmok bevezetése utan legfontosabb dolog az,
hogy a didkok biztosan tudjanak azokkal miiveleteket végezni, vagy olyan egyen-
leteket megoldani, amelyeknek komplex gyokei vannak. Ha tanuldéink ezen a téren
mar otthonosan mozognak, komolyabb feladatokat is tiizhetiink ki szamukra. Ezek
kozil talan a legszebbek a geometriai alkalmazéasok, amikor is egy geometriai fela-
datot a komplex szamok segitségével sokszor a hagyomanyos médszertdl lényegesen
egyszerlibben meg tudunk oldani.

Nézziink két ilyen, egy konnyebb és egy nehezebb geometriai alkalmazast!

2. feladat. Igazolja, hogy az eqységsugari kérbe irt szabdlyos hatszdg ot csicsdnak
a hatodik csucstol mért tdvolsdgdt dsszeszorozva 6-ot kapunk! [4]

1. megoldas (elemi geometriai). Az 5. dbra alapjin egyszerti trigonometriai ossze-

fliggéseket és a szabalyos hatszog tulajdonsigait kihasznalva konnyen adédik az
allitds: 1-v3-2-v/3-1=6
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A2 Ay

Az

A5

5. dbra

2. megoldas (komplex szamokkal). Az dltaldnositds megszoritasa nélkiil legyen a
szabdlyos hatszog hatodik csticsa Ag, az eg = 1 komplex szammal megadott cstcs.
Tovabba legyen a hatszog tobbi csticsa Ay = ex = /1 (hatodik egységgyokok,
k=1;2;3;4;5).

i

— 1t

6. dbra

Ekkor Ay — Ag = e — 1. Haszndljuk fel, hogy a szorzat abszolutértéke egyenld
a tényezOk abszolitértékének szorzatavall Igy azt kellene beldtnunk, hogy:

|(ex — 1)(e2 — 1)(es — 1)(ea — 1)(e5 — 1)| = 6

Tudjuk, hogy
6 _ 5., .4, .3, 2
2 =1l=(r-1)(a+z"+z°+2*+2+1)
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igaz minden z-re. Az egyenldség jobb oldaldn 1évé szorzat mésodik tényezdje egy
egész egyutthatos 6todfoku polinom, ez tehat felbonthatd gyoktényezdinek szorza-
tara. E polinomnak azonban a gyokei éppen eq, ea, €3, e4 és e5. Ezért

Pttt l=(z—e)(r—er)(x —e3)(x —eq)(x —e5)

igaz minden x-re. Ha most az x helyére 1-et helyettesitiink, és a szorzat abszolu-
tértékét vessziik, éppen a bizonyitandé allitast kapjuk.

Altalanositas (2. feladat). Igazolja, hogy az egységsugari korbe irt szabdlyos n-szdg
n — 1 csucsdnak az n-edik csicstol mért tavolsagdt dsszeszorozva n-et kapunk!

Megjegyzés. A komplex szdmos bizonyitds az n = 6 esetre nehezebb és bonyolul-
tabb, mint a geometriai, de sugallja az altalanositas lehetGségét, Gtletet ad annak
bizonyitdsdhoz (fokozatossdg). A komplex szdmok ,ereje” ekkor mutatkozik meg
igazan, hiszen a geometrial modszernél dltalanos esetben nagyon nehéz lenne a
trigonometrikus Osszefiiggésekkel dolgozni.

3. feladat. Az OAB és OA'B’ cllentétes koriljdrdsi szabdlyos hdromszigek O csi-
csa kozos. Bizonyitsuk be, hogy eqyrészt az AA’, OB, OB’; mdsrészt a BB', OA,
OA’ szakaszok felezbpontjai szabdlyos hdromszogeket hatdroznak meg! [5]

1. megoldas (elemi geometriai). A feladatot elészor klasszikus, sikgeometriai mé-
don oldjuk meg, hogy a két mdédszer kézotti kiilonbségeket, eltéréseket itt is szem-
1éltesstik.

Tekintsiik elészor a 7. abrat! Célunk annak igazoldsa, hogy DEG haromszog
szabdélyos.

B
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Ehhez megmutatjuk, hogy az FEG, OED és CGD haromszogek egybevagok.
FE az A’B’O hiromszogben kézépvonal, igy FE | A’B’ és FE = %. Hasonlé-
képp CG || A'O és CG = A/TO. Végil E a B'O szakasz felezépontja, igy EO = B;O.
Mivel A’ B’O haromszog szabélyos, ezért adédik, hogy FE = CG = EO. Hasonlé-
képpen kapjuk, hogy FG =CD = OD.

Vegyiik észre, hogy az FG egyenest 60°-kal (pozitiv irdnyba) elforgatva OD-
vel parhuzamos egyenest kapunk! Ugyanakkor az F'E szakaszt E pont koriil 60°-kal
(pozitiv irdnyba) elforgatva OF szakaszt kapjuk. Emiatt EFG4 = EOD. Hasonlé
megfontolassal azt kapjuk, hogy EFG, = EOD4 = GCD.

Mindezekb6l mar kévetkezik, hogy az EFG, OED és CGD haromszogek egy-
bevagok. Ez pedig azt jelenti, hogy GE = ED = DG, ami éppen a DEG haromszog
szabélyossagat igazolja.

Megjegyzések. A 8. abran lathaté eset az el6z6 esethez teljesen hasonlé médon
bizonyithaté.

8. abra

A most bemutatott megoldds azonban, sajnos, nem teljes. Kihasznaltuk, hogy
az abra ,agy van, ahogy latjuk”. Azt azonban nem vizsgaltuk meg, miként valtoz-
hat a feladat, ha pl. az A’B’O és ABO héromszogek (részben) fedik egymést. Hétra
van tehat a diszkusszid, és el6fordulhat, hogy néhany esetet még a legalaposabb
munka esetén is kihagyunk. Ha a feladatot a komplex szamok segitségével oldjuk
meg, akkor ezeket a kellemetlenségeket elkeriilhetjiik, hiszen algebrailag biztosan
csak egy esetet kell megvizsgalnunk.

2. megoldas (komplex szamokkal). Elég az egyik felezOpont-hdrmasra igazolni
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az &llitast, a masik pontharmasra teljesen analég mddon torténik a bizonyitas.
Tekintsiik a 9. abrat!

9. dbra

Helyezziik el az dbrat a komplex szamsikon ugy, hogy az O pont az origéval
essen egybe! Legyen € = cos60° + 7 - sin 60°, valamint A helyvektora a, B’ helyvek-
tora pedig b. Ekkor B helyvektora ae, A’ helyvektora pedig be lesz. A bizony{tdsnal
kihasznaljuk majd, hogy a komplex szamok szorzasa forgatva nyujtas geometriai
transzforméciénak felel meg a sikban, valamint azt hogy €2 —e¢ +1 = 0.

Az AA’, OB, OB’ szakaszok felez6pontjai rendre:

_a+be P o b
9= 2 ~2
Ebbdl kovetkezik, hogy:
be — b—
g—d:m% il e—d= 220
Forgassuk el (e — d)-t 60°-kal!
be —as? be—a-(e—1) a+bs—ae
—_ d . = = = = — d
(e—d)-e 5 5 5 g

Ezzel belattuk, hogy az GDE haromszog szabélyos.

A hely szlike miatt természetesen nem vallalkozhattunk a komplex szamhal-
maz preciz vagy egy mésfajta (pl. testbévités) felépitésére, nem térhettiink ki egyéb
alkalmazasokra sem. Emlithettiik volna pl. a jol ismert addicids tételeket vagy a
fizikai alkalmazasokat is.
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A cim mésodik részében feltett kérdést (-tovabb is van, mondjam még?) djra
feltehetnénk. Lehet-e tovabb folytatni a b6vitést? Ha igen, meddig? Ez még tovabb
nytulik a kozépiskolds szintnél (Hamilton-féle kvaternidk, ferde test, Frobenius).
Erdemes viszont az 6nallé kutatésra legfogékonyabb didkjainkat ebbe az iranyba is
elinditani.

Tudomanytorténeti szempontbol Cardano, Bombelli, Fuler és Gauss mellett
meg kell emliteni még a két Bolyait is, akik szintén jelentset alkottak ezen a
tertileten.

-~ 1lyen, hogy »négyzetgyok minusz egy«, nem létezhet.... Csak éppen az az
érthetetlen, hogy mégis szamolhatunk imaginarius vagy mads ilyen képtelen érté-
kekkel, és végiil mindennek ellenére redlis értéket kapunk eredményiil... . Hit nem
olyan ez, mint egy hid, amelynek csak elsé és utolsé pillére van, a pillérek kozott
pedig semmi, és te mégis olyan biztonsaggal mégy at rajta, mintha nem kellene a
folyéba esned? En mindenképp csaldst szimatolok az ilyen szamitasban, ahol csak,
hipp-hopp, ott legyek, ahol akarok... . Es a legkisértetiesebb szamomra a matema-
tikanak ez az ereje, amely csakugyan atvisz minket a nem 1étezé hidon, anélkiil,
hogy lezuhannank réla.” (R. Musil: Térless iskolaévei) [6]

A cikk szerz6irél: Marczis Gyorgy a gyulai Erkel Ferenc Gimndzium matema-
tikatanara, matematika szaktandcsadd. 2009-ben Huszdr Kristof az ELTE els6 éves
matematikus hallgatdja, Pdlinkds Istvdn a békéscsabai Gépészeti és Szamitastech-
nikai Szakkozépiskola végzos didkja volt.
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