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Unalmas analizis?
ToTIK VILMOS

1977 &prilisiban egy szép tavaszi napon Pintér Lajos bement Szegeden a IV. éves
programtervez6 matematikusokhoz differencidlegyenlet-gyakorlatot tartani, és az
aldbbi feladatot diszkutalta.

A sik bizonyos rdcspontjaiban (egész koordindtdju pontjaiban) békdk vannak, ame-
lyek a kovetkezdképpen mozognak: egy béka dtugorhat egy mellette dllo békdt ha
a mogétte levd rdacspont tires, viszont az dtugrott béka ekkor lekeril a sikrol. Iga-
zolni kell, hogy ha kezdetben egyetlen béka sincs a felsé félsikon, akkor soha mem
Juthatnak el 5 magassdgba (azaz az y =5 egyenest nem tudjik elérni).

Ez a feladat John Conwaytdl szarmazik (néla békék helyett katondk voltak, 1d.
[2, 154. oldal]), és megolddsa, amit Pintér tandr ar az 6ran elmondott, a kovetkezo.
Azt igazoljuk, hogy pl. a (0,5) pontba nem lehet békat eljuttatni. Ehhez legyen
q = (v/5 — 1)/2 (az aranymetszés aranyszama), és az (i, j) pontba helyezziik el a
g5 silyt (1d. az 1. abrat).

Itt a kitevd az a szdm, ahdny (minimdlis szdmu) 1épéssel a (0,5) ponthdl el-
juthatunk az (4, j) pontba. Azt fogjuk vizsgélni, hogy azon mez8k &sszstlya hogyan
valtozik, amelyeken béka all. Ehhez vegyiik észre, hogy q + ¢®> = 1 (ezért valasz-
tottuk ¢-t annak aminek), igy ha egy ugrds sordn, pl. az (i, j) pontbdl az (i + 2, j)
pontba ugorva, kozelediink a (0,5) ponthoz (azaz i < —1), akkor az Gsszsily vél-
tozasa:

li+2]+15—-5] li+1]+15-5] _ qli\+lj—5\ — q|i+2\+lj—5\(1 —q- q2) =0

q —4q
(valéban, (i,7)-ben és (i 4+ 1,7)-ben &llt egy-egy béka, és helyettiik az ugrds utdn
(i + 2,7)-ben lesz egy béka). Hasonléan ldthatd, hogy ha egy ugrds sordn nem
kozelediink a (0,5) ponthoz, akkor az Osszsily csokken (pl. ha a fenti Gsszegben
1 > 0, akkor az Osszsily-valtozas

g RISl it =5l it i =8l — il (2 — g — 1) < 0).
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1. &bra. 3 egymasutani megengedett béka-1épés

Mérmost egyszerli szamolds adja, hogy a teljes als6 félsikon (beleértve a szdme-
gyenest is) levé silyok osszege 1, igy a kezdeti konfigurdciéndl a teljes Osszsuly
legfeljebb 1. Marpedig a békak ugraliasa soran az Osszsuly nem né, igy az nem
lehetséges hogy végiil olyan konfigurdciéhoz érkezziink amelyben béka all a (0, 5)
pontban, hiszen csupdn ehhez a békdhoz rendelt sily 1 (és vagy eleve 1-nél kisebb
Osszsulyunk volt ha az alsé félsik nem minden mezején allt eredetileg béka, vagy
pedig ha minden mezén &llt egy, akkor a végallasban is lesznek az als6 félsikon
békék, hiszen e végillasig véges sok 1épést tettiink meg).

Természetesen a fenti feladatnak semmi kéze nem volt a differencidlegyenlet-
gyakorlaton egyébként vett anyaghoz, viszont a hallgatokban érdeklodést valtott
ki, és figyelmesen kovették a diszkussziot. Pintér Lajos maéskor is élt az oktatoi
szabadsag ilyetén vald alkalmazaséaval, és gyakran hallottunk téle érdekes feladato-
kat, levezetéseket. Ez annyira megmaradt bennem, hogy kés6bbi tanari palyamon
magam is gyakran folyamodtam a figyelemfelkeltésnek ehhez az eszkézéhez; mind
a mai napig szinte mindig mondok olyan feladatokat ill. a matematika torténete-
tébol olyan eseményeket, példakat, amelyek az éppen targyalt anyagrészrol jutnak
eszembe, még ha azok szigoriian nem is részei a targyalt anyagnak. Gyakran azon-
ban még erre sincs sziikség, kis odafigyeléssel sokszor az éppen targyalt tertileten
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is taldlhatunk olyan feladatokat, amelyek a hallgaték érdeklodését felkelthetik ill.
fenntarthatjak. Az alabbiakban néhany ilyen feladatot targyalok az analizis terii-
letérol.

A matematikai analizis a matematika valésziniileg leghatékonyabb mddszere,
amely Newton és Leibniz 6ta hihetetlen mértékben atalakitotta a tudoményokat
és igazi sikertorténet. Viszont ennek elsajatitasa csak rendkiviil sok gyakorlassal
lehetséges; differencidlni vagy integralni csak tugy lehet megtanulni, ha az ember
megcesindl sok-sok tucat derivéldst és integraldst. Ezt gyakran a hallgaték (és sok-
szor maguk az oktatdk is) unalmasnak, rutinszeriinek tartjak, és ha egy csoporttal
mar 4-5 alkalommal differencidlunk vagy integralunk, elkeriilhetetleniil lankad a
figyelem, és a gyakorlat sem éri el céljat. Ilyenkor sokat segithet egy-egy olyan

Annak illusztraldséara, hogy a Pintér tanar urtdl ellesett modszernek igenis van
jogosultsdga az oktatasban elég megemliteni, hogy én azt méar régen elfelejtettem
milyen feladatokat targyaltunk 1977 tavaszan differencidlegyenlet-gyakorlatokon,
viszont a békas feladatra és annak megolddsira maig emlékszem.

1. Oroszlan és szeliditoje
1 1
E E = 00, E ﬁ < 00

Osszegek alkalmazdasat illusztralja. A feladatot el6szor valésziniileg szintén Pintér
Lajostol hallottam, eredetileg Richard Rado egy problémaéja volt.

Ez a feladat a

Egy megvadult oroszlan és szeliditdje egyforma mazximdlis sebességgel tudnak mo-
zogni eqy ketrecben. A feladat az, hogy a szelidité hogyan keriilheti el, hogy az orosz-
ldn valaha is elkapja (mindkettét pontszerinek tételezzik fel).

A feladat egyszerii lenne ha az egész sik a szelidité rendelkezésére dllna, hiszen
akkor az oroszldnnal dtellenes irdnyban maximalis sebességgel futva egy egyenes
mentén a szeliditd, az oroszlan soha nem érhetné utol 6t. A nehézség abbdl ered,
hogy a ketrec behatéarolja a mozgasukat.

A megoldas a kovetkezd. Feltehetd, hogy mindkettejiik maximalis sebessége
1. Legyen kezdetben a szelidité az origéban, és tegyiik fel, hogy az origé korili R
sugaru korlap is még a ketrecben van. Marmost egy kis r pozitiv szamot valasztva a
szelidité n = 1,2, 3, .. .-ra rendre menjen r/n ideig merdlegesen az &t az oroszldnnal
0sszekoto szakaszra maximalis sebességgel 1igy, hogy az origdhoz a lehet6 legkoze-
lebb keriiljon (ez utébbi feltétel kijeloli a mozgds irdnyét a kettejitket Gsszekotd
szakaszra mer6leges egyenesen). Pontosabban, itt iitemezéssel n = 1,2, ... 1épésrél
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Oroszlan

Szelidito

2. dbra.

beszéliink, és az n-edik 1épésben mozogjon a szelidit6 arra a szakaszra merélegesen,
amely 6t az el6z6 1épés megtétele utdn koti dssze az oroszldnnal (1d. 2. dbra).

Az biztos, hogy az oroszlan nem fogja semelyik 1épésben elkapni a szeliditét,
hiszen ha ez nem tortént meg n 1épés utan, akkor kettejiik tavolsaga pozitiv, és mivel
a szelidité az (n + 1)-edik lépésben egy, az Ot az oroszlannal Osszekot6 szakaszra
merdleges egyenesen mozog, tdvolsdguk pozitiv lesz az (n + 1)-edik lepés utédn is.
Eszerint ha a fenti stratégia alkalmazhat6 gy, hogy a szelidité soha nem titkozik
a ketrec falaba, akkor elkeriili azt, hogy az oroszlan elkapja, hiszen a fenti 1épések

TN

n=1

soran eltelt id6

Azt kell tehat csak igazolnunk, hogy a fenti stratégidval soha nem iitkozik a sze-
lidité a ketrec falaba, és ehhez elég megmutatni, hogy az origétdl vett tavolsaga
mindig kisebb R-nél. Legyen d,, az origdtdl vett tavolsaga n 1épés utan; dy a kezdeti
tavolsdg. Ekkor n = 0,1,2,...-re vagy d,, <71 és igy dp11 < dp, +7/(n+1) < 2r,
vagy pedig d,, > r és ekkor, mint azt elemi geometriai meggondolds mutatja,

A1 S V& + /(0 +1))? <dp +7%/2d(n+1)* < dn +7/2(n+1)°,
Tehat mindenképpen

T o— 1
dy <20+ o5 ———
= r+2n§::0(n+1)2

ami R-nél kisebb ha r elég kicsi (felhaszndlva, hogy

oo

Z(n—i—l <1 +Z +Z<ﬁ_n+1) 2

n=0
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adddik, hogy az r = R/3 vélasztds megfeleld).
Egy maésik megoldésra 1d. [1], 1. feladatat.

2. Csiga és a gonosz fiu

Ez a feladat az )
/;dlena:—M)o ha x —

illusztraldsara szolgal.

Egy 1 m hosszu gumiszalag egyik vége ragzitett, és ebben a végében van egy csiga,
amely 1 m/h sebességgel tud mdszni. A szalag mdsik végében a csiga szdmdra va-
lami inyencfalat van elhelyezve, amit a csiga szeretne megkaparintani. Viszonyt egy
gonosz fii elkezdi hizni a szalag szabad végét 10000 m/h sebességgel. A kérdés az,
hogy végil a csiga hozzdjut-e az inyencfalathoz, azaz eléri-e a szalag mdsik, mozgo
végét?

A megoldashoz legyen a szalag rogzitett vége az origéban, a fiu szaladjon az
x tengelyen pozitiv irdnyban, és a t idépontban legyen a csiga helyzete az y(t)
pontban. Tehat y(0) = 0, és a fii helyzete a ¢ id6pontban 1 4+ 10000t. Vegyiik
észre, hogy a csiga valédi sebessége két komponensbdl all: egyrészt a sajiat 1 m/h
sebességébdl, masrészt abbdl a sebességbdl, amivel a mogotte levd szalagrész nylik.
Arényos nyulast feltételezve ez y(t)/(1 + 10000t)-szer akkora mint a fid sebessége,
tehat a csiga sebessége

¢
1+ 10000—Y®

Trio000;  \/s)

Tudjuk, hogy ez a hely-id6 fliiggvény derivaltjaval megegyezik, tehat

y(t)
(1) = 1+ 10000—2Y
y'(8) =1+ 10000—= 0007

Osszunk végig (1 4+ 10000¢t)-vel:

'(t t 1
YO oon—tB |
1+ 10000¢ (14 10000¢)2 1+ 10000t

és vegylik észre, hogy itt a bal oldalon az y(t)/(1 + 10000¢) derivéltja &ll, mig a
jobb oldalon levé kifejezés In(1 4+ 10000t) /10000 derivaltja. Tehat

y(t) " (In(1+10000t)\’
14 10000t) 10000 ‘
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Mindkét oldalt 0-t6] T-ig integrilva és figyelembe véve, hogy y(0) =0 ésInl1 =0,
kapjuk, hogy
y(T)  In(1+100007)
14100007 10000

(ez a formula integralds nélkiil is ad6édik abbdl, hogy ha két fliggvény derivéltja
egyenld, akkor 6k csak konstansban kiilonbéznek). A bal oldalon éppen a csiga
ill. a fin (T idépillanbeli) origétdl vett tdvolsdgdnak a hédnyadosa &ll, és az eredeti
kérdés az, hogy ez valamikor lesz-e 1. Marmost a jobb oldal folytonosan né 0-t6l a
végtelenig mialatt T befutja a [0, 00) intervallumot, igy lesz egy olyan T idépont
(ez éppen T = (%090 — 1)/10000), amikor az értéke éppen 1. Tehdt ebben az
idopillanatban a csiga utoléri a szalag masik végét.

3. Korlap fedése savokkal

Ez a feladat az alabbi formula alkalmazaséara szép példa: ha adott egy nemnegativ
y = f(x) fiiggvény az [a, b] intervallumon és a gdrbéjét megforgatjuk az = tengely
kortl, akkor az igy kapott forgasfelszin

b
(1) 27r/ F@)VIT (@) P,

Igazolando, hogy egy 100 sugari korlapot nem lehet 199 db 1 szélességil sdvval
lefedni.

Jegyezzitk meg, hogy 200 db 1 szélességii savval konnyl lefedni pl. az origd
kortli 100 sugaru korlapot; ehhez nem kell mést tenniink, mint hogy az = = j,
j = —100,-99,...,99, 100 egyenesek altal meghatarozott savokat tekintjiik.

Altaldban az eredmény, amit igazolunk, az az, hogy ha dy, ..., d; szélességi
savokkal lefedhet6 egy R sugara korlap, akkor

2R<dy + -+ -+ dy.

Az igazolashoz legyen az R sugaru D korlap kozéppontja az origd, és képzeljink
el egy G gombfeliiletet ezen korlap f6lé (pontosabban, a korlap hatéra legyen e
gombfeliilet egy f6kore). Ha van egy d szélességli S sdvunk, akkor ennek D-vel vett
metszetét vetitsiik fel az G gombfeliiletre (1d. a 3. dbrat).

fgy egy gombgyurit kapunk a gémb felilletén, amelynek felszinét konnyen
kiszamithatjuk az (1) formuldval. Valéban, az dltaldnossdg megszoritdsa nélkiil fel-
tehetd, hogy az S sdv merdleges az x tengelyre, azaz S azon (x,y) pontokbdl &ll,
amelyekre a < x < b valamely —R < a < b < R, b — a = d szamokkal. Ekkor a
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é

\V

3. 4bra.

felvetitéssel kapott gombgy{irli nem més, mint az y = vVR? — 22, x € [a, b], fiigg-
vény grafikonjanak az x tengely kortli megforgatdsaval kapott feliilet, igy ennek
felszinét (1) adja az f(xz) = vV R? — 22 vélasztéssal. De itt

2
Fa)TT TR = VRE - \/ () =R

ezért a kérdéses felszin 2r R(b—a) = 2wd. Ami igazdn meglepd ebben a formuldban
az az, hogy a felszin nem fiigg attdl, hogy a gdbmbgyiri hol helyezkedik el, a felszin
csak a gombgylirii magassigétodl fligg (ennek a ténynek az tn. hengeres vetitéssel
kapcsolatos kovetkezményeire vonatkozéan 1d. pl. a [3] dolgozatot). Marmost ha
a dy,...,dy szélességli Sq,..., Sk savok lefedik az R sugari D korlapot, akkor a
megfelel6 S; N D metszetek felvetitettjei lefedik a G gombfeliiletet, igy Gsszfelsziniik
legalabb akkora, mint G felszine, azaz 4mR?. A fentiekben lattuk, hogy S; N D
felvetitettjének felszine legfeljebb 27d; R (itt egyenl6ség van, ha az S; sav mindkét
oldala metszi a D korlapot), ezért végkonklizidként felirhatjuk, hogy

2rdi R+ - - - + 2nd, R > 47w R?,
amibdl az allitds 27 R-rel valé osztéssal adédik.
Végezetill megemlitiink még két hasonlo feladatot.

4. Téglalaplefedés

Ez az (e*) = e* azonossig egy alkalmazdsdra lehet példa.
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Ha egy téglalap felbonthatd olyan téglalapokra, amelyek valamelyik oldalhossza egész
szam, akkor az eredetinek is valamelyik oldalhossza egész szdm.

Ehhez integraljuk az e*2™(*+¥) fiiggvényt a fenti téglalapokon, és hasznéljuk
fel az (e*)’ = e* azonossdgot (valds ill. képzetes részeket véve elkeriilhetd a komplex
fliggvények hasznalata, de ekkor a megoldas kevésbé elegans. T6bb mas megoldas
taldlhaté a [4] cikkben).

5. Afrikai szafari

Ez a feladat fiiggvénytranszformécidékkal kapcsolatban emlitheté meg.

Valahdny odzisban annyi tizemanyag van elhelyezve, amely éppen elég egy koritra
kozottik. Ekkor valamelyik odzisbdl elindulva a korut megtehetd.

A megoldas abbdl &ll, hogy kiindulunk valamelyik odzisbél, felrajzoljuk a
wkocsiban levd lizemanyag’—, megtett Gt” grafikont, és észrevesziik, hogy mas oa-
zisbol elindulva a megfeleld grafikon az eredetinek egy transzforméaltja. Marmost
a feladat az, hogy ez a transzformécié lehet olyan, hogy utdna a grafikon minden
pontja a ,megtett Gt” tengelyen, vagy a folott van. Egy mésik megoldéasra 1d. az
[1] konyv 7. feladatét.
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