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Az f(z) =0 egyenlet gyokének kozelitése a hir-, a szelo- és
az érintomddszerrel

MOricz FERENC

1. Bevezetés

Az algebra alaptétele szerint tetszéleges P(z) = 0 egyenletnek, ahol P(z) n-edfoku
polinom valés egyititthatokkal:

n
x) =Zakmk, an, #0, n>1;
k=0

a multiplicitdsokkal szamitva pontosan n gydéke van a komplex szamok testében,
legyenek ezek &1,&a,...,&,. Az is jél ismert, hogy a P(x) polinom eléallithat6 az
(x — &) Gn. gyoktényezdk szorzataként:

H T = &k)-

Tovabba, ha valamely £ gyok komplex szam, akkor £ komplex konjugaltja, amit
£-sal szokds jelolni, szintén gyoke a szébanforgd egyenletnek; € és € multiplicitdsa
is megegyezik.

Emlékeztetiink arra, hogy a P(x) = 0 egyenletnek ¢ akkor m-szeres multip-
licitdasi gydke, ha P(x) maradék nélkil oszthaté az (z — §)™ gyoktényezével, de
az (z — &)™t tényez6vel mar nem oszthaté maradék nélkiil. J6l ismert, hogy a
P(x) = 0 egyenletnek ¢ akkor és csak akkor m-szeres multiplicitast gyoke, ha

P =P =P'(¢)=--=P"m D) =0, de P"(¢#0,

ahol P’(¢) a P(x) polinom

n
= E ka1t
k=1
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differencidlhdnyadosa az z := & helyen, P”(£) a mésodik differencidlhdnyadosa,
oo, PM)(€) pedig az m-edik differencidlhanyadosa.

A P(z) = 0 egyenlet megolddsdt az algebréban gy definidljak, mint olyan
eljardst, amely az egyenlet &1, &a, . . ., &, gyOkeit a P(x) polinom ay,, ap_1,...,a1,ao
egylitthat6ibdl kizardlag a négy alapmiivelet (6sszeadds, kivonds, szorzds és osztés)
és pozitiv egész kitevGji gyokvonds véges szamu lépésben torténd alkalmazasaval
adja meg. Példaul, az els6foki ax+b = 0, a # 0, egyenlet egyetlen gycke &€ = —b/a;
a mésodfokd az? +bx +c =0, a # 0, egyenlet gydkeit a kozépiskolabdl jol ismert

gyOkképlettel szamitjuk:
—b=+ Vb2 — 4ac
Qo=

amelyben a négy alapmiivelet mellett még négyzetgyokvondasra is sziikség van.
Az egyetemi algebra el6adasaibdl ismerjiik, hogy tetszéleges harmadfoki egyen-
let gyokeit Cardano gyokképletével szamithatjuk ki a négy alapmiivelet, négyzet-
és kobgyokvonds véges szamu alkalmazésaval. S6t, Ferrari modszerével tetszéleges
negyedfoku egyenlet megoldédsa visszavezetheté harmadfoki egyenlet megoldédsara.

Viszont a hires Ruffini—Abel tétel szerint az altalanos 6todfoku és ennél ma-
gasabb foku egyenletek gyOkei mar nem minden esetben szdmithaték ki a négy
alapmiivelet és egész kitevojlii gyokvonas véges szamu 1épésben torténd alkalmaza-
saval.

Megjegyezziik, hogy mér a harmad- és negyedfoki egyenletek algebrai tton
torténd megoldasa is tobbnyire olyan szamitasi és egyéb nehézséggel jar, hogy a
miiszaki- és természettudomanyi alkalmazasokban egyszeriibb és hatékonyabb nu-
merikus megoldasi médszereket haszndlni mér ezen egyenletek esetében is. Gon-
doljunk példdul a harmadfoku egyenlet azon esetére, ami az irodalomban ,, casus
irreducibilis” néven ismeretes. Ebben az esetben a harmadfoku egyenletnek harom
kiilonb6z6 valés gydke van, de a valds szamok kérében maradva, Cardano gyokkép-
letével ezekhez nem lehet eljutni. (Lésd részletesen az [5] tankdnyvben.)

A cikkiink cimében jelzett harom numerikus médszer mindegyike alkalmas tet-
sz0leges fokszamu egyenlet gyokeinek elére megadott pontossdggal kozelité meg-
hatarozasara. S6t, ezek a numerikus modszerek alkalmasak az Un. transzcendens
egyenletek megoldasara is, példaul az

x—coszr=0, e —2x=0, logoz++Vz—2=0

egyenletek gyokének kiszamitdasara. Az egyetemi Kalkulus el6addsaibdl jolismert,
hogy a trigonometrikus-, exponencialis- és logaritmus fiiggvények értékét, néhany
kivételes helytdl eltekintve, csak végtelen hatvanysorral tudjuk pontosan megadni.

Cikkiinkben az f(z) = 0 egyenlet valamely & gyokének kozelité meghatdroza-
saval fogunk foglalkozni, ahol f(z) valds értékii fiiggvény, amely £ kornyezetében



Az f(x) = 0 egyenlet gyokének kozelitése 13

folytonos; gyakran még azt is feltessziik, hogy ott f(x) egyszer vagy kétszer diffe-
rencialhato is.

2. A harmdédszer

Ez egyike a legrégibb id6k 6ta hasznalt gyokkozelité moédszereknek. A hirmédszer
latin neve: ,regula falsi’, amely magyarra ugy fordithaté, hogy ,a helytelen (vagy
téves) helyzet szabdlya” (az angol nyelvi forditdsa: ,rule of false position”). Az
elnevezés arra utal, hogy az f(xz) = 0 egyenlet £ gyokét keresve, az attol esetleg
tavolra esé a és b kozelitésekbdl kiindulva 1épésenként egyre kozelebb jutunk a
keresett £ gyok pontos értékéhez.

A hurmdédszer geometriai leirdsa a kovetkezd. Legyen az f(x) fliggvény értel-
mezési tartomanya az [a, b] zart intervallum. Feltessziik, hogy f(z) folytonos és az
intervallum két végpontjaban ellenkez§ eléjelli értéket vesz fel, azaz f(a)f(b) < 0.
Mivel zart intervallumon folytonos fiiggvény minden kozbeesd fiiggvényértéket fel-
vesz, ezért f(xz)-nek van zérushelye az (a,b) nyitott intervallumban, amely tehét az
f(z) = 0 egyenlet gyoke. Tehét a ,,gyok” és ,zérushely” szavakat szinonim értelem-
ben hasznédljuk. Azt is feltessziik még, hogy f(z)-nek csak egyetlen zérushelye van
(a, b)-ben, amit &-vel jelolink.

Az f(z) fiiggvény & zérushelyét az 1. Abran lathaté médon kozelitjiik. Legyen
ag := a és bp :=b. Az y = f(z) grafikon (ao, f(ao)) és (bo, f(bo)) pontjait hirral
kotjiik ossze (innen jon a médszer magyar neve), amelynek egyenlete

f(bo) — f(ao)

by — ag

y — f(xo) = (r — ap).

Ennek az z-tengellyel valé & metszéspontjit (ahol y = 0) meghatdrozzuk:

f(bo) — f(ao)

bo — ao

—f(xo) = (&1 — ao),

amelybdl kapjuk, hogy

ao f(bo) — bof(ao)
f(bo) — f(ao)

(2.1) &1 =
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1. Abra

Ha esetleg (&) =
Ha f(¢) # 0
lehetséges:
(i) Ha f(ao)f(&1) > 0 (ez az eset az 1. Abran), akkor legyen a; := & és by := b.
(ii) Ha f(ao)f(&1) < 0, akkor legyen aq := ag és by := &;.
Ezutdn az el6z6 eljardst megismételjik az [aq,b1] intervallumon és &2-vel je-
16ljik az a-tengely azon pontjdt, amelyben az y = f(x) grafikon (a1, f(a1)) és
(b1, f(b1)) pontjait 6sszekotd hir metszi. A (2.1) képlethez hasonléan kapjuk, hogy

a1 f(b1) — b1 f(a1)
f(01) = flar)

Ha esetleg f(&2) = 0, akkor & a keresett zérushely és az eljards befejezédik.
Ha f(&) # 0, akkor az eljdrdst az el6zéek szerint megismételjikk az f(&2)
elgjelétdl fugegd [az, ba] sziikebb intervallumon. Az §ltaldnos esetben az eljards véges

c ez

0, akkor &; a keresett zérushely és az eljaras befejezodik.
(ez az altaldnos eset), akkor f(&;) el6jelét tekintve két eset

b=

kapjuk, hogy

anf(bn) - bnf(an)
f(on) = flan)

Ezéaltal egymdsba skatulydzott [a,,b,] intervallumok olyan sorozatdhoz jutunk,
amelyek mindegyike tartalmazza a keresett & zérushelyet. Késébb az 1. Tételben
bizonyitani fogjuk, hogy az [ay,, b,] intervallum hossza 0-hoz tart, ha n — co. Ebbél
kovetkezik, hogy

(2.2) i1 = n=0,1,2,....

lim a, = lim b, =&.
n—oo n—oo

Megjegyezziik, hogy az 1. Abran lathaté fiiggvény konvex az [a, b] intervallumon
és f(a) < 0. Az eljarés sordn a kiindul6 [a, b] intervallum jobboldali végpontja végig
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helyben (fixen) marad: b, :=b, n =0,1,2,.... Hasonlé a helyzet, ha f(z) konkév
az [a,b] intervallumon és f(a) > 0 (14sd a 2. Abrén). Az eljards sordn most is a
kiindul6 [a, b] intervallum jobboldali végpontja marad végig helyben.

~~----—--9
&

2. Abra

Abban az esetben viszont, ha az f(x) fiiggvény konkév az [a,b] intervallumon
és f(a) < 0, akkor az eljards sordn a kiindulé intervallum baloldali végpontja
marad végig helyben: a,, :=a, n=0,1,2,... (l4sd a 3. Abrén). Hasonlé a helyzet
akkor is, ha az f(z) fiiggvény konvex az [a,b] intervallumon és f(a) > 0 (l4sd a
4. Abra’m). Megjegyezziik, hogy a 3. Abrén levé fiiggvény monoton névé, a 4. Abrén
lev§ fliggvény pedig monoton csékkend, de ennek nincs jelentésége a hirmoédszer
szempontjabdl.

R 1=)

3. Abra



16 Méricz Ferenc

4. Abra

Ha az f(z) fiiggvény viselkedése nem annyira ,szabélyos”, mint az 1-4. Ab-
rakon, akkor az eljards soran kapott &1,&s, ... kozelitések egyik része a baloldali

(a, &) intervallumba, mésik része pedig a jobboldali (£,b) intervallumba esik (1dsd
az 5. Abran).

Miér a fentiek szerint is kézenfekvo, hogy az eljardssal kapott (&, :n=1,2,...)
un. iterdcios sorozat az f(x) = 0 egyenlet £ gyokéhez konvergél. A latin eredetii ite-
racio szo jelentése: ismétlés, amely egy eljaras rutinszeriien ismételt végrehajtasara
vonatkozik. Az 1. Tételben a hitrmddszerrel kapott (&,,) sorozat konvergencidjdt
bizonyitjuk.

1. Tétel. Ha az f(x) figguény folytonos [a,b]-ben, f(a)f(b) < 0 és ott f(x)-nek
csak egyetlen & zérushelye van, akkor a (&) iterdcids sorozat vagy véges sok tag-

bol dll, amelynek utolsd tagja éppen &, vagy pedig végtelen sok tagbdl dall és £-hez
konvergdl.
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Bizonyitas. Nyilvanval6, hogy csak a masodik esettel kell foglalkoznunk, amikor
a (&,) sorozat végtelen sok tagbdl all. A részletes bizonyitdst csak az 1. Abran
lathaté f(z) fiiggvény esetében adjuk meg. Mivel ebben az esetben a, = &, és
b, =b, n=1,2,..., ezért (2.2) szerint
ol = bfon) _ 6S0) =D&
f(bn) = f(an) f0) = f(&)

amelybdl rendezéssel nyerjiik, hogy

(2.3) (Ent1 = &) (0) + (b= &ni1) f (&) = 0.
Az 1. Abrén jél lathaté, hogy

a<& <é<... <&

A Kalkulusbdl ismert tétel szerint minden monoton névé, korlatos sorozat konver-
gens. Ezért a (&,) sorozat konvergens, amelynek hatarértékét £,-gal jeldljik:

(2.4) lm &, =&,.

n—oo

Az f(x) fuggvény folytonossiga kovetkeztében a fiiggvényértékek (f(&,)) sorozata
is konvergens:

(2.5) lim f(&) = f( lim &) = f(&).
n—oo n—oo
Ha (2.3)-ban n-et co-be tartatjuk, akkor az
FO) Jim (Eusr — ) + (b Tim &11) Tim f(E2) =0
Osszefliggéshez jutunk. Ebbdl pedig (2.4) és (2.5) alapjén azt kapjuk, hogy

(b—€)f(€) = 0.

Mivel b — & > b— & > 0, ez csak Uigy lehetséges, ha f(£.) = 0. Ismét figyelembe
véve (2.4)-et, ez azt jelenti, hogy &, = €. Tehdt
lim &, =¢.

n—oo
|

Teljesen hasonl6 gondolatmenettel bizonyithatjuk a konvergenciat a 2—4. Abra-
kon lathaté f(x) fuggvényekre is. Az 5. Abrén lathaté dltaldnos esetben a konver-
gencia bizonyitdsa bonyolultabb, amit az érdekl6dd olvasé az [1] jegyzetben taldlhat
meg.

3. A &, — & konvergencia sebességének vizsgalata

Ha az 1. Tételben szereplé f(x) fliggvény kétszer folytonosan differencialhaté, akkor
a &, —¢& eltérésre jol hasznéalhato képletet tudunk adni, amelyet a kovetkezo tételben
bizonyitunk.
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2. Tétel. Legyen az f(x) figgvény folytonos [a,b]-ben és kétszer folytonosan dif-
ferencidlhatd (a,b)-ben. Ha & az f(x) = 0 egyenlet egyetlen és egyszeres gyoke
(a,b)-ben és f(a)f(b) <0, akkor minden n-re léteznek olyan oy, By € (a,b) helyek,
amelyekre

i1 =€ _ ["(ow)
(@n =)0 —6) 2 (Ba)’

Emlékeztetiink arra, hogy akkor mondjuk, hogy & egyszeres gyoke az f(z) =0
egyenletnek, ha

(3.1) n=0,1,2,....

(3.2) fO=0 & f(g)#0.

A 2. Tétel bizonyitdasaban a Kalkulus egyetemi el6adédsaibdl ismert Cauchy
kozépértéktételt fogjuk alkalmazni, amelyet az alabbi 1. Lemmadaban fogalmazunk
meg.

1. Lemma. Legyenek f(x) és g(x) olyan figgvények, amelyek

(i) folytonosak [a,b]-ben,

(i) differencialhatdk (a,b)-ben,
(iii) mem létezik olyan x € (a,b) hely, amelyben f'(x) = g¢'(x) =0, és

(iv) f(a) # f(b).
Ekkor létezik olyan 8 € (a,b) hely, amelyre

g(b) —g(a) _ ¢'(B)
fO)=fla)  f'(B)
Megjegyezziik, hogy Lagrange kozismert kozépértéktétele (3.3)-nak azon spe-

cidlis esete, amikor f(z) = z. Az érdekl6dd olvasé Cauchy kozépértéktételének
bizonyitdsat megtaldlhatja a [2] jegyzetben.

(3.3)

2. Tétel bizonyitasa. Az irdsmdéd egyszeriisitése végett az n = 0 esetben bizonyi-
tunk, amikor ag = a és by = b. A (2.1) képlet szerint

f(0) =bf(a) _ (a=8f®) = (=& f(a)
f) = f(a) f(0) = f(a) ’

amelybdl egyszertien adédik, hogy

fl—ﬁ—a

a-¢ 1914
(34 @—90-9 1)~ f(a)



Az f(x) = 0 egyenlet gyokének kozelitése 19

A kévetkez6kben meggy6zédiink arrdl, hogy az f(x) és a

I(=z) ha x#¢
— T—&° ’
9(@) {f’(é), ha z=¢

fiiggvényekre teljesiilnek Cauchy kézépértéktételének (i)—(iv) feltételei.

(i) Nemcsak f(z), hanem g(x) is folytonos [a,b]-ben, ami az & # £ esetben
nyilvédnval6; mig az x = £ esetben az aldbbi meggondolds bizonyitja ezt: (3.2) és a
fenti definicié szerint

lim g(z) = lim f(z) = lim f(@) — f(§)

z—E z—€ T —f r—E x —f

= ['(&) = 9(9).

(ii) Nemcsak f(z), hanem g(zx) is differencidlhaté (a,b)-ben. Az utébbi allitas
nyilvanvald, ha = # £, mivel a hdnyados szabaly szerint
(@) (@ —§) — fz)
(z —€)? ’

Az x = £ esetben ¢'(&) 1étezését a kovetkezbképpen latjuk be. Feltevés szerint f(x)
kétszer differencidlhaté (a,b)-ben. Ezért a Taylor formula szerint

(3.5) g (z) = x4 €.

F(#) = $©) + /@)~ ) + 3/ (@@ ~ & @ € (a,b)

ahol a(x) az x és £ helyek kozé esik. Mivel f(§) = 0, ezért a fentebbi Taylor
formulabdl adédik, hogy

(36) Fl@) ~ £~ &) = 3 (o) (@ — £

Ezen el6késziilet utdn ¢'(€) létezése mar egyszeriien bizonyithatéd. Definicié és
(3.6) szerint irhatjuk, hogy

(37) g,(f)zignf J?_f :ignf x_f
T f(a:)—(x—f)f’(f)_ : 1 " _1 "
= Jim T T S < i 5 a(@) = 57,

mivel a(z) az z és € kozé esik és feltevés szerint f”/(z) folytonos (a,b)-ben.
(ili) Az x = & esetben f/(€) # 0; mig az x # £ esetben ¢'(x) = 0és f'(z) =0
egyidejiileg nem allhat fenn, mivel ebbdl (3.5) szerint az kovetkezne, hogy
f) (@ —§) — flx) f(x)

0=g'(z)= (@ _¢p =G0 azaz f(xz)=0.
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Mivel z # &, ez ellentmond azon feltevésiinknek, hogy £ az egyetlen zérushelye
f(z)-nek (a,b)-ben.
(iv) f(a) # f(b) feltevésiink szerint teljestl.

Tehat alkalmazhatjuk Cauchy kozépértéktételét a (3.4)-beli hdanyadosra, amely
szerint 1étezik olyan S € (a,b), amelyre

(3.8) a-¢ _g0) _[PHGEHT w srg
@-00-0 76 | L, b 5

ahol a (3.5) és (3.7) Osszefliggéseket hasznéltuk fel.
Ha 8 # &, akkor (3.6)-hoz hasonléan 1étezik 8 és € kozott olyan « hely, amelyre

0= F(6) = F(8) + F'(B)E ~ ) + 5 f"(@)(E ~ B

és ebbdl kovetkezik, hogy

1 " 2
51" (@)(E ~ B)*.

FB)B =& —f(B)=
Ezt (3.8)-ban a kapcsos kezd6zdrdjel utdni elsé tort szamléléjaba helyettesitve adé-
dik, hogy a 3 # & esetben

& —¢ 3/ (@)(E =B _ f'(a)

(@=80®-8&  FBB-*  2f(B)

ami éppen a bizonyitandé (3.1) allitds az n =1 és B # £ esetben. Ha esetleg § = ¢

lenne, akkor (3.1) trividlisan fenndll az o = § := £ vdlasztassal (14sd (3.8)-ban
a kapcsos kezd6zardjel utdni masodik tortet). Ezzel (3.1)-et teljesen bebizonyitot-
tuk.

|

Bevezetjiik az
(3.9) eni=& —& n=12,...,
jelolést, amit az n-edik kozelités hibdjanak neveziink. A Kalkulusban e-nal dltaldban

Hkicsi” abszolut értékli szamokat szokds jelolni. A kovetkezé tételben az e, —
0, n — oo, konvergencia sebességére adunk becslést, amely a 2. Tétel korollariuma.
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3. Korollarium. A 2. Tétel feltételei mellett, ha

(3.10) my:= inf |f'(z)]>0 és My:= sup |f"(z)| < oo,
Ie(avb) z€(a,b)
akkor
My (b —
(3.11) lenti] < q¢"le1], n=0,1,2,..., ahol q:= M.
2m1

Bizonyitas. (3.1) és (3.10) szerint

1 =€ < 52 (€~ an)(bu =) < 3 2 (0~ )l — €]
ami a (3.9) és (3.11)-beli jelolésekkel az
lent1] < qlen|, n=0,1,2,...,
alakba {rhat6. Ennek alapjén (3.11) teljes indukci6val bizonyithato:
lens+1l < aldlen—1]) = @*len—1] < @’len—a] < ... < ¢"feul.

Ha sziikitjiik az eredetileg adott [a, b] intervallumot, akkor My értéke csokken
(és ,sup” helyett ,max” irhatd, mivel az (a, b) zart részintervallumain f”(x) folyto-
nos), mig my értéke né (és ,inf” helyett ,min” irhatd). Ezéltal elérhetjiik, hogy egy
sziikebb intervallumra attérve g értéke mar 1-nél kisebb legyen (3.11)-ben. Ennek
kovetkeztében a hiurmaodszer konvergens, amin azt értjik, hogy

lim ¢, =0, azaz lim &, =¢.
n— oo n—oo
A fenti meggondoldsainkat érdemes pontositani abban a specialis esetben, ami-
kor az f(x) figgvény konvex vagy konkav, mivel ekkor az iteraci6 sordn az [a,b]
intervallum egyik végpontja fixen marad.

4. Korollarium. Ha az f(z) figgvény konvex vagy konkdv, akkor a 2. Tétel feltételei
mellett

(3.12) nlirlgo 6;:;1 = ;}/,((?)60, ahol eg=b—¢& wagy &-—a.
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Bizonyitas. Az 1. Abréan lathaté fiiggvény esetében bizonyitunk. Most (3.1) szerint

£n+1 —f _ f”(an)
(én —a)(b—f) 2f/(6n)7

amely a (3.9)-ben bevezetett jeloléssel az

Ent+l f/l(an)
(3.13) 6: RETI AL

alakba irhat6. Mivel a hirmdédszer konvergens és feltevés szerint f'(x) és f”(x)
folytonos, ezért (3.12) az n — oo hatardtmenettel kovetkezik (3.13)-bol. -

4. A szelomadszer

Az eddig targyalt hirmdédszer dltalaban nem staciondrius, amin azt értjik, hogy
az egyes iterdcids 1épések soran az iterdcids fiiggvény alakja (az a képlet, amellyel
szdmolunk) megvéltozhat (lasd az 5. Abran). Az 1-4. Abrakon lathaté specialis
esetekben a hurmdédszer stacionarius, de a konvergencia sebessége til lassi. Ezek
a hatranyok indokoljdk az tin. szelémddszer bevezetését.

A szeldmddszert (angolul: secant method) gy definidljuk, hogy a hirmddszerrel
kapott els6 képlettel, azaz (3.1)-gyel, mint egységes képlettel szamolunk tovabb, és
nem vizsgaljuk az f(&,), n=1,2,..., fliggvényértékek eldjelét. Azon célbdl, hogy
a hurmddszerrel kapott (&,,) iterdcids sorozattal vald Gsszetévesztésének lehet&sé-
gét elkeriiljiik, a szelémddszernél az aldbb definidlandé (z,,) iteraciés sorozattal
szdmolunk.

A szel6médszert a hirmédszert bemutaté 1. Abra mésolatdn szemléltetjik az
aldbbi 1/. Abrén. A szelémédszer esetén legyen xg := a, 1 := b és xo := &1, amelyet
ugyancsak a (3.1) képlettel szdmitunk, de a megvéltozott jeldlésekkel; azaz legyen

ToY1 — T1Yo
Y1 — Yo

T 1=

és altaldban legyen

(4.1) Tpa1 i= xnf?zyn__yxni/nfl, ahol y, = f(z,), n=1,2,....
n n—




Az f(x) = 0 egyenlet gyokének kozelitése 23

1’. Abra

Megjegyezziik, hogy (4.1) ekvivalens médon atirhaté a kovetkez6 alakba:

Tp1Yn — TnYn—1 + (TnYn — xnyn)

x 1= =
" Yn — Yn—-1
_ xn(yn_yn—l)_(mn_mn—l)yn — Tp — Tn—1 n—19
Yn — Yn—1 " Yn — Yn—1 ’ o

Eszerint z,11-et Ggy kapjuk, hogy x,-bél kivonjuk a fenti képletsor végén lev§
tortet. Nyilvanvals, hogy az iterdciés fiiggvény (amellyel z,,1-et az el6z6 x, és
Zp—1 értékekbdl szamitjuk) staciondrius, azaz n-t6l fiiggetlen alakd. Annak, hogy
most nincs sziikség az y,y,—1 < 0 feltétel ellenérzésére, az a hatranyos kovetkez-
ménye, hogy az eljards azon n-re megszakad, amelyre z,, ¢ [a,b]. Ezt a kellemetlen
tényt, amelynek kovetkeztében a szelomodszer kovetkezd 1épését mar nem tudjuk
végrehajtani a 4. Abra masolatan szemléltetjilk. A 4’. Abrén az y = f(x) grafikon
(x1,y1) és (z2,y2) pontjain dthaladé szeld az [a,b] intervallumon kiviili pontban
metszi az x-tengelyt. Ebben az esetben a szelémddszer nem alkalmas az f(z) =0
egyenlet £ gyokének kozelitésére.

Y

&

=
I
S8

—————--—-9

4'. Abra
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Ha viszont a szelomddszer egyetlen iterdcids lépésben sem akad el, akkor a hur-
médszernél 1ényegesen gyorsabb konvergenciat szolgaltat a £ kozelitésére, amint azt
az alabbi 5. Tételben bizonyitani fogjuk. Ehhez sziikségiink lesz a matematika mas
agazataiban is hasznélatos Fibonacci szamsorozat tobb tulajdonsagara, amely soro-
zatot (v, )-nel fogjuk jeldlni. Amint az jél ismert, a Fibonacci szdmokat a kovetkezd
médon definidljuk:

(4.2) Yo=v1:=1 é8 Yp:=Vn-1+Yn-2, n=2,3,....

A szeldmdédszerrel kapott n-edik kézelités hibdjdt most e,-nel jeldljiik (vesd Ossze
(3.9)-cel):

(4.3) en =z, —§& n=0,1,2,..;

a hiba szé megfeleléje az angol nyelvben: error, ennek kezdébet6jére utal a jelolés
»e” betiije.

5. Tétel. Legyen az f(x) fuggvény folytonos |a,b]-ben, kétszer differencidlhatd
(a,b)-ben és dlljon fenn (3.10). Ha & az f(x) = 0 egyenlet egyetlen és egyszeres
gyoke (a,b)-ben és a (4.1) képlettel definidlt (x,) sorozat minden tagja (a,b)-be
esik, akkor

My

=2 n=23,...; ahol Kk:=_—

4.4 < gl )
(44 Jeal <87 T

Tn—1 |60

Bizonyitas. A (4.1) képlet jelolését haszndlva, a hurmdédszerre mar bizonyitott
(3.1) Gsszefiiggés a kovetkez6 alakba irhaté:

Tpy1 —§ o f//(an)

(xn - f)(xnfl - f) B 2f/(6n)’

ahol an, Br, € (a,b). A (3.10)-beli alsé és felsé korlatokat hasznalva ebbdl kovetke-
zik, hogy

n=12...;

M.
|xn+1 _€| < Q—Trfllxn - §| : |xn—1 _€|a
amely a (4.3) és (4.4)-ben bevezetett jelolésekkel az
(4.5) lenti] < Klen| - len—1], n=1,2,...,

alakba irhaté. Erre az egyenlétlenségre tdmaszkodva bizonyitjuk a (4.4)-beli egyen-
16tlenséget n szerinti teljes indukcidval. Mivel y9 = 71 = 1 és y2 = 2, ezért (4.4)
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fennéllasa az n = 2 esetben nyilvanvalé, mig az n = 3 esetben abbdl kévetkezik,
hogy
le] < wlea| - |ex] < r(xler] - [eo])ler] = w?|e1|?[eol-

Az indukcids feltevésiink az lesz, hogy (4.4) fenndll valamely n(> 3)-ra és a mege-
1626 (n—1)-re is, és erre tdmaszkodva bizonyitani fogjuk, hogy (4.4) fenndll (n+1)-
re is. Ezen cél érdekében a (4.2) definicid, a (4.5) egyenlStlenség és az indukcids
feltevés alapjan a kovetkezOképpen becsiilhetiink:

lent1] < Klen| - |len—1] <
< li(lﬂ"_1|el ’Yn—l|60|'Yn—2)(/£’)’n—1_1|61

— H“/r,ﬁvnfrlkl

Yn—2 |60|’Yn—3) —

Yn—2+Vn-3

Yn—1t+Tn—2 |60

_ H’wa,-¢-1—1|e1 |’Yn |60|’Yn—1.

A kapott egyenlStlenség megegyezik (4.4)-gyel, ha abban az n helyébe (n + 1)-et

helyettesitiink. Ezzel (4.4) fenndlldsdt minden n(> 2)-re bebizonyitottuk. -

A tovabbi meggondoldsainkban sziikséglink lesz a Fibonacci szdmsorozat tu-
lajdonsdgainak behatobb ismeretére, amelyeket a kovetkezd lemmaéaban foglalunk
0ssze.

2. Lemma. A (4.2)-ben definidlt () Fibonacci szdmsorozat tagjaira fenndllnak az
alabbi dsszefliggések:

AT S ) a3 X5 - J6 4 J2 2.

(1)2772<'Y4<’)’6< <’Y7<’)’5<’)’373’

n+1 n+1
(ii)w—%((”f) —(%) ) n=012,.;

(iii) lim 2 — 155 — 1 6180.. ..

n—oo YTn—1

Ezekkel az Osszefliggésekkel kapcsolatban a [4] kényvre utalunk; megjegyezve
azt, hogy részletes bizonyitasukat a Polygon kovetkezd szamaban megjelend cik-
kiinkben is megtaldlhatja az érdekl6dé olvasé.

A fentebb bizonyitott (4.4) egyenlStlenséget és a 2. Lemmdt haszndlva, ele-
gendd feltételt fogunk adni a szeldmddszer altal szolgéltatott (xz,,) iterdcids sorozat

konvergenciajara, s6t magdara a konvergencia sebességére is kovetkeztetni tudunk.
Mivel (4.4)-ben

leof =§—a é el =b—¢,
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ezért a sulyozott szamtani és mértani kézepek kozotti egyenlétlenség szerint tetszo-
leges u, v > 0 silyok esetén fennall a kovetkez6 egyenlStlenség:

O (%) (5 - “) <

b=g | pEma\ "
< Uy <w> = _(UL b—a)"t.

u+wv u+v)“+”(

Ha itt az
U= Yp—1 €S UV =7Ynp_2, N >2

helyettesitéseket elvégezziik, akkor (4.4)-bél kiindulva sorjdban a kdvetkez6 becs-
léseket kapjuk:

fenl < K7 b= €71 (g — a2 <
Yn—1.Yn—2
< H'vn—lﬁynfl Tn—2 (b—a) <
— ’Yn —
Tn

Yn—1 Tn
M. —
2 In—t (b—a)" =
2my Y
Tn Yn
(46) 2m1 Yn—1 M2 (b — a) <
My Tn 2my -
3 oy [ 2 Y Ma(b— a) Yn B
- My \3 2my B
~ 2my [ M(b—a) ”
- Mg 3m1 ’
ahol a 2. Lemma (i) 4llitdsat is kihaszndltuk. Mivel «,, > n, ha n > 4, ezért (3.11)
és (4.6) Osszehasonlitdsa vildgosan mutatja, hogy a szeldmddszerrel elérheté kon-
vergencia sebessége lényegesen nagyobb, mint a hurmddszerrel elérhetd sebesség.

A hirmédszerre vonatkozé (3.12) hatérérték megfeleldjét a szelémddszerre a
kovetkez6 tétel adja meg.

IN

6. Tétel. Ha f"(x) folytonos &-ben, akkor az 5. Tétel feltételei mellett

" (V5-1)/2
(4.7) lim 1ont1l _ ‘gf((’?)‘ . ahol = L+ V5.

n—00 |en|7 2
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Ezen tétel szabatos bizonyitdsa meghaladja cikkiink kereteit. Ennek ellenére
mégis megkiséreljiik, kevésbé preciz médon ugyan, érzékeltetni a bizonyitas 1énye-
gét. A (4.5) egyenlStlenséget az

f"(€) ‘

2191’

»kozel” egyenl8ség alakjaba irjuk at (itt sértjilk meg a szabatos bizonyitds kove-
telményét, mivel (4.8)-ban a bal- és jobboldal eltérését a mi eszkozeinkkel nem
tudjuk becsiilni). Ezutdn a (4.4) egyenlétlenség bizonyitdsdhoz hasonléan teljes
indukcidval” levezethetjiik az

(4.8) lent1| = Klenen—1]|, ahol most kK := ‘

|€n| ~ H%ﬁl|61 vn71|eo Yn—2
»kozel” egyenlOséget, majd ebbdl az
(4 9) M ~ I{‘/"H»l*l*v("/n*l)'el A/'rL7777L71|eO Yn—1—"7Vn-2

len|

ugyancsak ,kozel” egyenldséget, ahol y-t (4.7)-ben definidltuk.
A (4.9)-ben szerepld hatvanykitevlket a 2. Lemma (ii) &llitdsa segitségével
vizsgaljuk meg:

(59 (59 )
() ()
() ) ()

Ennek alapjan kapjuk, hogy a (4.9) jobb oldaldn levé szorzat elsé tényezdjének
kitevoje a kovetkezo lesz:

(4.10)

Ynt1r =1 =7(m = 1) = (1 —7m) + (v — 1) =
L5 n41 L4+ LB nt1 Vi1
(58) (5 (5

Felhasznélva még (4.10)-et n helyett (n — 1)-gyel és (n — 2)-vel is felirva, (4.9)-et a
kovetkezé alakban irhatjuk fel:

o ognet 1-5
€0| .

4.11 [ent1] a0 e1]® ahol ¢ :=
( , .

len|
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Tekintve, hogy |§] < 1, ha (4.11)-ben ,formélisan” végrehajtjuk az n — oo hatdr-
atmenetet, akkor azt kapjuk, hogy

(V5-1)/2

/(6
2f'(§)

lim [en 1] =
n—00 |en|”/

(V5-1)/2 _.

r0ler|leo]” = &

Y

amint azt (4.7)-ben éllitottuk.
Felhivjuk az érdeklddd olvasé figyelmét arra, hogy a 6. Tétel preciz (teljesen
szabatos) bizonyitdsat megtaldlhatja a Hivatkozott irodalom [6] kényvében.

5. Az érintébmoddszer

Az f(x) = 0 egyenlet valamely & gyokének kozelitésére roviden ismertetiink egy
harmadik mdédszert is. Ez az érintémddszer, masnéven a Newton—Raphson iterd-
cid (angolul: Newton’s method), amely akkor alkalmazhatd, ha az f(x) fuggvény
differencidlhaté a & gyok egy kornyezetében és ott f’(x) seholsem tiinik el.

Az érintémodszer geometriai leirdsa a kovetkezd. Legyen xg egy kezdeti koze-
lités £-re. A 6. Abrén az y = f(x) grafikon (zq, f(x0)) pontjaban hizott érintd
egyenletét a kozépiskolabol ismert képlet alapjan irjuk fel:

y = f(zo) + f'(x0)(z — x0).

Ezen egyenesnek az x-tengellyel valé metszéspontja (amelyben y = 0) x1 koordi-
natijat a
0= f(zo) + f'(w0)(x1 — w0)

egyenletbdl hatarozzuk meg:

f(x0) f(@o)

_ =z —T0, azaz T1:=71
f'(x0) ’

Y

8
[\v]
N
:
S

6. Abra
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A fenti eljardst z1-b8l kiindulva megismételjiik és az y = f(z) grafikon
(21, f(z1)) pontjdban hiizott érintjének az z-tengellyel valé metszéspontjat xo-
vel jeloljiik. Tovabb ismételve ezt az eljardst az (z, : n = 0,1,2,...) iterdcids
sorozathoz jutunk, amelynek altalanos képlete

T )
n

n=20,1,2,....

Nyilvanvald, hogy az érintémodszer szintén stacionarius.
Az aldbbi 7. Tétel, 8. és 9. Korolldrium bizonyitdsa a [3] jegyzetben és [4]
tankonyvben is megtalalhato.

7. Tétel. Legyen £ az f(xz) = 0 egyenlet egyetlen gyoke a & egy kérnyezetében,
amely az xo kezdeti kiozelitést is tartalmazza. Ha f(x) kétszer differencidlhatd ezen
kérnyezet pontjaiban és ott f'(x) # 0, akkor minden n-re létezik olyan oy, hely az
Ty €s & kozott, amelyre

f// o
(51) Tn+1 _§: 2f/((x:i)) (xn_g)Q, n=0,1,2,....
Ismét az e, := x, — £ jelolést haszndlva (lasd (4.3)-ban), elegendd feltételt

adunk az érintémddszerrel kapott (x,,) iterdcids sorozat konvergencidjira.

8. Korollarium. Legyen az f(x) fiiggvény kétszer differencidlhatd a (§—|eo|,E+]|eol)
intervallumon, tovabbd legyen

pr:= inf |f(z)] >0 é My:= sup |f"(z)| < .
lz—¢]<leol lz—¢l<leol
Ha M
2
=2 leo| < 1,
2 0!
akkor
(5.2) lim e, =0, azaz lim z, =¢.
n—oo n—oo

9. Korollarium. Ha f"(x) folytonos &-ben, akkor a 7. Tétel feltételei mellett

e O
o A TIG)
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Az iterdciés médszerek dltaldnos elméletében (14sd a [6] konyvben részleteseb-
ben) egy adott iterdcids eljards konvergencia rendjét azzal az r > 0 valds kitevével
definidljak, amelyre a

fim ot _ o g

n—oo |en|r

véges hatarérték 1étezik. Az itt szerepld C konstanst aszimptotikus hibakonstansnak
nevezik.

Ha iteracids lépésenként p szamu fiiggvényértéket kell kiszamitanunk, akkor az
adott iteraciés médszer numerikus hatékonysdgdt az

n = {/r
képlettel szokds értelmezni.
Ezen definiciék terminusaiban az érintémaddszer esetén

[
2f'(€)

mivel az iterdcié n-edik 1épésében két fliggvényértéket kell kiszdmitanunk: f(z,,)-et
és f'(xn)-et. Az r = 2 esetben azt is szokds mondani, hogy az iteraciés mddszer
négyzetes konvergencidt biztosit.

A hirmédszer esetén (ldsd (3.12)-t)

/7€)

/ eo
2"(§)
mivel iterdciés 1épésenként csak egy 1j fliggvényértéket kell kiszdmitanunk (a mésik
fiiggvényérték az eléz6 1épéshbol 6roklédik). Azt szokds mondani, hogy a hirmddszer

csak linedris konvergencidt biztosit, ami igen lassi konvergenciat jelent.
A szeldmédszer esetén (lasd (4.7)-et)

1++5
9

. n=+2=1,4142...,

)

r=1, C=

) - Y

(V5-1)/2

/ (g) o M=

21'(8)
mivel iteracids lépésenként szintén csak egy 14j fiiggvényértéket kell kiszamitanunk.
A numerikus hatékonysag szempontjabdl a szelémddszer elényGsebb, mint az

=1,6180..., C=

r=r:=

érintdmodszer. Az alkalmazhatdésig szempontjabdl viszont az érintémddszernek van
elénye, mivel igen altalanos feltételek mellett is biztosan konvergdl, mig a szel6mod-
szer alkalmazdsa esetén az iteracio véges szamu lépésben varatlanul megszakadhat
(annak kovetkeztében, hogy z,4+1 ,kipattan” a £ gyok adott kdornyezetébol). A
fenti harom modszer koziil a hurmddszer a legkevésbé hatékony:; elénye viszont az,
hogy még akkor is konvergdl, ha a széban forgé fiiggvény nem differencialhatd, csak
folytonos.
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