Huarnégyszog és ellipszis

KRiszTIN NEMET ISTVAN

A hurnégyszogek koziil kiilonosen érdekesek azok, melyeknek &tl6i merdlege-
sek egymadsra. Tobb feladatgyiijteményben, konyvben, folydiratban, weboldalon
taldlkozunk rajuk vonatkozé feladatokkal, tulajdonsigaikat targyald irdsokkal (pl.:
(3], [4], [8], [11], [12], [13], [14], [15], [16], [17].) Egy régebbi angol konyvben ([2]
100. o.) taldltam egy dbrat (1. dbra), a kovetkezd, taldn kevésbé ismert jellemzo-
jiikkrol. Rogzitsiink egy kort és egy belsé pontjat, majd tekintsiik az adott korbe
irt olyan hurnégyszogeket, melyeknek atléi merdlegesen metszik egymast az adott
bels6é pontban. E hirnégyszogek egy ellipszist burkolnak.

1. dbra

e s s

pen latszik a burkolt ellipszis, és az is sejthetd, hogy fékuszai éppen az adott kor
kozéppontja és az adott bels6 pont. (Az attekinthet6ség miatt a tekintett négyszo-
geknek csak az egyik oldala szerepel az dbran.)

Korabban nem taldlkoztam hirnégyszog és ellipszis e kapcsolataval. Az em-
litett [2] konyvben az dbréhoz nem kapcsolédott semmilyen magyardzat. Nagyon
megtetszett az Osszefiiggés, azonnal megprébaltam magam adni rd indoklast. A
problémaval val6 foglalkozas és a hozza kapcsol6dé irodalom tanulményozéasa koz-
ben t6bb otlet is eszembe jutott. Végil hétféle megoldast talaltam a feladatra.
Ezeket foglalom Ossze ebben az irdsban, abban a reményben, hogy talan masok
szamara is érdekes lesz ez a téma.
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3. abra

Az els6 hat megoldés elemi geometriai eszkdzoket hasznal. Kozos gyokeriik az
a tény (3. dbra), hogy ha egy adott kor rogzitett belsé pontjabdl szel6ket hizunk,
és a metszéspontokba merolegeseket allitunk a szelokre, akkor e merélegesek azt
az ellipszist burkoljdk, aminek f6kore az adott kor (pl. [5]). (Vagyis fékuszai az
adott pont és annak a korkézéppontra vonatkozo tiikorképe, nagytengelye pedig a
koratméré.)

A 2. dbra alapjan kialakult sejtésiink igazolasara azt fogjuk megmutatni, hogy
van olyan kor, hogy az 1. dbra hurnégyszogének oldalai éppen az elobb emlitett
»szelokre mer6legesek” lesznek. A sejtés szerint a fékuszok éppen a kézéppont és az
atlék metszéspontja, ezért ezek egyikébdl kell merolegeseket allitani az oldalakra.
A kozéppontot valasztjuk, hiszen ekkor a merdlegesek talppontjai éppen a négyszo-
goldalak felezopontjai lesznek. Ezek utan tehat azt kell belatnunk, hogy a tekintett
hirnégyszogek oldalfelezé pontjai egy olyan kort alkotnak, melynek kdzéppontja
éppen a felezGpontja lesz az eredeti kdzéppontot és az atlék metszéspontjat ossze-
kot6 szakasznak.

Els6 megoldas. Elemi hdromszog-, négyszog- és korgeometriai Osszefiiggéseket
hasznalok, ezt talaltam meg el6szor. Mint késébb, az irodalom tanulméanyozisa
kozben kideriilt, nagyjabdl ez a feladat ,standard” megolddsi mddszere (pl.: [7],
[11], [13] részben)

ElSszor tekintsiik az O kozépponti, r sugard kort, egy P bels6 pontjat, tovabba
egy olyan ABCD hirnégyszogét, aminek atl6i merdleges metszik egymast P-ben
(4. dbra). A haromszog kozépvonaldnak tulajdonsigai, és az atlok merdlegessége
azonnal adjék, hogy az EFGH négyszog téglalap. A tovabbiakban be kell latnunk,
hogy e téglalapok koriilirt koreinek ugyanazon pont a kozéppontjuk, és ugyanakkora
a sugaruk. Az utébbival kezdjiik.

Az FH tmérére a haromszog kozépvonalainak tulajdonsagai miatt FH =
AC | BD' gz ill y jelsli O tévolsigdt AC-t6l, ill. BD-t6l, akkor A% =

o, _
r2 — 22, ill. % =72 —y?, tovabbd 22 4+ y? = OP’. E négy egyenloség adja, hogy
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FH =22 0P .1 ésOP olyan konstansok, melyekre OP < r, igy FH is pozitiv
konstans, vagyis az EFGH téglalapok koriilirt koreinek sugara valéban dllandé.

s
4. dbra 5. abra 6. dbra
A kozéppont allandésaganak vizsgalatahoz az 5. abrat tekintjuk. Célunk meg-

mutatni, hogy az OH PF négyszog paralelogramma (, ami esetleg elfajuld). Hiszen
ekkor adédik, hogy az F H &tméré felez6pontja minden esetben éppen a fix OP sza-
kasz felez6pontja, amely pont igy a keresett allandé korkézéppont lesz. Azt fogjuk
megmutatni, hogy OHPF szemkozti oldalai egyenlék. Szogek vizsgdlatdaval kez-
diink. Egyrészt, a keriileti és kozépponti szogek tétele szerint az O-nal és D-nél
levd egy, ill. az O-nél és A-nél levs két {vvel jelolt szogek egyenlék. Masrészt, az
ADP haromszogbdl kapjuk, hogy az egy és a két ivvel jelolt szogek potszogek. Ha
ezek utan tekintjitkk az OAF és DO H haromszogeket, akkor megallapithatjuk, hogy
egybevagdk; emiatt OF = DH. Végiil, a DC'P haromszog adja, hogy DH = HP;
igy OF = HP. Hasonl6an vezethetd le az OH = FP egyenléség is, amivel elértiik
célunkat.

Forditva, legyen most F az OP felezépontja koriili, \/ 212 — O_P2 atmérdji kor
pontja (6. dbra). (Az dttekinthetdség miatt ez utébbi kornek csak egy ivét rajzoltuk
meg.) Célunk megmutatni, hogy tartozik hozza egy megfelelé hirnégyszog. Legyen
V  F képe az OP felez6pontjara valé titkrozésnél. Legyen AB, ill. ST az F, ill
a V éltal felezett hir. OV PF paralelogramma, amire irjuk fel az oldalak és atlok
kozotti négyzetes Gsszefiiggést.

FV’+ 0P =2 (FO" +0V")
FV az OP felezépontja koriili kor atméréje, AOF és OSV hiromszogek derékszo-
gliek, igy az el6z6 egyenléség a kovetkezo alakot oOlti:
22 0P + 0P =2(r2 ~AF +12—5V), vagyis AF +SV =2

Eszerint OV = AF, amib6l FP = AF adédik. Igy APB derékszog. Ha most (AP),
ill. (BP) és a kor mésik metszéspontja C, ill. D, akkor az ABCD hirnégyszog
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atléi merolegesek, az el6z6 rész szerint tehat a tobbi oldalfelez6 pont is rajta van
az F-et tartalmazd koron. Ezzel a bizonyitas kész.

A tobbi megoldasndl a forditott irdanyt a rovidség kedvéért elhagyjuk. Minde-
gyiknél az aktudlis gondolatmeneten ,visszafelé haladva” megkaphatjuk APB de-
rékszog voltat.

Masodik megoldas. Ebben pont korre vonatkozé hatvanya és hasonlésag szerepel.
E megoldas Kdrteszi Ferenc [9] irdsdnak egy részletére épiil. Az idézett cikk egy
feladatsorozat, melynek (egyik) célja azon pontok megtaldldsa, ahonnan egy ellip-
szis derékszog alatt latszik. E feladatsorozat egyik elemét fogjuk itt felhasznélni,
illusztralasahoz a 7. dbrat tekintjitk. (A [9]-beli, eredeti allitast kicsit atfogalmaz-
zuk.) Az O kozéppontt, r sugart kér egy belsé pontja legyen P, AB pedig olyan
hirja, melyre APB derékszog. Tekintsiik azt az I pontot, melyre az APBI négy-
szog téglalap. Bizonyitando, hogy I egy O koézépponti kérén van.

7. dbra 8. dbra

Legyen J, ill. C a kor és (I B), ill. (AP) mésik metszéspontja, K pedig az a pont,
melyre a BPC K négyszog téglalap. I és K nyilvan kiils§ pontok. Ekkor a téglalapok
és a J B felez6merdlegesére valo tengelyes szimmetria miatt AP = IB és PC = IJ,
tovabba PA és IB ellentétes irdnytak. Igy P-nek és I-nek az adott korre vonatkozd
hatvényai egymds ellentettjei: PA - PC = —IB - I.J. E hatvanyokat a sugérral

kifejezve kapjuk, hogy 72 — 0P = — (r -0I ) Rendezve: OI = \/2r2 — OP",

ami 7, O és P fix volta miatt azt jelenti, hogy I az O kozéppont, \/2r2 — OP
sugaru kor pontja.

Ennek a [9]-beli eredménynek egy egyszerli kiegészitése adja feladatunk mé-
sodik megoldasat. Alkalmazzuk ugyanis a P koézéppontu, % aranyu kozéppontos
hasonlésdgot: ennél I képe éppen AB F felez6pontja, az elébb kapott, I-t tartal-

L1 1 s . - " . e B2 s s 1 ‘
maz6 kor képe pedig az OP felezépontja koriili, 1/ 2r2 — OP~ 4tmér6jii kor. Tehat
ez utobbi kor tartalmazza F-et, amivel ismét célhoz értiink.
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Harmadik megoldas. Vektorokkal torténik, a 8. dbra szerint. Az el6z6 dbrdkbdl
az OABP négyszoget, és AB, ill. OP F,ill. M felez6pontjat emeltiik ki. Célunk
megmutatni, hogy M F' hossza konstans, fiiggetlen A-t6l és B-t6l.

Nyilvan

jrp - OA+0B _OP
2 2’

AME® =0A° + OB + OP° + 204 - 0B — 204 - 0P — 20B - OP.
ﬁiﬁmia‘ct
(OA —OP)(0B-0P) =0, OA-OB-0A-OP—0B 0P +0P =0,

2 2 2 2
Ezt Osszevetve az el6z6 egyenléséggel, kapjuk, hogy 4M P = 0A + OB - 0P .
, ———-r) —
Igy MF hossza M, ami konstans. Tehdt F' az M kozéppontu, \/ 2r2 — oP’

2
atmérdji korvonal pontja.

Negyedik megoldds. Most a cosinus-tételé a fészerep. A tovabbiakban a 9. dbra je-
161éseit hasznaljuk. Bevezetésként megéllapitjuk, hogy az AOF derékszdgii harom-

szog miatt FO = y/r2 — %. Ezt felhasznélva, irjuk fel a cosinus-tételt az OF M,
ill. OF P haromszog F M, ill. FPoldaldra. (A haromszdgek elfajuldk is lehetnek.)

2 2
k‘2_<7"2_sz>+%_2 r2—sz~g~COSCU,
2

L 2
FP = (TQ—SZ) +p2—2\/r2—% P COSW.

Ezekbdl cosw kikiiszobolésével az alabbi egyenldség adddik:

2
)% = 2(ﬁ2 - SZ) Lor? _p?
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Most hasznaljuk ki, hogy az AP B haromszgben P-nél derékszog van. Ekkor FP =
S
2 Ju
utébbi egyenloség FM = k és M fix volta miatt azt jelenti, hogy F' rajta van az

" , 2r2—p2 L e e
M kozépponti, k = Y—5—— sugart koron.

igy az el6z6 egyenlSség szerint 4k? = 2r2 — p?. p < r, és konstansok, igy ez

Otddik megoldas. Ez egy 6nmagéban is érdekes, négyszog kdzépvonaldra vonatkozéd
tételre épiil. Ezt az Osszefliggést szintén a bevezetésben emlitett angol konyvben ([2]
117. 0.) taldltam. Legyen az OABP négyszog egyik kozépvonala ME (10. dbra).
Ekkor:
AMF’ =0A" +PB° + OB +PA" —~OP ~ AB

Az allitas vektorok segitségével egyszeriien bizonyithato: az Oj, OT?, OP vekto-
rokkal kifejezve az egyenlOség két oldalan szerepl6 négyzeteket, rovid szamolas adja
az egyenlOséget. (Ez elfajulé négyszogre is igaz — pl. O, P, B kollinedrisak —, ill.
ondtmetszore is.) Véleménytink szerint azért érdemel kiilon figyelmet e tétel, mert
altalanositasa a paralelogramma oldalai és atléi kozotti négyzetes Osszefiiggésnek,
amint errél konnyen meggy6zédhetiink.

A tovabbiakban a 11. dbra jeloléseit hasznaljuk. Alkalmazzuk a négyszog ko-
zépvonaldra vonatkozé iménti egyenléséget feladatunkra:

A2 = + 242+ 2 —p? — §2
Az APB haromszogben P-nél derékszog van, vagyis s> = ¢2 + t2. Ez, az €l6z6
egyenléséggel egyiitt a kovetkezét adja: 4k? = 2r2 — p?. Csakiigy, mint az el6z6

r2 _p2

megoldasban, kovetkezik, hogy F' rajta van az M kozépponti, 5

koron.

sugart

Hatodik megoldas. Koordinatageometriai iiton torténik. A koordindtarendszert a
kovetkez$ médon vessziik fel: kezdépontja az adott k kér O kozéppontja, egysége
k sugara, az a-tengely pozitiv fele tartalmazza az adott P pontot. k: 22 + y? = 1;
P(p;0), p € [0;1). Legyen A(a;b), B(c;d) két pont k-n tgy, hogy (AP) L (BP).
Ekkor a®> + b = 1, ¢ +d? = 1 és (a — p)(c — p) + bd = 0. Ha F(z;y) az AB
felez6pontja, akkor 2z = a + ¢ és 2y = b+ d.

Feladatunk az F'(x;y)-ra vonatkoz6 egyenlet felirdsa. Ehhez az A-ra, B-re, a
P-nél levé merdlegességre és a felez6pontra vonatkozd, az alabbi 6t egyenletbdl 4116
egyenletrendszerbdl kell kikiiszobolni a-t, b-t, c-t, és d-t.

a? +b*=1;

c+d* =1,

ac — ap — pc+ p* + bd = 0;
2c =a+ ¢

2y=0b+d
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A kikiiszobolés viszonylag egyszerti. Ha az utolsé két egyenletet négyzetre emeljiik
és Osszeadjuk, akkor a jobboldalon keletkezd négyzetek Gsszegei helyett az elsé két
egyenlet alapjan 2 irhato:

4z% + 4y* = 2 + 2(ac + bd)

A jobboldal a harmadik egyenlet alapjan tovabb alakithato:

222 + 2y? = 1+ ap + pc — p?

A jobboldal kézepén p kiemelhetd, és a negyedik egyenlet segitségével igy alakul:
222 + 2y% =14 2xp — p?
Megvan tehat a keresett egyenlet. Teljes négyzetté alakitva:
2
_ 2)2 I
(m ) TV T4
A bizonyitds kész, hiszen p € [0;1) miatt ez az egyenlet egy olyan kor egyenlete,

amelynek kozéppontja (p/2;0), sugara /2 — p2/2.

Hetedik megoldas. Ez az el6z6knél bonyolultabb eszkozoket hasznal. Alapja egy
polaritdsra vonatkozé tétel: ellipszis (vagy kor) érintSinek halmazdt kapjuk, ha
korre vonatkozé polaritast alkalmazunk egy olyan korvonal pontjainak halmazara,
melyhez képest a polaritds alapkorének kozéppontja belsé pont (pl.: [10]). Az ere-
deti feladat kapcsan ez a tétel azért juthat esziinkbe, mert ha tekintjik az egyik
hirnégyszog csicsaiban az adott korhoz vont érintéket (12. dbra), akkor ezek koziil
a szomszédosak metszéspontjai és a htirnégyszog oldalegyenesei éppen egymas képei
az adott korre vonatkozd polaritasban. fgy a hurnégyszogek ellipszis-burkolasahoz
azt kell megmutatni, hogy ezen metszéspontok mértani helye egy korvonal, amihez
képest az adott kor kézéppontja belsd.

— —

/ VA
/ 1e S
/
A
P f
|
\ AL
% o P ' %
i s 4
~N 7
\\_—//

12. dbra 13. 4bra
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Azt viszonylag egyszerli belatni, hogy a hirnégyszog egy rogzitett helyzeténél a
keletkez6 érinténégyszog egyben hirnégyszog is (pl. [3], [4], [8], [12]). Azt azonban
mar nehezebb igazolni, hogy a kapott ,,érint6hur”-négyszog s kortlirt kore dllando,
mikozben az eredeti hiirnégyszog ,korbefordul” a k korben. Ennek szintetikus bi-
zonyitdsa taldlhaté [3]-ban, [14]-ben. Mi itt koordindtageometriai eszkozokkel ve-
zetjik le, komputeralgebrai szoftver segitségével.

A koordindtarendszert gy vessziik fel, ahogy elézbleg (13. dbra). A k korre és
a P, A, B pontokra vonatkozé egyenletek is ugyanazok. k:z? + y? = 1; P(p;0),
p € [0;); A(a;b), B(c;d); a2+ =1, 2 +d*> =1 és (a —p)(c—p) +bd = 0.
Legyen e, ill. f a k-hoz A-ban, ill. B-ben vont érintd; egyenleteik e: ax + by = 1,
ill. f:cx + dy = 1. Feladatunk a metszéspontjukra, S(x;y)-ra vonatkozé egyenlet
felirasa. Ehhez az aldbbi egyenletrendszerbdl kell kikiiszobolni a-t, b-t, c-t, d-t.

a?+ b =1;
A+d?=1,;
ac — ap — pc + p? + bd = 0;
axr +by =1;
cx+dy=1

Ezt a kikiisz6bolést mar nem sikeriilt ,,puszta kézzel” kiszamolni. Komputeralgebrai
programmal elvégezve, a kovetkezd Osszefliggést kapjuk x, y és p kozott:

p2a® +pPy —2pr —2? —y? +2=0.

Rendezve:

p )2 2 2—p?
(a:+1_p2 +y —7(1_]32)2.
p € [0;1) miatt ez az egyenlet egy olyan s kor egyenlete, amelynek kbzéppontja

( -T2 0), sugara ~—a—, tovabba amely az origdt belsejében tartalmazza, hi-

szen p < /2 — p2. Tehét az S metszéspontok valéban egy, céljainknak megfeleld
korvonalon vannak. E kor helyességét két egyszerti megfigyelés is megerésiti. Egy-
részt, kozéppontja az z-tengely negativ felére esik, ahogy az a 12. dbra alapjan
sejthetd. Masrészt, ha P-t éppen O-nak valasztjuk, vagyis p = 0, akkor az egyenlet
22 +y? = 2. Ez szintén megfeleld, hiszen a P = O esetben az érintSk négyszoge egy
négyzet, aminek kortlirt korérél azonnal latszik, hogy kézéppontja minden esetben
O, sugara pedig /2.

A feladat lezarasaként megfogalmazzuk az ellipszisre és hurnégyszogre vonat-
kozé burkolasi tétel analogonjait hiperbola, ill. parabola esetére. A részleteket mel-
16zziik.
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Legyen adott egy O koézéppontt, r sugaru kor és egy olyan P kiils6 pont, melyre
OP < r/2. Tekintsiik a korbe irt olyan 6natmetsz6 négyszogeket, melyeknek &t16-
egyenesei merélegesen metszik egymast a P pontban. Ekkor e négyszogek oldale-
gyenesei azt a hiperbolat burkoljak, melynek fokuszai O és P, f6korének atmérGje

pedig /212 — OP’.

Legyen adott egy egyenes és egy rd nem illeszked6 P pont. Tekintsiink egy
egyméast P-ben mer6legesen metsz6 egyenespart és az adott egyenessel alkotott
metszéspontjaikat. A metszéspontokbdl hiizzunk parhuzamos egyenest a par mé-
sik tagjaval. Ekkor ezen egyenesek azt a parabolat burkoljak, melynek fékusza P,
csucsérintGje pedig az adott egyenes.

Végezetil a probléma hatterérol ejtiink néhany szét. E burkolasi tételek speci-
alis esetei az tn. Poncelet-féle zarédasi tételnek:

Legyen adott két, egyméast nem érinté, nemelfajuld kipszelet. Az elsé kipszelet
egyik pontjabol hiizzunk érintét a masodik kiupszelethez, majd az érint6 és az els6
kipszelet masik metszéspontjabdl hiizzunk djabb érintét a masodik kipszelethez.
Ha ezt az eljarast folytatva a kapott torottvonal n 1épés utan zarédik, akkor az elsé
kipszelet barmely mas pontjabdl kiindulva is zarédik n 1épés utan.

E tételt tobb olyan helyen emlitik, ahol egy sokszog koré és bele irt korrol van
sz6. Részletes targyaldsa: [1]. A tétellel kapcsolatban nagyon hasznos irodalom [6] és
[7] is. A [18] weboldalon szép animécidkat ldthatunk két kor esetére vonatkozolag.
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