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A permutacio-matrixok egy altalanositasa

DAvLvAy PAL PETER

Bevezetés. A The American Mathematical Monthly folyéirat 2007. junius-jiliusi
szdmaban M. Farrokhi D. G. matematikus egy érdekes feladatot kozolt (lasd [4]-
et). A feladat megolddsa utdn fogalmazédtak meg bennem azok a gondolatok,
amelyek ebben a cikkben megjelennek. Miel6tt ratérnénk a feladatra bevezetiink
néhany jelolést. Ha m egy pozitiv egész, jelolje [m] az {1,2,...,m} halmazt. Ha
A = (ai;) egy m x m-es valés matrix, jeldlje ai;-L az A™ matrix i-edik sordban és j-
edik oszlopdban taldlhaté elemet. Legyen tovabbd E(A) az A métrix pozitiv egész
kitev§jli hatvényai elemeinek halmaza, vagyis E(A) = {az(;l) 24,5 € [m], neZt}.
Most pedig lassuk az emlitett feladatot:

Feladat. Legyen A egy a nemnegativ egész szamok halmaza feletti invertdlhato mdt-
riz. Igazoljuk, hogy ha E(A) véges, akkor A egy permutdcid-mdtriz.

Permutacié-matrix. El0szor is tisztazzuk a fogalmat. Ha m egy pozitiv egész,
jelolje Sy, az [m] halmaz permutéciéinak halmazdt. Az m x m-es A = (a;;) mat-
rixot permutacié-matrixnak nevezziik, ha létezik egy olyan ¢ permutéacié S,,-ben,
amelyre minden (i, j) € [m]? esetén

{0, haj+#o(i),
O “”’{1, ha j = o(i).

Ha A permuticié-méatrix, akkor csak egy olyan o permutécié van, amely eleget
tesz az (1) Osszefliggésnek. Valéban, ha A permutdcié-métrix és a o és 7 permu-
taciok S,,-bol eleget tesznek a definiciéban szerepld Osszefliggéseknek, akkor egy
1 <4 < m esetén aj,(;) = air(;y = 1, mivel az i-edik sorban egyetlen egy elem 1,
a tobbi pedig 0, kovetkezik, hogy o(i) = 7(4). Ez igaz minden 1 < i < m esetén,
igy kovetkezik, hogy o = 7. Az is vildgos, hogy egy o € S,, permuticiéhoz az
(1) képlettel egyértelmiien rendelhetiink métrixot, amelyet a tovdbbiakban M,-val
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fogunk jelolni és a o-hoz tartozd permutacié-matrixnak fogjuk nevezni. A deter-
mindns definicidja alapjan beldthatd, hogy det(M,) = sgno # 0. Ezek alapjan egy
o — M, leképezést értelmezhetiink, amelyrol konnyen igazolhatjuk, hogy injektiv
és meg6rzi a megfeleld miiveleteket. Ez azt mutatja, hogy az Sy, csoport (a permu-
tacidk szorzdsdra nézve) izomorf a permutécié-matrixok csoportjival (a matrixok
szorzdsdra nézve). Ez az izomorfizmus fontossa teszi a permutdcié-matrixok tanul-
manyozasat. Az emlitett feladat a permutaciéo-métrixok jellegzetes tulajdonsdgait
fogalmazza meg a nemnegativ egész szamok algebraja feletti m x m-es matrixok
kozott. Mi els6 1épésként ugyanezt tessziik meg altalanosabb keretek kozott.

Matrixok a nemnegativ valés szamok felett. Mint a cim is mondja itt nemnega-
tiv valds szamok feletti matrixokkal fogunk foglalkozni. Megmutatjuk, hogy annak
sziikséges és elégséges feltétele, hogy egy ilyen A = (a;;) métrix permutdcié-matrix
legyen, az hogy E(A) korlatos legyen és létezzék egy olyan o € S, permuticio,
amelyre a;5(;) > 1 minden 1 <4 < m esetén. Ehhez az eredményhez az 1. Kovet-
kezményben jutunk el.

Elészor az E(A) halmaz korldtossdgat fogjuk vizsgdlni. A kovetkezd lemma
alsé becslést ad az A™ matrix bizonyos elemeire az A matrix egy o permutdciéhoz
tartozé elemei segitségével.

1. Lemma. Ha A egy nemnegativ valds szdmok feletti m x m-es mdtriz és o € Sp,
akkor minden 1 < i < m ésn € ZT esetén fenndll az

n

(2) alr) G 2 H 91 (i) (i)

egyenldtlenség.

Bizonyitas. n szerinti teljes indukciét alkalmazunk. n = 1-re a két oldal egyenld.
Ha feltételezziik, hogy teljesiil az egyenlOtlenség n = k esetén, azaz minden 1 <
1 < m esetén fennall agfl(i) > Hle Qoi=1(i)od (i), akkor

k+1
k41
Eatrl)( Zam ][,k+1 (1) = aza(z)ag( ok (o(i)) = H Agi—1(i)o (i)

vagyis igaz az egyenlGtlenség n = k + 1 esetén is. Tehat a teljes indukcid elve
alapjdn minden 1 <4 < m és n € Z1 esetén teljesiil a (2) egyenlStlenség. -

Ha létezik olyan o permutécié S,,-ben, amelyre az a;q(;) alaki elemek nem
kisebbek 1-nél, akkor az F(A) halmaz csak egyetlen esetben lehet korldtos. Arra a
kérdésre, hogy melyik ez az eset a kovetkezo tétel ad vélaszt.
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1. Tétel. Ha A egy nemnegativ valds szamok feletti m x m-es mdtriz és létezik
olyan o permutdcié Sm-ben, amelyre minden 1 < i < m esetén a;o;) > 1, akkor
az E(A) halmaz csak akkor korldtos ha agg,),(i) =1 minden 1 < i < m és minden
n € ZT esetén.

Bizonyitas. Az S, permutécié csoportjéban jelélje rac permutécié rendjét, igy

s sz

alapjan minden 1 S i < m esetén

o) 2 (H o) 2 (a00)”

Ha az E(A) halmaz korldtos, mivel a;,(;y > 1 kovetkezik, hogy létezik egy K valds
szdm, amelyre 1 < (ajo(;))" < K & 1 < aj03) < {/K minden 2-nél nem kisebb
egész szdm esetén, ahonnan n — oo hatdratmenettel az a;;(;) = 1 egyenléséget
kapjuk. Ebbdl a (2) egyenlétlenség alapjdn minden 1 < i < m esetén kovetkezik,
hogy all), > 1. Tovabbé E(A") C E(A), ezért E(A™) is korlatos. Tehat A
matrix is teljesiti a lemma A-ra el6irt feltételeit, igy az el6z6 bizonyitds alapjan
kimondhatd, hogy a{™)

ion(iy = 1 minden 1 <4 < m és minden n € 77T esetén. -

Természetes az a kérdés, hogy az 1. Tétel feltételei mellett mi torténik a
matrix tobbi elemével. Ezek becsléséhez segit a kovetkezo lemma.

2. Lemma. Ha A egy nemnegativ valds szdmok feletti m X m-es matriz és létezik
olyan o permutdcié Sy,-ben, amelyre minden 1 <i < m esetén a;s;y > 1, tovdbbd

ha b, =", > jeim\ o (i)} ag-b), akkor minden p,q € Z* esetén byt > by + by.

Bizonyitas. Elészor bevezetiink néhany jelolést. Tetszéleges n € Z™T esetén legyen

O ={(i,j,k) € [m)® : k # o™ (i)},

®(n) = {(i,j) € [m]* : j # 0" (i) },
O1(p,q) = {(i,4,09(j)) € [m]* : j # o? (i) },
O2(p, q) = {(Uﬁp(s)asat) €m) :t #0%s)},

és vegyiik észre, hogy j # oP(i) & 0%(j) # oPTI(i) valamint t # 0(s) & t #
oPTa(o7P(s)), igy fenndll a ©1(p, ) UB2(p, q) € OP+D ésa ©1(p, q) NO2(p,q) =0
Osszefiiggés is. Mivel teljesiil az 1. Lemma feltevése, a (2) egyenlStlenség alapjan
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) 59

kovetkezik, hogy minden 1 < i < m és n € ZT esetén fennill az Qign (i) =

egyenl6tlenség. Ezek utan ratérhetiink egyenlétlenségiink igazoldsara:

bpirq = Z E£+q) Z Za(p) (@) _ Z g)) g(]i)

(i,k)€®(p+q) (i,k)€®(p+q) J=1 (i,5,k) €O P+
(p) ((1) (p) (Q)
Z Z U Jk + Z Zj ]k
(4,7,k) €01 (p,q) (4,7, k)eez(p,Q)
_ ( ) (q) (q)
B Z @ij Cjoa(j) + Z Gy P (s)sPst
(1,5)€®(p) (s, t)€<1>(q)
> T T e,
(i,5)€®(p) (s,t)ED(q
vagyis bpyq > bp + by. -

A 2. Lemma segitségével a 1. Tétel feltételei mellett ratérhetiink az A matrix
tobbi elemének meghatarozasira. Az eredményt a koévetkezd tételben foglaljuk
Ossze.

2. Tétel. Ha A egy olyan nemnegativ valés szamok feletti mx m-es mdtrixz, amelyre
az E(A) halmaz korldtos és létezik olyan o € Sy, permutdcid, amelyre minden
1 < < m esetén a;,;y > 1, akkor minden p € Z* esetén b, = 0. Ennek kovet-
kezményeképpen az A mdtrix és minden hatvdnya permutdcid-mdtriz, pontosabban
A=M, és AP = My».

Bizonyitas. Mivel E(A) korlatos, kovetkezik, hogy a {b, } sorozat is korlatos. Pon-
tosabban, ha K az E(A) egy fels§ korldtja, akkor m(m — 1)K egy felsé korldtja a
{bn} sorozatnak. A 2. Lemma egyenl&tlenségébdl azonnal kovetkezik, hogy minden
n,p € Z esetén fennallnak az

m(m— 1)K

m(m = 1)K > by > 2%, 20 = >, >0

egyenldtlenségek, ahonnan n — oo szerinti hatdratmenettel kovetkezik, hogy b, =

0. Ebbdl kovetkezik, hogy a(p) = 0 minden j # oP(i) esetén. Tovdbbd az 1. Tétel
(p)

ioP (i)

kijelenthetd, hogy minden p € Z* esetén AP éppen a oP-nek megfeleld permuticio-

alapjan a; = 1 minden 1 < ¢ < m esetén. Mindezek figyelembe vételével

matrix, vagyis AP = My». -

Ebbél adddik egy sziikséges és elégséges feltétel ahhoz, hogy egy nemnegativ
valds szamok feletti métrix permutacié-métrix legyen.
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1. Kévetkezmény. Az A nemnegativ valds szamok feletti m x m-es mdtriz akkor
és csak akkor permutdcid-mdtrix, ha teljesilnek a kovetkezd feltételek:

(a) Létezik egy o € Sp, amelyre a;p;y > 1 minden 1 <1i < m esetén.

(b) E(A) korldtos.

Bizonyitas. A sziikségesség. Ha A permutdcié-matrix, akkor létezik o € 5, ugy,
hogy A = M,, igy a,s;y = 1 minden 1 < i < m esetén, azaz teljesiil az (a)
feltétel. Ebbdl kévetkezik, hogy A™ = M,» minden n € ZT esetén. Ha r jeloli
o rendjét az S, csoportban, akkor " = ¢, ahol ¢ az identikus permutaciét jeloli,
igy A" = I,,,, ahol I, az m X m-es egységmatrixot jeloli. Ebbol kovetkezik, hogy
A-nak pontosan r kiilonboz6 hatvanya van, amelyek A, A2, ... A™"1 A" = I,,,, igy
E(A) nyilvanvaléan véges, ezért korlatos is, azaz teljestil a (b) feltétel is.

Az elégségesség. Ha teljesiilnek az (a) és (b) feltételek, vagyis létezik o € S,,,
amelyre a;,(;y > 1 minden 1 < i < m esetén és E(A) korlatos, akkor a 2. Tétel
alapjan kovetkezik, hogy A = M,,. -

A nemnegativ egész szamok feletti matrixokra azonnal adédik a kovekezd
eredmény, amely a bevezetOben emlitett feladatot is megoldja.

2. Kovetkezmény. Hao A = (a;j) egy m x m tipusd mdiriz a nemnegativ egész
szamok halmaza felett, akkor A pontosan akkor permutdcio-mdtriz, amikor A in-
vertdlhaté és E(A) véges.

Bizonyitas. Ha A permutdcié-métrix, akkor det A = sgno # 0, igy A invertalhato,
és E(A) = {0, 1}, ami véges. Forditva, tételezziik fel, hogy A invertdlhaté és E(A)
véges. Ekkordet A = Y .o [Ii%y aio(i) # 0, igy létezik egy o permutécié Sy,-bol,
amelyre H:il @iy 7 0. Mivel a szorzat tényezdi nemnegativ egészek, kovetkezik,
hogy a;,(;) > 1 minden 1 < i < m esetén. Ugyanakkor mivel E(A) véges, korldtos
is, igy teljesiil a 2. Tétel feltevése, amelybdl kovetkezik, hogy A = M, vagyis A
permuticié-matrix. -

Egy masik azonnali eredmény a kovetkezo:

3. Kovetkezmény. Ha A egy olyan nemnegativ valds szamok feletti mxm-es mdatriz
és ha létezik két kiillonbozd pozitiv egész p és q ugy, hogy AP = A%, akkor A pontosan
akkor permutdcio-mdtriz, ha létezik olyan o € S, permutdcid, amelyre minden
1 <i<m esetén ajp;y > 1.

Bizonyitas. Ha A = M, permutédcié-méatrix, akkor minden 1 < ¢ < m esetén
aiz(iy = 1. Forditva, tételezziik fel, hogy létezik olyan o permutdcié Sp,-ben,
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amelyre minden 1 < i < m esetén Aig(iy = 1. Mivel az AP = A9 feltételbdl azonnal
kovetkezik, hogy E(A) véges és {gy korldtos, teljesiil a 2. Tétel feltevése, amelybél
kovetkezik, hogy A = M, vagyis A permutacié-métrix. -

A maésodik 1épést az altalanosabb felé ugy tehetjiik meg, hogy prébalunk lazi-
tani az 1. Tétel és 2. Tétel feltevésén. Pontosabban, cseréljiik ki a o permutédciéra
vonatkozdé ,minden 1 < i < m esetén a;p;y > 17 feltételt az ennél gyengébb
oLty Gio(sy = 17 feltétellel.

Gyengébb feltételek altalanosabb fogalmak. Az iltaldnosabb feltétel néhdny ko-
vetkezményét fogalmazzuk meg a kovetkezo tételben.

3. Tétel. Ha A egy olyan nemnegativ valds szamok feletti m x m-es mdatriz, amelyre
az E(A) halmaz korldtos és létezik olyan o € S, permutdcid, amelyre H:r;l Qi (i) =
1, akkor teljestilnek a kovetkezdk

(a) H:L Qigi) = 1.

(b) Ha a H C [m] halmaz invaridns a o permutdcidra nézve, vagyis o(H) = H,
akkor [[;cp Gioiy = 1.

Bizonyitas. (a) A (2) egyenl8tlenség szerint érvényes a kovetkezd alsé becslés:

| V

m n
Haﬁ?im HH Q=1 (i) z>*HH%7 (i) z>*HHaw<z>
s

j=1li=1 j=1li=1
= <Haw(i)) > 1L
i=1

Ha K jeloli az E(A) halmaz egy felsd korlatjat, akkor az el6z8 egyenlStlenségbél
kovetkezik: K™ > ([i%; aiv(y)" > 1, vagyis 1 < [[1"; aip(iy < VK™, ahonnan
n — oo szerinti hatdrdtmenettel kovetkezik, hogy [T\ @) = 1.

(b) Ha H = [m], akkor a bizonyitandé egyenl6ség azonos az (a) pontban szerepld
egyenléséggel. Most tételezziik fel, hogy H # [m] és o(H) = H. Mivel o bijekcid,
kovetkezik, hogy H = [m] \ H is invaridns halmaza o-nak. A mar bizonyitott
egyenlGség alapjan koévetkezik, hogy

<H %u)) : (H aw(i)) ~1

i€H icH
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Az egyenl6ség csak ugy lehetséges, hogy legalabb az egyik tényezd nem kisebb mint
1. Tételezziik fel, hogy [[;c  Gio(i) > 1. A (2) alapjan fennall

n n n
H Aign (i) = H H Agi=1(i)od (i) = H H Agi=1(i)od (i) H H
j=14icH

icH i€H j=1 j=lieH

= <H aw(z‘)) :

i€ H

Mivel [Licy Giociy > 1 és [Licy tGioniy < KWl < K™ kévetkezik, hogy 1 <
[Licy @ioy < VK™, majd hatdrdtmenettel kapjuk, hogy [[,cpy tir(sy = 1. Ha
pedig Hieﬁ aio(;) > 1 az el6z6 bizonyitdsban H és H szerepét felcserélve kapjuk,
hogy Hieﬁ @ix(;) = 1. Ebbdl a (HieH aw(i)) . (Hieﬁ aw(i)) = 1 egyenl6ség alapjdn
kapjuk, hogy [[;cy @ici) = 1. -

Azonnali kovetkezmények fogalmazhatdk meg.

4. Kovetkezmény. Ha A egy olyan nemnegativ valds szdmok feletti m X m-es mdt-
riz, amelyre az E(A) halmaz korldtos és létezik olyan o permutdcid az Sp,-ben,
amelyre T, Uig(iy = 1, akkor teljesilnek a kovetkezdk
(a) Ha i fizpontja a o permutdcidnak, akkor a; = 1.
(b) Ha v egy ciklusa a o permutdcidnak és H C [m] halmaz a ~ dltal mozga-
tott elemek halmaza, amelynek h eleme wvan, akkor minden ¢ € H esetén
[T @oi-1 (s = 1.

Bizonyitas. (a) Ha i fixpontja o-nak, a H = {i} halmaz invaridans halmaza o-nak,
igy a 3. Tétel alapjan ay; = [[;cy @iy = 1.

(b) Ha v ciklusa o-nak (lasd pl. a [3]-ban a 6.5. Definiciét) és H a v éltal moz-
gatott elemek halmaza, akkor H invarians halmaza o-nak, igy a 3. Tétel alapjan
HieH Qg (i) = 1. ]

Az a kérdés meriil fel, hogy vannak-e ilyen tulajdonsagi és a permutdcié-
matrixoktol kiillonboz6 m x m matrixok a nemnegativ valds szamok halmaza felett,
amelyekre az F(A) halmaz véges. Ilyen métrixokat a 4. Kovetkezmény feltételeit
teljesité matrixok kozott kell keresniink.
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1. Példa. Tekintsiik a kévetkez6 matrixot és néhdny hatvanyét:

0 1/2 0 0 0 0 0 4 00
0 0 8 0 0 2 0 0 0 0
A=|1/4 0 0 0 0 [, A*=1[0 1/8 0 0 0],
0 0 0 0 1/3 0 0 01 0
0 0 03 0 0 0 0 0 1
1 000 O 0 1/2 0 0 0
0100 0 0O 0 8 0 0
A=]10o010 0|, A*=11/4 0 0 0 0],
000 0 1/3 0 0 01 0
0003 0 0 0 00 1
0 0 4 0 0 100 00
2 0 00 0 01 00 0
A=10 18 00 0 [, AS=[0 0 1 0 0
0 0 0 0 1/3 00010
0 0 0 3 0 00001
1 2345
Ezt az 5 x 5-6s méatrixot a o = 9 3 1 5 4)° (123)(45) permutécidhoz gy

rendeltiik hozza, hogy teljesiilnek a 4. Kévetkezményben megfogalmazott feltételek,
valamint azok az a;; elemek, amelyekre j # o(i) mind 0-val egyenl6k. Mivel AS
az egység matrix, beldthaté, hogy A™ = A", ahol r =0,1,...,5 az n pozitiv egész
6-tal valé osztdsi maradékat jeloli. Evégett az E(A) nyilvanvaléan véges. Jelen
esetben F(A) = {1/8,1/4,1/3,1/2,1,2,3,4,8}.

Ezzel belattuk, hogy vannak a permutdcié-matrixoktol eltér6 és a 3. Tétel
feltételeit teljesité matrixok. Vizsgédljuk meg kozelebbrél a példaban szereplé mat-
rixhoz hasonlé matrixokat. El6szor egy ciklikus permutaciéhoz rendeljiink hasonld
médon maétrixot, nevezziik éket kvaziciklikus matrixoknak.

Kvaziciklikus matrixok

1. Definicié. Az A nemnegativ valés szamok feletti m x m-es méatrixot kvdziciklikus
madtriznak nevezzik, hogyha létezik S,,-ben egy olyan ~y ciklikus permutéci6, amely
altal mozgatott elemek halmaza H., és az [m] halmazon értelmezett p pozitiv
fliggvény, amelyekre

0, ha j # (i),
ai»: . eS _1 eS —]_ha 6 H .
! {P(Z% ha j = (i), ng p(j) j€[m]\ H,
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Egy az [m] halmazon értelmezett p pozitiv fiiggvényt, amely eleget tesz a
HieHﬂ, p(i) =1 és p(j) =1, hogyha j € [m] \ H, feltételeknek, a ~y ciklikus permu-
tacioval kompatibilis pozitiv fliggvénynek fogjuk nevezni.

Jelolje P(v) a «y ciklikus permutdciéval kompatibilis p pozitiv fiiggvények hal-
magzat, azaz

P() = {p:m = R*: ] (i) =165 p(j) = L ha j € [m] \ H, }.
i€H,

A ~ ciklikus permutécidhoz és p € P(v) fuggvényhez tartozé kvéziciklikus métrixot
C(~,p)-vel fogjuk jelolni. Az identikus permutdciét 0 hosszisdgu ciklikus permu-
tacioként fogjuk fel, és mivel csak fixpontjai vannak az egyediili vele kompatibilis
pozitiv fliggvény a konstans 1 fliggvény, igy C(e,1) = I,,,. Tehdt az egységmatrix
kvaziciklikus matrix.

2. Példa. Tekintsiik az S5-hoz tartozé y1 = (123) és v2 = (45) ciklikus permuté-
cidkat és a p; € P(7y1) és p2 € P(y2) pozitiv fliggvényeket, amelyekre p; (1) = 1/2,
P1(2) = 8, pr(3) = 1/4, p1(4) = pr(5) = L, palL) = pa(2) = ps(3) = 1. pald) = 1/3,
p2(5) = 3. A definicié alapjan

0 1/2 0 0 O 1 0 0 0 O
0 0 8 0 O 01 0 0 O
Cyi,p1)=1|1/4 0 0 0 O és C(y2,p2)=]10 0 1 0 O
0 0 0 1 0 0 00 0 1/3
0 0 0 0 1 0 00 3 O

Ebbél latszik, hogy az 1. Példdban szereplé A métrix nem més mint az C'(y1,p1) és
C(v2, p2) kvaziciklikus matrixok szorzata. Ezek alapjan bevezethetjiik a kvéziper-
mutacié-méatrix fogalmat is.

Kvazipermutdcié-matrixok. Ha o € S,,,, akkor a p : [m] — R pozitiv fiiggvény-
r6l akkor mondjuk, hogy kompatibilis a o permutdcidval, hogy ha [[,cp p(i) = 1
minden olyan H halmaz esetén, amely invaridns a ¢ permutdciéra nézve. A o
permutéciéval kompatibilis pozitiv fiiggvények halmazat P (o) fogjuk jelolni. Mint
tudjuk a o permutéacio, a tényezdk sorrendjétol eltekintve, egyértelmiien irhaté fel
paronként idegen ciklusok szorzataként. Fz a szorzat 0 tényezGs, ha o az identikus
permutacié.
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4. Tétel. Ha a o € S, permuticio idegen ciklusok szorzatdra bontdsa o =

YY2 Yk, akkor a p i [m] — R pozitiv fiigguény akkor és csak akkor kompa-

tibilis a o permutdcidval, ha minden 1 < j < k esetén [[;cpy p(i) =1 és minden
J

i € [m]\ H, esetén p(i) = 1, ahol H, = U_ | H, a o permutdcié dltal mozgatott

elemek halmaza. Ha p1 € P(71), p2 € P(72)s ---» Pk € P(k), €s ha p = H?:l Dj,

akkor p € P(o).

Bizonyitas. Ha o = 7172 - - Yk, akkor H,,, invaridns a o permutdciéra nézve. Té-
telezziik fel, hogy p € P(c), akkor Hieij p(#) =1, ha pedig i € [m] \ H,, akkor 4
fixpontja a o permutaciénak, azaz az {i} halmaz invaridns o-ra nézve, igy p(i) = 1.
Forditva, tételezziik fel a p : [m] — RT pozitiv fiiggvényrdl, hogy minden 1 < j < k
esetén HieHw p(i) = 1 és minden i € [m] \ H, esetén p(i) = 1. Legyen H C [m]
egy invaridns halmaz a ¢ permutaciéra nézve, akkor minden 1 < j < k esetén
H N H,, szintén invaridns a o-ra nézve, igy H N H,, =, vagy HN H,, = H,,. Ha
J={1<j<k:HNH, = H,}, akkor H = (H \ Hs) U (UjesH,,) egy diszjunkt
felbontdsa H-nak, igy [[;c i p(i) = (I Licp\ar, P(0) - (I e, Hz‘eHw p(i)) = 1. Ezzel
belattuk, hogy p € P(o).
A maésodik rész bizonyitdsdhoz tételezzik fel, hogy p1 € P(11), p2 € P(7y2),
oy Pk € Plyk), ésp = H§:1 pj. Mivel minden 1 < j < k esetén HieHw p(i) =
Hz‘eHw p;(i) és mivel p; € P(v;) kovetkezik, hogy Hz‘eHw p(i) = 1. Ezért a tétel
elsé része alapjan kovetkezik, hogy p € P(0). -

2. Definicié. Az A = (a;;) nemnegativ valés szdmok feletti m x m-es matrixot

a o € S, permutdcidhoz és a vele kompatibilis p pozitiv fiiggvényhez rendelt
kvdzipermutdcio-mdtriznak fogjuk nevezni, ha

= {0 Mt
97 p0), haj=oli).

A o permutaciéhoz és a vele kompatibilis p pozitiv fliggvényhez rendelt kvaziper-
mutdcié-métrixot a P(o, p) szimbdlummal fogunk jeldlni.

5. Kovetkezmény. Ha o idegen ciklusok szorzatdra bontdsa o = y17y2 - -+ Yk €S P1 €
p k ;
P(11), p2 € P(v2), -, pu € P(), €s p=[[;_1 pj, akkor p € P(0) és

P(o,p) = C(y1,p1) - C(y2:p2) - - C (v, Pr)-
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Bizonyitas. Ha C(v¢,pe) = (c;5(¢)), ahol 1 < ¢ < k, akkor

Oa ha] # 7@(”;
ci;(0) = . . .
10= i, o)
Ha A= Hif:l C(ve,pe) és A= (a;5), akkor
Aij = Z Cisy (1)68182 (2) < Csy_qsy (e) s csk—lj(k)'
(51,82,.-y8k—1)E[m]*—1
Ha i € [m] \ H,, akkor ¢ fixpontja o-nak és mindegyik ciklusdnak is, igy
o - - B |0, haj#i,_ 0, ha j # o(i),
aij = ¢ii(1)cii(2) ... cii(€) ... cij(k) = { 1 haj—i {p(z’), ha j = o(i).

Ha i € H,, akkor mivel H, = U*_ H, , és mert az idegen ciklusok &ltal moz-
gatott halmazok diszjunktak, kovetkezik, hogy egyetlen olyan ciklus van, amelyik
mozgatja az i pontot, legyen ez ¢, tobbinek pedig az i is és o(i) is fixpontja, igy
p(i) = (i) és

aij = Cii(l)cii(Q) .. .Cii(t - 1)Cig(i) (t)cg(i)g(i) (t + 1) - Co(i)j (kj)

{O, ha j # o(i), _ {O, ha j # o(i),
p(i), ha j=o(i). p(#), ha j=o(i).

Ezzel igazoltuk, hogy A = P(0,p), vagyis fenndll a bizonyitandé Gsszefiiggés. g

3. Példa. Az 1. példdban szereplé A matrix egy kvdzipermutacié-matrix, amely a

a=<; ; ‘Z’ ‘5‘ i>=(123)(45)

permutéciéhoz és az
r |12 3 405

o) [1/2 8 1/4 1/3 3

hozzarendeléssel értelmezett p : [5] — RT o-val kompatibilis pozitiv fiiggvény-
hez rendeliink hozzd. Valéban, mivel 0 = 7172, ahol 1 = (123), 72 = (45), és

H,, = {1,2,3}, H,, = {4,5} belathaté, hogy [T,ep, p()) = [T p(i) = 1 és
Hiesz p(i) = [I_, p(i) = 1, ami a 4. Tétel alapjén azt jelenti, hogy p € P(0). Az
is 14thatd, hogy A = C'(vy1, p1)C(y2,p2) = P(0,p).

A kovetkezd kérdés nyilvan az, hogy két kvazipermutdcié-métrix szorzata
kvézipermutacié-matrix-e vagy sem. A kdvetkezd példa mutatja, hogy nem mindig.
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4. Példa. Tekintsiik a kovetkez6 4 x 4 tipust kvéziciklikus métrixokat A = C(v,p),
B = (n,q), ahol v = (123), p(1) = 1/2, p(2) =8, p(3) = 1/4, p(4) = 1, n = (234),
q(1)=1,¢(2) =1/3,4(3) =9, ¢(4) = 1/3. Megmutatjuk, hogy az AB szorzat nem
kvazipermutacio-matrix.

0 1/2 0 0 1 0 0 0 0 0 1/6 0
o 0o 80 o o 113 0 o o o 7
A=lys o ool P70 0o 0 o 4B~ uya o o o

0 0 01 0 1/3 0 0 0 1/3 0 0

Mondhatnénk, hogy AB = P(o,r), ahol o = (13)(24) és r(1) = 1/6, r(2) = 72,
r(3) = 1/4, r(4) = 1/3, a gond csak az, hogy az r fiiggvény nem kompatibilis a o
permutdciéval, hiszen sem a p(1)p(3) szorzat, sem a p(2)p(4) szorzat nem 1.

Abban az esetben viszont, ha o és T permutédcidk olyanok, hogy az &lta-
luk mozgatott H, és H, halmazok diszjunktak, akkor tetszéleges p € P(o) és
q € P(r) fiiggvényekre a P(o,p) és P(r, q) kvézipermutdcié-méatrixok szorzata szin-
tén kvéazipermuticié-métrix és fenndll a P(o,p) - P(7,q) = P(oT,pq) egyenldség.
Arra, hogy kvazipermutaciéo-métrixok szorzata szintén kvazipermutacié-matrix le-
gyen van még mas lehet&ség is.

5. Tétel. Hao € S,, ésp és q a o permutdcioval kompatibilis pozitiv fiigguények,
és ha barmelyik H a o permutdcio idegen ciklusok szorzatdra bontdsdban szerepld
pdros hosszusdgu ciklus dltal mozgatott halmaz esetén létezik eqy w € H, amelyre
fenndll a

|H|/2 |H|/2

(3) I p(e® 2 w) = T] a(o®*(w))

egyenléség, akkor P(o,p)P(0,q) = P(c?,r), aholT =p-(qo0).

Bizonyitas. Legyen P(o,p) = (ai;), P(0,q) = (bi;) és P(o,p)P(0,q) = (c;j). Lét-
haté, hogy

{0, ha j # o?(i),

m
¢y = D aiwbi; = Giobo(); = { o b, ha j = 0(0)

k=1
_ {07 ha j # o (i),
p(i)q(o(i), haj=o?().

Azt kell igazolnunk, hogy = p-(goo) pozitiv fiiggvény kompatibilis a o permutéci-
éval. Ez azt jelenti, hogy ha H invaridns részhalmaza o?-nek, akkor [Licyr@) =1.
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Ha a o permutacio idegen ciklusok szorzatara bontdsa o = ~y1y2 -+ -7« - - Y&, ahol
az elsé h ciklus hossza 2-nél nagyobb, a tobbié egyenl6 2-vel. A felbontéas elsé j
ciklusanak, j < h, hossza paratlan, a kovetkez6 h — j ciklus hossza paros. Ebbdl
kovetkezik, hogy 02 = 7§73 ---7?. Hay € S,, egy a o felbontdsaban szerepld ciklus,
amelynek s hossza 2-nél nagyobb, és ha H, az édltala mozgatott elemek halmaza,
akkor tetsz8leges i € H., esetén, H, = {ig,0(ig),...,0" 1 (ig)} és o°(ip) = io,
azaz v = (io,0(io),...,0° (ip)). Ha s > 2, akkor a 42 4ltal mozgatott elemek
halmaza H,: = H,. Valéban, nyilvanvald, hogy H,» C H,, ha pedig i € H.,, akkor
mivel v hossza 2-nél nagyobb kévetkezik, hogy v2(i) = o2(i) # i, vagyis i egy >
altal mozgatott pont, igy ¢ € H,2. Mivel ez tetszbleges i € H, esetén igaz, fennall
a H, C H.» relacié is. Ha s pdratlan, akkor megmutatjuk, hogy 72 is ciklus. Az
io-t mozgaté és 2 idegen ciklusok szorzatira bontdsiban szereplé ciklus hossza
legyen u, ez azt jelenti, hogy u a legkisebb pozitiv egész, amelyre v*“(ig) = io.
Mivel a v ciklus hossza s kovetkezik, hogy s osztdja 2u-nak, igy mivel s paratlan
kovetkezik, hogy s osztéja u-nak, ami maga utan vonja, hogy s < u. Mas oldalrél
v (ip) = ip maga utan vonja, hogy v2*(ig) = io, az u definiciéja alapjan kivetkezik,
hogy u < s. A két egyenl6tlenségbél kovetkezik, hogy u = s, ami azt jelenti, hogy
~?% egyetlen ciklusbdl &ll, vagyis maga is ciklus. Ha s paros, azaz s = 2t, akkor ¢
a legkisebb pozitiv egész, amelyre v2!(ig) = ip. Mivel s > 2, kivetkezik ¢t > 2, {gy
v2-nek az egyik ciklusa t hossztisdgi ez pedig v = (io, v2(i0), - - ., ¥**~2(ip)). Mivel
7 bijekci6 kimondhaté, hogy t a legkisebb pozitiv egész, amelyre v2¢(v(ig)) = 7 (io).
Tehat 2 masik, v'-t6l idegen, ciklusa 7" = (y(io),v>(i0), - - ., Y** "1 (ip)). Vildgos,
hogy 7% = +'y". Ezek szerint o%-et a kovetkezOképpen irhatjuk idegen ciklusok
szorzataként: o2 = 2. "yjz'y;-+1'y;-’_|r1 Y- Még azt kell kimutatnunk, hogy a
r = p- (qo o) pozitiv fiiggvény kompatibilis a 02 permuticiéval. Ehhez azt kell
kimutatnunk, hogy a felbontdasban szerepl6 ciklusok barmelyike dltal mozgatott
halmazon felvett fiiggvényértékek szorzata 1, és a o2 fixpontjain felvett értéke pe-

2

dig 1. Tételezziik fel, hogy a v ciklus szerepel o idegen ciklusok szorzataként vald
kifejezésében. A kovetkez6 eseteket kell vizsgdlnunk:

1) Ha « hossza paratlan, akkor v ugyancsak a H., halmazt mozgaté ciklus.
Mivel p, g € P(0), kovetkezik, hogy HieH7 p(i) =1 és HieHW q(i) =1, igy

I @ = I p@ae@) = I] »(@) T atc@) = ] »@) I] a@) =1.

i€H., icH., icH., i€ H, ieH, i€ H,

2) Ha v hossza s = 2u és s > 2, akkor 2 két u hosszisagu 7' és 7" cik-
lus szorzata. Hogyha H, = {ig,0(io),...,0° *(ig)}, akkor mint ldttuk H, =
{io,02(i0), ..., 0% 2(io)} és Hyn = {o(i0),o>(i0),...,0%* 1 (ig)}. Megjegyezziik,
hogy p és q pozitiv fiiggvények o-val valé kompatibilitdsa miatt a (3) Osszefuggése
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egy w € H, esetén
|H|/2 |H|/2 |H|/2 |H|/2

H p(o 2t 2 H q(o 2t 2 )) PN H p(aQt*l(w)) _ H q(0_2t71(w))’

ezért a (3) Osszefiiggés fenndll tetszbleges w € H, esetén, igy

u

H r(i) = H p(i) H q(a(i)):H o2t Hq 21

iEH,Y/ iEH,Y/ iEH,Y/ t=1
2u
=[[ale" " Go) = [] ati) =
t=1 i€H,

és

II ro= 11 »@ II ate@)=]]pc* " o) [] a(o* (o))

iEH,YII iEH,Y// iEH,YII t=1 t=1
2u
=[Ipc" " G0)) = I] »(0) =
t=1 i€H,

3) Ha ~y egy 2 hossziséag ciklus, akkor ha w egy 7 dltal mozgatott pont, akkor
H, = {w,o(w)}, és H, pontjai o?-nek fixpontjai. A p és q pozitiv fiiggvények o-
val valé kompatibilitdsa miatt p(w)p(o(w)) = 1 és gq(w)g(o(w)) = 1, mig a (3)
feltétel miatt p(w) = ¢(w), ahonnan az elézbek figyelembe vételével kovetkezik,
hogy p(o(w)) = g(o(w)). Most megmutatjuk, hogy a r pozitiv figgvény a H,
minden pontjadban az 1 értéket veszi fel: r(w) = p(w)q(o(w)) = p(w)p(o(w)) =1
és r(o(w)) = p(a(w))q(o®(w)) = p(o(w))p(w) = 1.

4) Ha i fixpontja o-nak, akkor p és g pozitiv fiiggvények o-val valé kompati-
bilitdsa miatt p(i) = ¢(i) = 1, igy r(¢) = p(i)q(o(i)) = p(i)gq(i) = 1.

Ezzel igazoltuk, hogy r fiiggvény kompatibilis a o2 permutédciéval, azaz r €
P(c?). Ezzel belattuk, hogy P(o,p)P(o,q) = P(0?,r), ahol P(0?,r) kvazipermu-
tacié-matrix. -

Nyilvénvald, hogyha az 5. Tételben p = ¢-val, akkor a (3) feltétel teljestil, {gy
ha p € P(0), akkor P(o,p)?> = P(c?,p- (po c)). A kovetkezd lépésben azt vizs-
galjuk meg, hogy egy kvazipermutdcié-matrix hatvanyai szintén kvazipermutacio-
matrixok-e? Miel6tt ezt megtennénk egy lemmat fogunk igazolni.
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3. Lemma. Ha v € S,, eqy h hosszisagu ciklikus permutdcio és n egy pozitiv egész
szam, akkor a ™ permutdcid egyenld az identikus permutdcicval, ha n tobbszo-
rose h-nak, vagy " idegen ciklusok szorzatdra bontdsdban mindegyik ciklus h/d
hosszisdgi, ahol d = (h,n) és d < h.

Bizonyitas. Ha az n egész szam h-val valé osztasi hanyadosa ¢ és maradéka r,
akkor n = hq + r. Mivel 4" = ¢ kovetkezik, hogy 7" = (v")?%y" = 4", ahol
7% = ¢ konvenciét alkalmazzuk. Ezzel beldttuk a lemma elsé részét. Tovabbd,
ad = (h,n) = (h,r) Osszefiiggés azt mutatja, hogy elegendd a lemma mésodik
részének allitasat n < h esetén igazolni. Ha § a " permutécié idegen ciklusok
szorzatara bontasaban szereplé ciklus, amelynek hossza hgs, akkor egy ¢ € Hg
pont esetén hs az a legkisebb pozitiv egész p, amelyre (v")P(i) = i és Hs =
{i,7"(i),y*"(3), ..., y"s =" (4)}. Kénnyen belathaté az is, hogy Hs C Hyn C H.,.
Ha 7 egy masik (nklus a " permutacié idegen ciklusok szorzatara bontdsabdl, ak-
kor egy j € H, esetén H, = {5,7"(5),7*"(j),...,y""»=Y"(4j)}. Mivel H, C H,
és Hy = {i,v(i),7%(i),...,7"71(i)} kovetkezik, hogy létezik k € [h — 1] tigy, hogy
Y¥(i) = j. Mivel 7}”"( ) = i kovetkezik, hogy "™ (j) = y"" (¥ (i) = A" (i) =
yR(yhem (i) = 4*(i) = j. Méasrészrél h, az a legkisebb p pozitiv egész, amelyre
V() = j, igy hy < hs. Ez a gondolatmenet érvényes akkor is, ha § és n ciklusok
szerepét felcseréljik, igy kovetkezik, hogy h, > hs, vagyis h,, = hs. Tehat 4" idegen
ciklusok szorzatara bontasaban minden ciklus azonos hosszisagu.

Ha i egy a v™ permutéacié dltal mozgatott pont, akkor pontosan egy olyan
ciklus van a y™ permutécié idegen ciklusok szorzatara bontdasdban, amelyik moz-
gatja i-t és erre 41" (i) = i, ahol h; a felbontds idegen ciklusainak kozds hosszat
jeloli. Tehat v™"(i) = i minden 1 < i < m esetén, vagyis Y™ = ¢, ezért
h|hin < (h/d) | (hin/d). Mivel (h/d,n/d) = 1, kovetkezik, hogy (h/d) | h1, amiért
h/d < hy. Méasrészrol viszont (y")V? = (yh)"/4 = ¢, igy 4(M/Dn(j) = i, ahonnan
hs = h; minimum tulajdonsdga alapjan kovetkezik, hogy h; < h/d. E két egyen-
16tlenség alapjén kovetkezik, hogy hy = h/d, ami igazolja a lemma allitdsét. -

Els6 1épésben a kvéziciklikus matrixok hatvanyait vizsgaljuk.

4. Lemma. Ha v € S,, egy h hosszisdgu ciklikus permutdcio, és p eqy vele kom-
patibilis pozitiv fiigguény, akkor

(4) Clv,p)" Hpovj ")

Kvadziciklikus mdtrixz pozitiv egész kitevdji hatvdnyai kvdzipermutdcid-mdtrizok.
Fontos sajdtos eset: C(vy,p)"* = Iy,.
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Bizonyitas. Teljes indukciéval bizonyitunk. Az allitas igaz n = 1-re. Tételezziik
fel, hogy teljesiil n = k esetén, vagyis C(y, p)* = P (7", H§:1 poyi™1). Ha C(v,p) =
(Guv), C(%p)k = (byy) és C('Yap)k-H (cuv), akkor
{ 0, ha v # v(u),

k

Cyp = auwbwv =a b =
Z wy(w) Py (u)v auv(u)by(u)y’“‘*'l(u)v ha v = Y (7(”))7

[0 ha v # 5(u),
p() (T por? ™) (v(w), ha v =*"1(u),

[0 ha v # v(u),

(I o) @), hav =),

Igazoljuk, hogy C(v, p)k*! kvazipermutécié-métrix. Ehhez kell igazolnunk, hogy a
Hf:ll po~?~! fiiggvény kompatibilis a v+ permutéciéval. Ha k + 1 = th, akkor
YL = ¢ és a p € P(y) feltételbél kovetkezik, hogy

k+1 h
[[povj’l(U)=(Hp07] lu) (Hp ) =1,

vagyis teljesiil a szilkséges kompatibilitasi feltétel. Egyﬁttal belattuk, hogy
C(y,p)t" = C(e,1) = Iy,

Hai € H,, n € Z" és n nem tobbszorose h-nak, akkor 4™ (i) = 7" (i) # i, ahol
r az n egész h-val val6 osztasi maradéka. Ez azt jelenti, hogyha n nem t6bbszorose
h-nak, akkor " ugyanazt a halmazt mozgatja mint v, vagyis Hy» = H,. Ha
k + 1 nem tobbszorose h-nak, akkor v**! permutécié idegen ciklusok szorzatara
bontdsdban a 3. Lemma alapjan minden ciklus hossza hy = h/d, ahol d = (h,k+1),
és Hrt1 = H,. Legyen ¢ egy ilyen ciklus, akkor hs = hy > 1, igy

k41 h1 k+1
II (Hpovj 1) H(Hpovj 1) DR (7))
i€Hs j=1 s=1 j=1
hi  k+1
_ H (Hpo 7(571)(k+1)+g‘71)(i)
s=1 j=1

Beldthatd, a kovetkez6 halmazegyenléség: {(s —1)(k+1)+j—1:s€ [h] ésj €
(k1 ={f-1: L€ [h(k+ 1)}, fgy
k+1 hi(k+1) (k+1)/d vh

11 (Hpovj’l)(i): IT @M= 1] I @6
i€H; j=1 =1 v=1 f=(v—1)h+1
(k+1)/d h

h
H 1_[(Z7O’YZ ! (7) (H po'y z)(k-H)/dfl
v=1 (=1

(=1
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Ha pedig ¢ fixpontja y-nak, akkor a p € P(v) feltétel miatt p(i) = 1, {gy

k+1 k+1
[Ipeov ') =[] p6)=p@H*" =1.
j=1 j=1

Tehat Hkﬂp o7t € P(FY), azaz C(v,p)*t! kvézipermutdcié-matrix és
k+1 i
C(y,p)Ft = P(y" L T2 poyi™h). -

Ennek azonnali kévetkezménye a kvazipermutacio-matrixokra vonatkozd meg-
felel6 allitas.

6. Tétel. Ha o € S,, egy r-ed rendi permutdcid, és p egy vele kompatibilis pozitiv
figguény, akkor

(5) P(o,p)" Hpoaj 1

Kvdzipermutdcio-mdtriz pozitiv egész kitevdjii hatvdnyai szintén kvdzipermutdcio-
mdtrizok. Fontos sajdtos eset: P(o,p)" = Iy,.

Bizonyitas. Tekintsiik a o permutacié paronként idegen ciklusok szorzatdra bonté-
Sdt 0 = y17v2 - - - Yk, €s tételezziik fel, hogy p egy o-val kompatibilis pozitiv fliggvény.
Az 5. Kévetkezmény szerint P(o, p) = HJ 1 C(vj,pj), ahol pj|u,. = plr H,, és p; |H

konstans 1 fiiggvény. Mivel idegen ciklusok kvéazipermutacio- matrlxal (kvazmlkh—
kus métrixai) felcserélheték mint szorzétényezok, a 4. Lemma alapjan kévetkezik,

hogy

k k n
S| OIS N | PR
j=1 j=1 s—1

Mivel o™ = {75 -+ -, és 77, Vg, -+ -5 Vi idegen ciklusok, kévetkezik, hogy

kK n n
Pl =P 1 1 pien ™) =Pl [ Lpear™
j=1s=1 s=1

Ha n = r, ahol r a o permutécié rendje, akkor r tobbszorose o ciklusai hosszanak.
Ha a v, ciklus hosszat hj-vel jeloljiik, akkor » = ¢;h; minden j € [k] esetén, igy a
4. Lemma alapjin C(v;,p;)" = I}i = I,,. Tovabba P(o,p)" = H§:1 C(v,pj)" =
I,.

|
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Végil megmutatjuk, hogy a kvazipermutacié-matrixokra is megfogalmazhaté
a permutacié-matrixokra az 1. Kovetkezményben megfogalmazotthoz hasonld jel-
lemzés.

A kvazipermutaciéo-matrixok jellemzése a nemnegativ valds szamok feletti m x
m-es matrixok halmazaban. A kovetkezd tétel sziikséges és elégséges feltételt
fogalmaz meg ahhoz, hogy egy nemnegativ valds szamok feletti m x m-es matrix
kvazipermutacié-matrix legyen.

7. Tétel. Az A = (a;;) nemnegativ valds szdmok feletti m x m-es mdtriz akkor és
csak akkor kvdzipermutdcid-mdtriz, ha létezik o € S,,, amelyre T, Uig(iy = 1 és
az E(A) halmaz korldtos.

Bizonyitas. Ha A kvézipermutécié-métrix, akkor létezik o € Sy, és p € P (o) ugy,
hogy A = P(o,p), igy a 4. Tétel alapjan []\" | a;ny = [T/, p(i) = 1. A 6. Tétel
alapjén P(o,p)” = I,,, ahol r a ¢ permutdcié rendjét jeloli az S,, csoportban.
Ez azt jelenti, hogy az A pozitiv egész kitev4jli hatvanyainak halmaza véges, igy
az F(A) halmaz is véges és ezért korldtos is. Forditva tételezziik fel, hogy az
A = (ai;) nemnegativ valds szamok feletti m x m-es matrixra létezik egy olyan
o € Sy, permutécié, amelyre [[}" a;o;) > 1 és az E(A) halmaz korldtos. Legyen
p:[m] = R, p(i) = a;p()- A 3. Tétel alapjén beldthatd, hogy p a o permutéciéval
kompatibilis pozitiv fliggvény. Ahhoz, hogy A kvéazipermuticié-métrix legyen azt
kell még kimutatnunk, hogy barmely 1 < u < m esetén ha v # o(u), akkor a,, = 0.
Tételezziik fel, hogy 1 <u < m és v # o(u). Ha a o0 permutécié padronként idegen
ciklusok szorzatdra bontdsa o = vy17y2 - - -k, akkor a H.,,, H,,, ..., H,, halmazok
és o fixpontjainak halmaza Hy = [m] \ (Ué?:le) paronként diszjunkt halmazok
és [m] = HyU (U§=1Hw)a igy minden 1 <1 < m esetén egyértelmiien értelmezhetd

" az

|H,,|, haie H,,

é|7

- {1, ha ¢ € Hy,
1 =

képlettel. Nyilvanvalé, hogy barmely 1 < i < m esetén o (i) = 4, valamint a 4.
Kovetkezmény alapjan

-

i i
H Qgi=1(i)oi (i) = 1, illetve H Q=i (3)o—i+1(i) = 1.
j=1 j=1

Tekintslik most az n = ru*v* +1 egészet, ahol r egy tetszdleges pozitiv egész, akkor

(n) _

a;; = Z(sl,...,sn_l)e[m]"*l Qisy Qsysp - - - Os, 551 (s, 15, 18y Mivel v # o(u) fennall
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a kovetkez6 egyenlotlenség

r tu*v* (nft)u*'u*
ag’zL)) > Z ( H aaj(u)aﬂ+1(1t)>auv< H aajl(v)aﬂ('u)>
t=0 N j=1 j=1

(n—t)u”*

r u* to* o
= Z (H ag-—.i(u)o'—j+1(u)> Ay <H a’o'j_l(v)o'j(v)> = (r + 1)auv~
t=0 “j=1 j=1

Mivel r tetszdleges pozitiv egész és E(A) korlatos kovetkezik, hogy aq, = 0. Ezzel
belattuk, hogy
G — 0, ha j # o(i),
Y p(i), haj=oa(i),

ami azt jelenti, hogy A kvézipermutédcié-matrix, pontosabban A = P(o, p). -
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