Paros tokéletes szamok oszthatdsagi tulajdonsagai
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Bevezetés. Jeldlje o(n) az n természetes szdm osztdinak az Osszegét. Az n szadmot
tokéletesnek nevezzik, ha

(1) o(n) = 2n.

Euklidesznek tulajdonitjuk azt az észrevételt, hogy ha n = 25¥=1(2%F —1) alaki szdm,
ahol 2% — 1 primszam, akkor n kielégiti (1)-et, vagyis n paros tékéletes szam. 2000
évvel késébb, Euler volt az, aki el6szor kimutatta, hogy minden péaros tokéletes
szém ilyen alaki, tehdt, ha n paros megolddsa (1)-nek, akkor

(2) n=2F"1(2F — 1),

ahol 2F —1 = ¢ primszéam. Ennek, a szerz6 altal adott 1j bizonyitasai megtalalhatok
példdul az [1], [2] dolgozatokban.

Megjegyezziik, hogy a mai napig nem ismert az, hogy vannak-e paratlan to-
kéletes szdmok, tehdt csupén a (2) alakd pdros megolddsok az ismert tokéletes
szamok. A paros tokéletes szamoknak nagy torténete van, és az els6 négy ilyen
szam — azaz 6, 28, 496, 8128 — utdn minden rékovetkezonek kiilon felfedezdje van.
Ennek ellenére, és a modern szamitégépek nagy kapacitdsa dacara, csupan 47 da-
rab ilyen szémot ismeriink manapsig. Ennek egyik oka az M, = 2¥ — 1 alakd
»Mersenne szdmok” prim-voltdnak nehéz eldénthetésége ([3]).

A tokéletes szamok iranti érdeklédés Euklidesz utédn lényegében i.sz. 100 koriil
langolt fel wjra, amikor is Gerasai Nicomachus a hires ,Introductio Arithmetica”
cimi konyvében a szamokat hdrom csoportra osztotta: tokéletesek (o(n) = 2n),
hidnyosak (o(n) < 2n) és bévelkedéek (o(n) > 2n). Nicomachus kényvében 6t
kijelentés taldlhaté (bizonyitds nélkiil): a) Az n-edik tokéletes szimnak n szdmjegye
van; b) A tokéletes szdmok mind pérosak; ¢) Minden tokéletes szdm 6-ban vagy
8-ban végzédik (valtakozva); d) Végtelen sok tokéletes szdm van; e) A tokéletes
szamok 28~1(2% — 1) alakiak.

Az Gjabb tokléletes szamok felfedezése azonnal céfolta az a) allitast és c) azon
részét, hogy véltakozva 6 és 8-ban végzédnek. (Az, hogy 6 és 8-ban végzddnek,
helyes észrevétel volt.) Masfel6l a b), d), e) éllitdsok gyakorlatilag a mai napig
nyitottak.

A péros n tokléletes szdmok azon tulajdonsaga, hogy mind 6-ban vagy 8-ban
végzodnek, még

(3) n =6 mod 10 vagy n = 8 mod 10
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alakban is {rhat6. A tovdbbiakban (3) alaki oszthatdsdgi tulajdonsdgokkal fog-
lalkozunk. Ezek koziil a tulajdonsidgok koziil szdmos jélismert (benne vannak a
»,matematikai folklér”-ban), mdsok taldn nem annyira ismeretesek (néhdny észre-
vétel taldn j lesz).

Oszthatdsagi tulajdonsagok

1. Lemma. 1) Minden pdratlan p primszdm 4m + 1 vagy 4m + 3 alakd (m termé-
szeles szdm).
2) Minden p > 5 primszdm 6k + 1 vagy 6k + 5 alaki (k természetes szdm).

Bizonyitas. 1) Egy paratlan szdm 4-gyel osztva csak 1 és 3 maradékokat adhatja
(ha a maradék 0 vagy 2, akkor pdros szam).

2) Osszuk el maradékosan p > 5 szdmot 6-tal! Ekkor p = 6k + r alaki, ahol
r€{0,1,2,3,4,5}. Mivel r = 0,2, 3, 4 esetben p oszthaté 6-tal, 2-vel, 3-mal, illetve
2-vel; csupdan r = 1 és r = 5 esetek maradhatnak.

2. Lemma. Ha 2% — 1 primszdm, akkor k is primszdm.

Bizonyitas. Legyen k Osszetett szdm, vagyis k = ab, hol @ > 1, b > 1. Ekkor
2F —1 =2 —1=(29)" -1 =2~ 1, ahol z = 2%. Az ismert

2 —l=@-DE" x4 1)
képlet alapjan a® — 1 oszthaté x — 1-gyel, vagyis 2 — 1 > 22 — 1 = 3-mal. Ezért
2% — 1 oszthat6é 2¢ —1 > 3-mal, ahol 2F —1 > 2¢ — 1. Igy 2 — 1 nem lehet primszam,
ami ellentmondas.
3. Megjegyzés A 2. Lemma alapjin a paros tokéletes szdmok (2) alakja
(4) n=2°"1(2P — 1)
lesz, ahol p egy primszam és 2P — 1 = ¢ is primszam. Megjegyezziik, hogy a 2.
Lemma forditottja nem igaz. Példaul k = 11 primszam, de 21 —1 = 2047 = 23-89

nem az.

4. Tétel. A (3) alatti oszthatésdgok igazak; azaz minden pdros tokéletes szam 6-ban
vagy 8-ban végzidik.

Bizonyitas. Az 1. Lemma 1) allitdsa szerint két eset lehetséges p-re az n szdm
(4)-beli alakjéban.
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1) Ha p = 4m + 1, akkor
n = 24m(24mtl 1) = 28mFl _odm — 9 162m _ 16™.
Mivel 6 - 6 = 36, 6-ban végzodik, tgy 16 hatvanyai is mind 6-ban végz&dnek, mas
szavakkal 16 = 6 mod 10. Tehat n =2-6 — 6 mod 10 = 6 mod 10.

2) Ha p = 4m + 3, akkor

n = 24m+2(24m+3 _ 1) — 28m+5 _ 24m+2 —9. 162m+1 _ 4 . 16m =
=2-6—4-6mod 10 = —12 mod 10 = 8 mod 10.

5. Megjegyzés. 1) Mivel 6 =1 mod 5 és 8 = 3 mod 5, innen kévetkezik az is, hogy
egy paros n tokéletes szamra n = 1 mod 5 vagy n = 3 mod 5.

2) A mésodik esetben, vagyis ha p = 4m + 3, észrevehetd egy élesebb tulaj-
donsag. Ugyanis,

op=l — 94m+2 — 4 94 44, 64, 84 mod 100.
fey
2P —1=2.2P"1 1 =7 47, 87, 27, 67 mod 100;

ahonnan

n=2""1.(20—1)=4-7, 24-47, 64-7, 84 -67 mod 100.

Kis szamitédssal lathato, hogy ez utébbi szorzatok mind = 28 mod 100. fgy a 4.
Tétel alabbi élesitését nyertiik:

6. Tétel. Minden pdros tokéletes szam 6-ban vagy 28-ban végzddik.
Hasonl6 okoskoddssal (amelyet az Olvaséra bizunk), megmutathaté az aldbbi:

6’. Tétel. Han # 6 és n # 496 pdros tokéletes szam, akkor n utolsé két szamjegye
az alabbiak kozt kell legyen: 16, 28, 36, 56, 76.

Most igazoljuk az alabbi kongruenciat:
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7. Tétel. Ha n # 6 pdros tokéletes szam, akkor
n =4 mod 6.
Bizonyitas. Mivel (4)-ben p > 3, 4gy p pdratlan, tehdt p — 1 = 2s péros. De ekkor
2P~ =922 = 4* = (3+1)° =1 mod 3.

Tehdt 2P~! = 3a + 1 alaki. Itt a nem lehet paros, tehat a = 2b + 1, amikor is
3a+1=3(2b+1)+1 = 6b+ 4. Mivel 2P~1 = 6b + 4, tigy 2P = 12b + 8; ahonnan
2P —1=12b+ 7 =6¢c+ 1. Végiil is, n = 2P71(2P — 1) = (6b + 4)(6¢c + 1) = 6d + 4,
vagyis n = 4 mod 6.

Alkalmazas. Az (5,7) az egyetlen ikerprim-pdros, melyeknek szdmtani kézepe to-
kéletes szdm.

Valéban, ha (r,r+2) egy ikerprim-pdros (azaz r és r + 2 mindketten primszé-
mok), akkor % = r + 1 szamtani kozepiik paros szam, és r + 1 = n = tokéletes
szam lenne, akkor r = n— 1 primszam lenne. Ez igaz, ha n = 6. De ha n # 6, akkor
7. Tétel alapjan n — 1 = 3 mod 6, tehat n — 1 oszthaté 3-mal, ami ellentmondés.

8. Tétel. Ha n # 28 pdros tokéletes szam, akkor n =1 mod 7, vagy n = 6 mod 7.
Bizonyitas. Ha p > 5, p = 6k + 1 alakd; akkor
2771 =20 = (2%)F = (7T+1)* =1 mod 7

és innen 2P — 1 = 1 mod 7, tehat n = 2P~1(2P —1) = 1 mod 7. Ha p = 6k +5 alakd,
akkor
2771 = 432 — 2(4%)F = (144 2)(63+1)F =2 mod 7,

hiszen 14 és 63 oszthatok 7-tel. Innen 2P = 4 mod 7, azaz
2P~1(2P —1)=2-3 mod 7 = 6 mod 7,
és ezzel az 8. Tétel bizonyitva van.

9. Tétel. Han # 6 pdros tokéletes szam, akkor n =1 mod 13, vagy n = 2 mod 13,
vagy n = 3 mod 13, vagy n = 8 mod 13.

Bizonyitas. Mivel 28 = 2 mod 13, tegyiik fel, hogy (4)-ben p > 5. Ha p = 6k + 1,
akkor
op—1 _ 96k _ gqk — (65 — 1)’“ = (—1)k mod 13,
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hiszen 5 - 13 = 65. Véve kiilon a k paros és k paratlan eseteket, a 8. Tétel bizonyi-
tasdhoz hasonléan kapjuk, hogy ebben az esetben n =1 vagy 3 mod 13.
Ha p = 6k + 5, akkor

2P~ = 432 = 16 (65 — 1)F = (13 + 3)(65 — 1)* = 3(~1)" mod 13.

[gy 2¢p — 1 = 6(—1)* — 1 mod 13 és innen n = 2 vagy 8 mod 13, ha k paros vagy
paratlan eseteket tekintjiik.

Az alabbi tétel bizonyitdsa hasonléan torténik:
10. Tétel. Ha n # 6 pdros tokéletes szam, akkor n =1 mod 9.

Kovetkezmény. Egy n # 6 pdros tikéletes szam szdmjegyeit dsszeadva, a kapott
szam legyen nqi. Az ny szdmjegyeit dsszeadva kapjuk no-t. Az eljdardst addig foly-
tatjuk, mig egy egyjeqyi szamot kapunk. Ekkor ez az egyjeqytli szam 1.

Valdéban, legyen s(n) az n szamjegyeinek osszege. J6lismert, hogy n — s(n) =
0 mod 9. Innen, a 10. Tétel alapjan

s(n) =1 mod 9,

ahonnan
s(s(n)) = s(n) mod 9 =1 mod 9,

stb. és végiil
s(s...(s(n))...)=1,

ha mar egyjegyli szamot kapunk.
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