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EGY OTLET

A Catalan-osszefiiggés altalanositasai és
a kapott formuldk alkalmazasai

MOLNAR ISTVAN

Korébbi [7] cikkiinkben a Catalan-Gsszefliggés néhdny alkalmazdsat mutattuk be.
A kovetkezékben az Osszefliggés néhdny altaldnositasat és az altalanositdsokra al-
kalmazasokat mutatunk be.

Catalan-osszefiiggés. Tetszbleges pozitiv egész n esetén érvényes a kovetkezd azo-
nossdg:

(1)11+11++11—1+1++1
2 3 4 n—1 2n n+1 n+2 omn’

1. Altalanositas. Legyen {bn} egy sorozat, melynek altaldnos tagja

1 1 1

bp= ——  —— e ——
' n+k+n+2k‘+ +n+n/<:

ahol k egy pozitiv valés szam. Felhasznalva, hogy

b, = ! + ! 4+ L _ 1 L + ! +- !
" n+k n+2k n+nk n 1+k% 1—|—k% 1—|—k%

azt kapjuk, hogy a {b,} az 1 +kx fiiggvénynek a [0; 1] intervallum n egyenld részre
valé beosztasahoz tartozé Darboux-féle alsé integral kozelité Gsszege. Mivel az
[0; 1]-n, ezért integralhatd, igy ha n — oo, akkor

1
1+kz

1 L1
by, — / kx =7 [In(1+ kz)]y = Z In(k +1).
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Tehat

(2) lim b, = lim (L 1 T 1 >:1n(k—|—1).

n—o00 n— 00 n+/€+n+2k . n + nk k

2. Altalanositas. Nézziik meg hogyan véltozik az (1) egyenléség bal oldalan 4116
kifejezés, ha a jobb oldalon szerepl6 kifejezésben a tagok tetszoleges pozitiv egész
hatvanya szerepel, azaz ha a jobboldali kifejezés

1 1 1

et et T @y

alaki, ahol p € N és p > 2.

A szamitdsok sordn ugyanazt az ,Otletet” hasznaljuk, amit a Catalan-
Osszefiiggés bizonyitasanal.
Ha p =2,

R
(n+1)2  (n+2)2

o1 11 1 11 1
=lt Gt mtpt T en (It tat ot

22 132 " 42 (2n) 32 n
—1+1+1+1+ +1 41+1+ +1
S22 32 42 (2n)2 22 42 (2n)2
8,13 1 3
N 22 32 42 (2n—1)2  (2n)2
_z”:[ 1 3 ]
- 12 2
2k -1 (2k)
Ha p = 3,
1 1 1

SR SR I —8<i+i+- + >
DI CRME (2n)? 2 4 (2n)?
2P B 2n—13  (2n)
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Altalénosan, ha p € N és p > 1, akkor

1 1 1
1 mr2p T @y

1+1+1+1+ - IR
B 20 3 4P (2n)P 20 3P np
1

—1+1+1+1+ R L
B 3p - 4p (2n)p
2P —1 1 2P —1 1 2P —1

T T T R O PR s TR G

B ,; [(%i nr zék_)pl}

=1-

Osszefoglalva

(3) (ni e (nj2)2 Tt (2711)2 - kzn:l {(%i 1?2 (2Z>2}
@ (n+1 e (n+12>3 e <2flz>3 B Z {@ki D’ (QM
Altalénosan (p € N és p > 1)

5) (n—il)p+(n—i2)p+. é{%_l _2(;;:]

Most pedig nézziink néhany alkalmazast a 2. dltalanositdsra.
1. Az els6 alkalmazds egy egyenlétlenség igazoldsa.

Mutassuk meg, hogy barmely n € NT esetén
3 1 3 1 3

1= = o — >0
R R TN O SR O

Megoldas. Alkalmazzuk a (3) Osszefiiggést, ahonnan a kért egyenlStlenség nyilvan-
valéva valik

3.1 3 1 . 3
1242 4.
R R TN C e P ;[Qk—l 2k)?
1 1 1 , i .
= + + et >0, barmely n € NT esetén.

2. A maésodik alkalmazds egy hatarérték kiszdamitasa.
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Szamitsuk ki a kévetkezd hatdrértéket:

_ 71 7 ]
nlggo <n2; | (2k — 1)3 - (2k)3_> :

Megoldas. Legyen
o[ 1 7
ap =N —

2|2k —17 " k)P

Alkalmazzuk a (4) Gsszefiiggést az a,, felirdsdnak dtalakitdsdhoz.

3 [(%il)?’ B (2Z>3] - (<n+11>3 * <n+12>3 L (2:03)

.
k=1
1 1 1 1
B T T A T
1 1 1 1
Tl Ty ey

Azt kapjuk, hogy {a,} az ﬁ fiiggvénynek a [0; 1] intervallum n egyenld részre

valé beosztasahoz tartozé Darboux-féle alsd integral kozelité Gsszege. Mivel az

ﬁ fiiggvény monoton a [0; 1]-on, ezért integralhatd, igy ha n — oo, akkor

. %/l;dx__z 1] 13\ 3
" o T+x)3" 2| (Q+z)2], 2\ 4) &

A <"22n: [(2ki1)3 - (QZ)BD - g'

k=1

Tehat

3. Altalanositas. Ebben a részben egy, a [7] cikkben az 5. alkalmazdsban szerepld
sorozathoz hasonld, anndl altaldnosabb alakd sorozatot fogunk tanulményozni.
Tekintsiik az

1 1
+--+—, neN*t

an(p;q)=qn+1+qn+2 on

altaldnos tagu sorozatot, ahol p,q € NT és p > q.
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Vizsgaljuk meg elészor az {an,(p; q)} sorozat korldtossagat. Egyrésat

1 1 1 1 1 pn—qn p—q
Co) T e E U U A S S (S |
an(p; q) oritmret T Zm T o P
(pn—gn)—szer
masrészt pedig
(pq) = 1 n 1 n 1 < 1 L 1 oy 1
a"p’q_qn—i—l qn + 2 pn —gn+1 gn+1 qgn+1
(pn—gn)—szer
:pn—qn<pn—qn:p—q
qn+1 qn q
Osszegezve tehat
b—q b—q
—— <an(p;q) < ——
p q

barmely n € Nt esetén, vagyis az {a,(p; q)} sorozat korldtos.
A kezdeti feltételekbél azonnal adédik, hogy g > 1 és p > 2.
Nézziik meg el6szor a ¢ = 1 esetet. Ekkor

1 1 1
a”(p;l):n+1+n+2+”'+p_n’
1 1 1 1 1
an+1(p;1):n+2+n+3+-~-+p—n+pn+1+-~-+pn+p.

Felirva az a,11(p; 1) —an(p; 1) killonbséget és a megfelelé 6sszevondsokat elvégezve

1 1 1
+—+ "+ — = >
pn+1  pn+2 pn+p n+1

ant1(pi1) —an(p; 1) =

1 1 1 1
> + +-+ —
pn+p pn+p pn+p) n+l
p—szer
P 11 1
np+p n+1l n+1 n+1

)

azaz any1(p; 1) — an(p; 1) > 0, barmely pozitiv egész n esetén, tehédt az {a,(p;1)}
sorozat szigoruan monoton névekva.

Azt mér beldttuk, hogy az {a,(p;q)} sorozat korldtos, vagyis az {a,(p;1)}
sorozat is az. Osszefoglalva tehat az {a, (p; 1)} sorozat szigortian monoton névekvé
és korlatos, tehat konvergens.
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Nézziik a tovabbiakban azt az esetet, amikor a g > 2. Ekkor

1 1 1
gn+1  gn+2 pn

1 1 1 1 1 1
= + 4+ — ) = + 44—
n+1 n4+2 pn n+1 n4+2 qn

= an(p;1) — an(g; 1)

an(p; q) =

azaz felirhat6 az alabbi Gsszefliggés:
(6) an(p;q) = an(p;1) — an(g; 1).

Felhasznélva, hogy az {a,(p;1)} sorozat konvergens (tehét az {a,(g;1)} sorozat
is az), konnyen beldthat6, hogy az {a,(p;q)} sorozat konvergencidja a (6) Gssze-
fliggés alapjan visszavezethet6 a konvergens sorozatok viselkedésére a kiillonbozé
miiveletek esetén. Nalunk elegend6 belatni két konvergens sorozat kiilonbségének
konvergenciajat.

Tehat az {a,(p;q)} sorozat konvergens.

Végezetiil lassuk, hogy mi lesz az {a,(p;q)} sorozat hatarértéke.

Felhasznaljuk az ismert tényt, hogy a

11 1
bn:]_ — — . e __1
gtz —Inn

altaldnos tagu sorozat konvergens (14sd [4]). Ekkor

b = 1 = =t oo = e — — In(pn)
= — — — R — —In n
pm 2 3 n n+1 pn P

1 1 1 1 1 1
=l1+-4+z++—-—=ln|+|—+——F+--+——Inp
2 3 n n n n

1 1 1
n+<n+1+n+2+ ton mo n+an(p;1) —Inp ,
azaz
bpn = by, + an(p;1) —Inp.

Mivel a {bp, }-nek és {b, }-nek ugyanaz a hatdrértéke kovetkezik, hogy
lim,, 00 an(p; 1) = Inp. Hasonlé gondolatmenettel beldthaté az is, hogy
limy, 00 an(g; 1) = Ing.

A kapott eredményeket, illetve az {a,(p;1)} és az {an(g;1)} sorozatok kon-
vergencidjit felhaszndlva, a (6) Osszefiiggés alapjan

lim an(p;q) = lm [an(p;1) = an(g;1)] = Hm an(p;1) = lim an(g; 1)

n— oo

zlnp—lnqzlng
q



Eqy otlet

Tehat

1 1 1
(7) lim an(p;q) = lim ( +—+'~'+—>—ln2

n— 00 n—oo \ gn + 1 qn + 2 pn q

f)sszefoglalva a kapott eredményeket megéllapithato, hogy az

1 1 1
+--4+—, aholneNT" pgeN p>gq

an(p;q) =
n(p;q) qn+1+qn+2 on

altaldnos tagu sorozat konvergens és hatarértéke In 5.
A tovabbiakban nézziink egy alkalmazéast a 3. dltaldnositasra.

3. Az alkalmazds két sorozat hatarértékének kiszdmitdsa.

Szdmitsuk ki az aldbbi, dltaldnos tagjdval megadott, sorozatok hatdrértékét:

) 1 n 1 1 n 1 n 1 1 +
a an = — -
n+1 3n+2 3In+3 3n+4 3n+5 3n+6
n 1 + 1 1
6n — 6n—1 6n’
n
b
) ;Ifle‘Q—l

Megoldas. a) Az a,, dtirhat6 a kovetkezd alakra

(i 4t Loyt 1
=3+l "3m+2 " 3n+3 6n—1 ' 6n

1
_9 e
<3n+3+3n+6+ +6n>
S TP I (B
~ \3n+1 3n+2 61 3\n+1 n+2 2n
Mindezeket felhasznélva
li li L 4+ -+ L 2 L + -+ !
im — lim ST S B (e T Tl
n—>ooan n—oo |\ 3n+1 6n 3\n—+1 2n

i L 2 )i Lo
oo \ 3 + 1 6n) 3aSs\n+1 o

|
=
[

|

[
—
=
[\]

|

[
—
=
[\]
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Tehat
hm( ! + LI + ! + SR +
n—soo\3n+1 3n+2 3In+3 3n+4 3In+5 3n+6
1 1 1 In2
+6n—2+6n—1_6_n)27

b) El&bb elvégezzik a kovetkezd atalakitast
1 1 216k2 —(16k* —1) ( 8k 1 )

=2 = -
k(16k2 —1)  “2k(16k2 —1) 2k(16k2 — 1) 16k2 —1 2k

. 8k LY (1 1t 1
ST\ @k-1D(k+1) 2k) T\4k—-1 4k+1 2k

A kapott eredményt és az (1) Osszefliggést felhasznalva

L i 1 1 1
=3 e =2 (1 T wT
k16k —1) —\4k—1 " 4k+1 2k

—2<1+__1 1 1_14_...4_ 1 + 1 _i>
3 5 2 7 9 4 in—1 4n+1 2n
2(1 LN S SRS S B SR
2 3 4 2n—-1 2n  2n+1 2n+3
1 41 1 1)
4n—1 dn+1

1 1 1 1 1

N e T R R e S R R R
<n+1+n—|—2+ +2n+2n+1+2n+3+

R S _1>

n—1 4n+1
:2(2+2++3+1+1+---

M+2 2n+4 n  2n+1 2n+3

- +L—1)

n—1 4n+1
B 1 1 1 1 1
2{(2n+2+‘2n+4+'”+R>+<2n+1+2n+2+2n+3+

- +1>+ ! 1]

dn—1  4n

n+1
= L + ! i Tt L +- +i
T \n+1 n+2 2 on + 2 4n

2
In+1
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Mindezek alapjan

lim b,
n—o0
li 1 + L + —I—l + 2 1 + L + —I—l
— lim e e
nooo |[\n+1 n+2 2n 2n+1 2n+2 4n
2
-2
+4n—|—1 ]

li 1 + L + + 1 +2 i L + L + + L
= lim R [ N im [ - R
nsoo\n+1 n+2 2n n—soo \2n+1 2n+2 4n

+ i 2 2 In2+21 4 2=3In2-2
im (| ——— — =1In n-—2=3mn2-2.
in+1 2

n—oo
Tehat

n
. . 1
nlirrgobn = nhﬁrgO <; 7/&‘(16/@ — 1)> =3In2— 2.

Megjegyzés. Felhasznalva a 3. altaldnositasban bizonyitott

. 1 1 1 P
lim + +--4+— ) =In-,
n—oco \gn+1 gn—+2 pn q
illetve a 1. altalanositasban bizonyitott

lim n 1 P 1 ~ In(k+1)
n—oo \n+k n+2k n+nk/) k

hatarértékeket, ezek segitségével ijabb érdekes hatarértékeket kaphatunk, példaul:

1. lim( 1 + L +---+ 1 ):11n3
nsoo\n+1 n-+3 3n—1 2
(hag=1;p=3; k=2)

1 1 1 1 1 ) 2

2. i e = 4
7£&(n+1+n+2+n+4+n+5+ T2 mo1) 73"

(hag=1; p=4; k=3)
3 lim + L + + L + L + L
" nsoco\n4+1 n+2 n+k—1 n+k+1 n+k+2
1 k—1
= 1 1
+n—i—nk‘—l) k n(k+1)
(hag=1;p=k+1; k>1)
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4. Altalanositas(Csebisev, [5]). Tekintsiik a Catalan-sszefiiggést

1 1 1 1 1
R = + 4 —

+ m—1 2n n+1 n+2 n

Wl
A~ =

=] =
|
N —

frjuk a baloldalon szerepl§ kifejezésben — a szamlalokban szereplo egységek helyére
— egy tetszbleges konvergens {u,} sorozat elemeit. Nézziik meg, hogyan médosul
a jobb oldalon all6 kifejezés.

U1 U2 us U4 U2n—1 U2n,
1 2 3 4+ +2n—1 2n
Uy | U2 U3 Ua U2n—1 U2n 2, Us U2n
_w U Uz us By (M2 ey )
1—’—2—*—3+4+ +2n—1 2n 2+4+ +2n
U M2 U (U2 U4 uzn
STttty <1+2 + )
_w o up U _ (U2 ua uzn) _
STttty <1+2 + )
. u2n+2+u2n+4+”.+% + u2n+2+u2n+4+”.+%
n+1 n+2 2n n+1 n-+ 2 2n
s U Mt e (e )
n+1+n+2+ +2n+1+2+ +2n 1+2+ +2n
_u2n+2 U2n+4 % Uy — u2 U2 — Ugq U2pn — Uqn
*n+1+n+2+ A R S S SR S =
azaz
2! U2 U2n—1 Ugn _ U2nt2 | U2ntqa | Udn
T 2 Tt T Tt T T T
Uy — U2 U2 — Ug U2n — Ugn
+ 1 + 5 + + on )
vagy
2n u 2n u Qn’U,—U,
k1Y U2k k U2k
D= Y o 3
k=1 k=n+1 k=1
Legyen
(8) Vg = Ug — Uk, ahol k=1,2,...,2n.
Ekkor
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vagyis
U1 U2 U2n—1 Ugn _ U2ny2 | U2ntqa | Udn
T 2 T e T o Tt T Tt
U1 V2 V2n,
+1+2+ +2n'
Atrendezve
i U2 o Yn—1 Um (U1 V2 ”2_")
1 2+ +2n—1 2n (1—*—2+ +2n
:u2”+2+u2”+4+...+%.
n+1 n+2 2n

Hatérértékre attérve (azaz n — oo), a jobboldalon 4116 kifejezésbél kapjuk, hogy

u
Jim <w+m+...+ﬁ>_

, 1 1 1 ) .
:JE;(g:i"%g:E‘%“'+§a)'Jﬁ;w%—h@'iﬁguw

Mindezeket felhasznalva kapjuk, hogy

Ui u2 us U1 V2 U3
0 T S S L S P
) 1 273 Tttt .
ahol az U = lim,,_, o0 U, illetve a vy, ve, vs, . . . értékei a (8) Osszefliggés altal vannak
meghatarozva.

Osszefoglalva tehat

o0

e}
k—1 Uk 2 : Vg
(91) (_1) ? - ? =U- 1H2,
k=1 =1

ahol v = ugp — ugg, k=1,2,....

A folytatdsban vizsgaljunk meg egy specialis esetet.

Legyen up = %, ahol a egy tetsz6leges pozitiv valds szdm, mig [ak] az
ak valds szam egész részét jeloli. Behelyettesitve az igy értelmezett ui-t a (8)

Osszefiiggésbe:
_ lak]  [2ak] _ 2[ak] — [2ak]
TR T 2k T 2k
A 2[ak] — [2ak] kiilonbség értelemszeriien 0 vagy —1 lesz annak fiiggvényében, hogy

a [2ak] péros vagy pératlan lesz. Ezdltal az el6bbi killonbség atirhatd

(_1)[2ak] -1 (_1)[2ak] -1

2[ak] — [2ak] = P

alakra, ezaltal v, =
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lesz.

Behelyettesitve a kapott uy és vy értékeket a (9)-es Osszefliggésbe és felhasz-
nalva, hogy

k
U= hm Up = hm M:a,
k—o0 k—o0 k
kapjuk, hogy
[a] [24]  [34] (—pPd—1 (el -1 (=Dl -1
lng = &= P ).
am 22 T 32 11z T e ¢t
Végigszorozva 4-el és dtrendezve
dla] — (=) 4[2a] + (D)1 4[3a] - (DO 4[da] + (-1)1]
4aln2 = 12 - 52 + 32 — e
1 1 1 1
4+ -+ ﬁ—’—?—’—?—’—ﬁ—’““ .

Felhasznalva az ismert tényt, hogy

1 1 1

_ =1 m
Etetet =lE=

(lasd [6]) a kapott Osszefiiggés dtirhaté

72 Ala] — (=14 4[2a] + (=14 4[3a] — (—1)164

4aln?2 — e 12 — 57 + 52
4[4a] + (—1)18l
azaz
2 0 ka _1)k 1)[k2a]
(10) i

Ha A=4aln2 — %, ahonnan

_A+%2_6A+7T2
T 4ln2  24In2°’
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akkor a (10) Osszefliggés dtalakul az aldbbi alakra

6A+r2
k'ﬁ}‘*‘k

e 4 |:k 241n2
(11) A= 3 (-1

1

A 4. altaldnositds Csebisev nevéhez fiz6dik. Catalan egy 1872-ben megjelent cik-
kére hivatkozva tovébb altaldnositotta az (1) Osszefliggést, majd megvizsgilta egy
specialis esetben. A kapott eredményeket 1876-ban mutatta be — a franciaorszagi
Clermont-Ferrandban a Térsasdg a tudomany fejlédéséért V. kongresszusan — a
Lour la généralisation de la formule de M.Catalan et sur une formule arithmétique
qui en résulte” dolgozataban.
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