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Az azonos napra eso szilletésnapok el6fordulasanak
valosziniisége, varhato értéke és szorasa

MORricz FERENC

1. Bevezetés

Az in. skatulya elv lényegét egyszerlien a kovetkezéképpen lehet megfogal-
mazni: 12 skatulydba 12-nél tobb gyufaszal csak gy helyezhet6 el, hogy legalabb
egy skatulydba egynél tobb gyufaszal keriil. Altaldnosabban kifejezve azt mond-
hatjuk, hogy ha n-nél tobb targyat n osztalyba sorolunk be, akkor legalabb egy
osztalyba egynél tobb targy jut; itt n > 2 tetszéleges természetes szam lehet.

Ezen elv alapjan nyilvdnval6, hogy ha n > 12, akkor egy n személybdl &llé
csoportban mindig van legaldbb két olyan ember, akik ugyanabban a hénapban
sziilettek. Ha eltekintlink a szok6év februar 29-ik napjatol, akkor n > 365 ese-
tén egy n személybol &ll6 csoportban mindig van legaldbb két olyan ember, akik
sziiletésnapja az évnek ugyanazon napjara esik.

Ha viszont 2 < n < 365; akkor méar csak annak a valdsziniiségét tudjuk
megadni, hogy egy n személybdl allé csoportban van két olyan ember, akik az évnek
ugyanazon napjan sziilettek. Vagy még konkrétabban a kovetkezd kérdést tehetjiik
fel. Hany véletlenszerlien kivédlasztott embernek kell egy helyiségben Osszejonnie
ahhoz, hogy %—nél nagyobb valdszinliséggel allithassuk, hogy az adott helyiségben
legalabb két olyan ember van, akik ugyanazon a napon iinneplik sziiletésnapjukat?
A meglep6 vélasz a kovetkezd részben az lesz, hogy ez a valdsziniiség mar 23 ember
esetén meghaladja az %—et; amit igy is kifejezhetiink, hogy ekkor a fentebbi esemény
bekovetkezésének esélye nagyobb, mint 50 %. Ezen vélasz megindokldsdhoz csupén
jolismert kombinatorikai meggondolasra lesz sziikségiink.

Irdsunk tovabbi részében is csak egyszerl valészinliségszamitasi ismeretekre
lesz sziikséglink, amelyeket mar a kozépiskolak matematika tagozatos osztélyaiban
is tanitanak: a binomidlis és Poisson eloszlas, a véletlen valtozd, varhato érték és
szoras fogalmaira. A binomidlis eloszlasnak Poisson eloszlassal torténé approximé-
ciojat részletesen fogjuk ismertetni, amely megkozelités a numerikus szamitasok
lényeges egyszerilsitését teszi lehetévé. Tovabba, nemcsak ismertetjiik, hanem al-
kalmazzuk is Csebisev hires egyenl6tlenségét.
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Ismételten felhivjuk a figyelmet arra, hogy meggondolasainkban a szok6évek-
t6l eltekintiink; vagyis feltessziik, hogy az altalunk tekintett év 365 napbdl &ll.
Példaul feltehetjiik, hogy ha valaki februar 29-én sziiletett, akkor sziiletésnapjat
véletleniil kisorsoljuk az év tobbi 365 napja kozott. Azt is fontos feltételezniink,
hogy az n személybdl 4116 csoport tagjainak a kivalasztasa az in. véletlen mintavé-
tellel torténik. Ez a feltétel azt jelenti, hogy a szobanforgd n ember mindegyikének
sziilletésnapja az év barmelyik napjara egyenl6 valdsziniiséggel esik; tovabba a cso-
portban levé emberek sziiletésnapjai kozott semmiféle Osszefliggés nem 4ll fenn.

Cikkiinkben az Un. eseményeket az abécé nagy betiivel jeloljik:

A, Ay, A, Ay, A, AD A, B, Bi i, C1, Ca, Crs
valdszintiségeiket pedig P(A)-val, P(Asz)-vel, ..., P(Ck ¢)-lel jeloljik.

2. Valésziniiségek meghatarozasa kombinatorikai meggondolassal

Jeloljiik A, -nel azt az eseményt, hogy egy n személybél allé csoportban van
legalabb két olyan ember, akik az évnek ugyanazon a napjan sziilettek. Mivel
n > 365 esetén A,, a bizonyos esemény, ezért ennek valdszintiségére fennall, hogy

P(4,) =1, n> 365.

Ezért a kovetkezékben feltessziik, hogy 2 < n < 365.

Az A, valésziniiségének meghatdrozasa végett elészor az A, esemény ellen-
tétének (amelyet szokds az A, esemény komplementerének is nevezni) eseményt
A,-sal jeloljiikk. Az A, azt az eseményt jelenti, hogy az n személybdl allé csoport-
ban nincs két olyan ember, akik az év ugyanazon napjan sziilettek.

Feltevésiink szerint az emberek mindegyikének az altalunk nem ismert sziile-
tésnapja azonos valészintiséggel esik az év barmelyik napjara. Ezért az A, esemény
valészinliségének meghatarozasara a jolismert képletet hasznaljuk:
kedvez6 esetek szama

P(A,) = :
(4n) lehetséges esetek szama

Ennek alapjan nyerjitkk az n = 2,3 és 4 esetekben, hogy

P(&;) 365364 364
>/ 7 7(365)2 365
P(A;) 365364363 364363
YT T7365)2 0 (365)2
. 365-364-363-362 364363362
P(Ay) = =

(365)4  (365)3
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Ebbdl mar konnyen latszik, hogy az altaldnos esetben a keresett valdsziniiség a
kovetkezéképpen szamithatd ki:

364 -363-362---(365 —n+1)

P(A,) = , =2,3,....
(4n) (365)n—1 "

A szorzasok és osztasok elvégzésével ellendrizhetjiik (14sd az aldbbi 1. Tabldzatban),

hogy

_ 1 _
P(AQQ) > 5 > P(Agg)

Igy az ellentett esemény valdszinliségére vonatkozé szabaly szerint

P(A23)= 1—P(ZQ3) > 1—% = % > 1—P(Zgg) :P(AQQ)
Tehat az atlagember szamara meglepé médon mar 23 ember elegend6 ahhoz, hogy
%—nél nagyobb valészintiséggel legyen kozottiik legalabb két olyan ember, akik az
évnek ugyanazon a napjan sziilettek.

A meglepetés oka bizonyédra az lehet, hogy annak a valdszinlisége, hogy két
taldlomra vélasztott embernek ugyanarra a napra esik a sziiletésnapja igen kicsi:

365-1 1
(365)2 365"

Ha azonban figyelembe vessziik azt a tényt, hogy egy 23 emberbél 4116 csoportbdl

23\  23-22
:—:2
<2) 1-2 >3

kiilonb6z6 part tudunk kivalasztani, akkor méar nem latszik annyira meglepének
az, hogy a 23 személybdl allé6 csoportban %—nél nagyobb valdsziniiséggel taldlhato
két olyan ember, akiknek sziiletésnapja az évnek ugyanazon napjara esik.

Igen meglepd az a tény is, hogy a P(A,,) valészintiség n = 80 esetén a 10~*
érték ala csokken, amelynek kovetkeztében

_ 1 9999
P(Aggy=1—P(Agp) > 1 — —— = ——.
(4s0 (4s0) 10000 ~ 10000
Ezen valészintiség alapjan 99,99 % biztonsdggal dllithatjuk, hogy tetsz8leges 80
fobdl allo csoportban legalabb két embernek ugyanarra a napra esik a sziiletésnapja.
Az 1. Tablazatban még tovabbi érdekes valdsziniiség értékeket is feltiintettiink.
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I

22 | 0,5243 0,4757

23 | 0,4927 0,5073 > 50%

31 | 0,2695 0,7305

32 | 0,2467 0,7533 > 75%

46 | 0,0517 0,9483

47 | 0,0452 0,9548 > 95%

56 | 0,0117 0,9883

57 | 0,0099 0,9901 > 99%

69 | 0,00103 | 0,99897

70 | 0,00084 | 0,99916 > 99,9%

79 | 0,00011 | 0,99989

80 | 0,00008 | 0,99992 > 99,99%

82 | 0,000053 | 0,999947

83 | 0,000041 | 0,999959 > 99,995%
1. Téblazat

Az 1. Tablazat tanulményozdsa sordn a kdvetkez6 paradozonra (1atszélag kép-
telenségre) hivjuk fel a figyelmet. Egy 69 {6b6l 4ll6 csoportban P(Agg) = 0,99847,
mig ezt a 69 f6t harom, egyenként 23 f6bdl all6 csoportba szétosztva, mindegyik
esetében P(As3) = 0,5073.

A jelenség pontosabb megértése céljabol jeloljiik Aé?—vel annak a valészinii-
ségét, hogy az i-edik 23 f6bol 4ll6 csoportban legalabb két embernek az év azonos
napjara esik a sziiletésnapja, ahol ¢ = 1,2, 3 lehet. A teljesen fiiggetlen események
valészintliségére vonatkoz6 szabdly szerint (ldsd a 3. rész elején) szdmolunk:

(a hérom egyenként 23 f6bdl allé csoport egyikében sincs két ember,) .
akiknek szliletésnapja az év azonos napjara esik B

P (A AT ) - p () P (A7) P (aE) -

= (0,4927)% = 0,119604. . .;
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ahonnan az ellentett esemény valdszintiségére vonatkozé szabaly szerint

(a harom egyenként 23 f6bdl 4ll6 csoport legaldbb egyikében van két) -
ember, akiknek sziiletésnapja az év azonos napjara esik -

=1-(0,4927)% < 1 —0,11960 = 0, 88040.

Ez utébbi valésziniliség szignifikdnsan (jelentdsen, szembeszokden) kisebb, mint
P(Ag9) = 0,99897.
A két utébbi valésziniiség eltérését az okozza, hogy a 69 f6bél 4116 csoportbdl

69 69 - 68
= =234
(%) =255 =210

kiilonb6z6 par valaszthaté ki; mig egy 23 f6bél 4llé6 csoportbdl

23\  23.22
= =253
( 2 ) 2 ’

és ezért harom egyenként 23 f6bdl allé csoportbol csak

23
3(2> =759

kiilonbo6z6 par valaszthatd ki. Tehét a 69 f6bol 4116 csoportbol tobb, mint haromszor
annyi kiilonb6z6 par valaszthato ki, mint a hdrom egyenként 23 f6bdl 4116 csoportbdl
egylittesen.

3. A binomidlis eloszlas approximacidja Poisson eloszlassal

Emlékeztetiink arra, hogy a binomialis eloszlas el6szor az in. Bernoulli prob-
léma megoldasakor meriilt fel. Tekintsiink egy olyan kisérletet, amelynek két le-
hetséges kimenete van: egy A eseménynek és ennek ellentettjének (vagy komple-
menterének) a bekovetkezése (az utébbit A-sal jeldlve), amelyeknek valészintiségei

P(A)=pés P(A)=1—p, ahol0 <p < 1.

Az ilyen kisérletet egyszert alternativdnak szokds nevezni, ennek egymastdl fig-
getlen tobbszori megismétlését pedig Bernoulli kisérletsorozatnak. A kovetkezo
kérdést Bernoulli Déniel vetette fel és oldotta meg. Mennyi annak a valdsziniisége,
hogy ha a kisérletet N-szer ismételjiik meg (egymdstol fiiggetleniil), akkor az A ese-
mény pontosan k-szor kovetkezik be, ahol 0 < k£ < N. Jeloljiik ezt a valdszintiséget
pr(N)-nel, ekkor

N
pe(N) = (k)p’“(l—p)N‘k, k=0,1,2,...,N.



12 Méricz Ferenc

Ugyanis, annak a valdszinlisége, hogy az A esemény éppen az ij-edik, io-
edik,. . ., ig-adik kisérletekben kovetkezik be egyenld a

PP —-p)N "
szorzattal; és N kisérletbol pontosan (],\! ) szamu ilyen k elemi kisérletsorozat va-
laszthaté ki. Itt

N N! N(N=1)...(N—k+1)
— - k=1,2,...,N—1;
(k) KI(N — k)] 12k ’ e ’

(3)-(3) -2 e

a binomidlis tételbol jolismert binomidlis egyttthatdk.
A binomidlis tételbdl kovetkezik, hogy a

0<pe(N)<1, k=0,1,...,N,
szamok un. walosziniségeloszldst alkotnak, mivel
po(N) +pi(N) + -+ pn(N) =
N _ _
=1=-pV+ (7 Jpt-=p)" 4+ PV 1 —p)+pN =
1 N -1
=1-p+p¥=1"=1

Az igy nyert valdszintiségeloszlast N-ed rendii, p paraméteri binomidlis eloszldsnak
nevezzik.

A binomidlis eloszlasnak a Poisson eloszlassal torténé approximdcidjihoz
(mésszéval: kozelitéséhez) gy jutunk, hogy N-et co-be, p-t pedig 0-hoz tartat-
juk olyan médon, hogy

Np =), ahol A > 0 allandé.

Egyszert atalakitassal kapjuk, hogy
N _ NN-1)(N-2)...(N—-k+1 _
<k>pk(1_p)N k _ ( )( k? ( )pk(l_p)N k _

1= F)(1-2) . (- L) (- p)Y
k(1 —p)k
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Ismeretes az e szam definiciéja:

N
= lim (1+ i
€ N—oo N '

Ebbol egyszertien levezethetd, hogy

1 N
1 _— = -1
]\}LI)%O <1 W) €

. AN\Y
Nlinoo(l‘N) e

Mivel k rogzitett, ezért

m (5) (7)) [ (7) =

Igy a fentiekbé] kovetkezik, hogy

és altalaban

: N\ New A
]\}gnoo<k>p (1-p) =77 , k=0,1,2,... .

Az exponencialis fliggvény jolismert sorfejtése szerint

o~ A - - o~ A “AA 0
kzzoﬁe =e kzzoﬁze et =e =1
Tehat az igy kapott
pr(N) == Z—Te_)‘, k=0,1,2,...

13

valdszinliségek szintén valdszintiségeloszlast alkotnak, amelyet Poisson eloszldsnak

neveziink, a A szamot pedig a Poisson eloszlas paraméterének.

Fentebb azt bizonyitottuk be, hogy ha N — oo és p — 0 olyan médon, hogy
Np = X allando, akkor az N-ed rendii és p paraméterti binomidlis eloszlas k-adik
tagja a A paraméteri Poisson eloszlas k-adik tagjahoz konvergal minden rogzitett
k =0,1,2,... esetén. Gyakorlatilag ez azt jelenti, hogy ha N ,elég nagy” és p
»elég kicsi”, mikozben Np = X allandd, akkor az N-ed rendd és p paraméterii
binomidlis eloszlds tagjai ,,j6l kozelithet6k” (approximdalhatdék) az Np paraméterii

Poisson eloszlas megfelel6 tagjaival:

pi(N) = pr(N), ahol A = Np és k =0,1,2,... rogzitett;
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vagy részletesen kiirva:

k!
Megjegyezziik, hogy az Np = X\ > 0 egyenlGség helyett elegendd lenne csak a

(¥t O o,

lim Np=A>0
N —00

hatarérték létezését feltételezniink ahhoz, hogy a Poisson eloszlast a binomialis
eloszlas hatarértékeként megkapjuk.

Példaként megemlitjiik, hogy adott idSintervallum, mondjuk a (0,t),t > 0,
id6intervallum alatt elbomlott atomok szama egy radioaktiv anyagbdl Poisson el-
oszlast kovet. Ugyancsak Poisson eloszlasu egy telefonkozpontba adott idGtartam
alatt befuté hivasok szama, vagy pedig egy nyari éjszakan adott idétartam alatt
észlelhet6 meteor (a koznyelv szerint csillag) hulldsok szdma.

4. Valésziniiségek kozelit6 meghatarozasa Poisson eloszlassal valé approxima-
ciéval

Visszatérink arra a feladatra, amelyet az 1. részben kombinatorikai méd-
szerrel mar megoldottunk: Mi annak a valdszintisége, hogy egy n személybdl allé
csoportban van legalabb két olyan ember, akik az év azonos napjin tinneplik szii-
letésnapjukat. Ezt az eseményt ott A,-nel jeloltiik. A tovadbbiakban legyen n > 4.

Most a Poisson eloszlassal valé approximacioval adunk jé kozelité értéket a
P(A,,) valészintiségre. Ezen célbdl az n személybdl allé csoport tagjait 1-t6l n-ig
terjed6 szamokkal cimkézziik meg. Legyen 1 < i < j < n és jeloljikk A; j-vel azt
az eseményt, hogy az i-edik és j-edik embernek az év ugyanazon napjara esik a
sziiletésnapja. Nyilvanvald, hogy

365 -1 1
P(A;)="——=— 1<i<j<n.
(Ais) = Gepyz ~ 3657 LST<IST
Egyszeriien belathato, hogy az igy definialt (g) szamu esemény paronként
fliggetlen, mivel

P(Aij - Agye) = P(Aij)P(Ake), ha (i,5) # (k. 0).

Két esemény A; ;- Ay ¢ szorzatn egytittes bekovetkezésiiket értjik; az (i, 5) # (k, £)
reldcién pedig azt értjiik, hogy vagy @ # k (mig j és ¢ tetszbleges), vagy j = ¢ (mig
i és k tetszéleges). Példdul nyilvanvald, hogy
365-1-365 - 1 1
P(A15-Asz4) = = =
(A12- A3.4) (365)4 (365)2
1 1

- % . % - P(A172)P(A374).
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Hasonlé médon lathatjuk be, hogy az A; o és A1 3 események is fiiggetlenek; mivel

365-1-1 1
P(AI,Q : A1,3) = (365)3 = (365)2 = P(Al,Q)P(Al,?))'

Viszont az {4;; : 1 <1i < j < n} események Gsszességiikben mar nem fligget-
lenek, amit gy fejeziink ki, hogy az {4;;} események nem teljesen fiiggetlenck;
mivel példaul

P(A12-A1s- Agz) = P(A12- A1) = P(A12)P(A1s) =
1 1 1 1 1

=— . — 4 — . — . — = P(A19)P(A13)P(As3).

565 365 7 365 365 365 | h2lP(Aia)P(Azs)

Azonban az {A;; : 1 < i < j < n} események fliggésége , meglehetdsen
gyenge” (de ezen kijelentésnek a preciz kifejtése meghaladja jelen irdsunk kereteit).
Ennek kovetkeztében mégis dllithatjuk, hogy ha N := (g) »elég nagy” és p := %
mar ,elég kicsinek” tekinthetd, akkor az N-ed rendli és p paraméterti binomialis
eloszlasnak ,elég j6” kozelitése lesz a

._ _(n y_nn-1) 1 nhn-1)
A'_Z\Zp_<2)P(Am)— 2 365 730

paraméteri Poisson eloszlas.

fgy az alabbi kozelitések ,joknak” mondhatok:

— az n személybdl all6 csoportban nincs két olyan ember,
P(A,) =P (* yortban nincs «ct oty ~
akik ugyanazon a napon tinneplik sziiletésnapjukat

N\ N A n(n —1)
~ 1—pNal e = AN
(0)“ p)T A gre T = e 730

Az utdbbi kozelitésre tamaszkodva hatarozzuk meg azt a legkisebb n termé-
szetes szamot, amelyre a P(A,,) valésziniiség fenti kozelitése < % Nyilvén az

nn—1)\ _ —n(n—1)/730 1
exp{ 730 } =e < 5

egyenl6tlenség azzal ekvivalens, hogy

Mindkét oldal természetes e alapu logaritmusat véve nyerjiik, hogy

n(n—1) > 730In2 ~ 505,9974. . .,
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amely egyenlotlenség n = 23 esetén teljestil, de n = 22 esetén még nem teljesiil.
Tehat a

_ 23-22
P(Azs) =1— P(A23) 1 —exp {_W}
kozelités jobboldala méar nagyobb %—nél. Ugyanezt az n = 23 értéket kaptuk a
kombinatorikai modszerrel is az 1. részben.

A binomidlis eloszlas Poisson eloszldssal valé approximéciéja alkalmas arra,
hogy bonyolultabb események valdszintiségét is ,,jo kozelitéssel” tudjuk meghaté-
rozni. Példaul ilyen feladat a kovetkez6. Mi a valdszinlisége annak az eseménynek,
hogy n személybdl 4116 csoportban nincs 3 olyan ember, akik sziiletésnapja az évnek
ugyanazon napjara esik.

Ennek megvélaszolasa céljabdl, legyen 1 <17 < j < k < n és jeldljiik B; j ,-val
azt az eseményt, hogy az i-vel, j-vel és k-val jelolt emberek az év azonos napjan
unneplik sziiletésnapjukat. Nyilvanvald, hogy

365-1-1 1
P(B; k) = = , 1<i<j<k<n.
( JJC) (365)3 (365)2 t<J n
Most tehat az N := (g)—ad rendd és p := @ paraméter(i binomidlis eloszlas 1ép

fel, amelyet a

A':Np:(n) 1 nn-1)(n-2) nn-1)(n-2)
' 3/ (365)2 31(365)2 799 350
paraméterti Poisson eloszldssal approximalhatunk feltéve, hogy N ,elég nagynak”
és p ,elég kicsinek” tekinthetd.

Jeloljiik B,-nel azt az eseményt, hogy az n személybol all6 csoportban van leg-
alabb 3 olyan ember, akiknek az év azonos napjara esik a sziiletésnapjuk. A fentiek
szerint az ellentett B, esemény valészintiségére az aldbbi approximécié adédik:

~
~

p (E )= (a csoportban nincs harom olyan ember, akik)
no sziiletésnapja az év azonos napjdra esik

(N o NN n(n—1)(n —2)
”(0)p (L=p)"~ Gre " = exp 799 350 '

Ezen egyenlotlenség jobboldala akkor lesz %—nél kisebb, ha
n(n —1)(n —2) > (799350) In2 ~ 554 067,19.... .

Mivel
84 -83-82=571740 és 83 - 82 - 81 = 551 286,
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ezért n = 84 a legkisebb olyan egészszdm, amelyre a P(B,,) valésziniiség fenti app-
roximaciéja kisebb, mint % Ezért legalabb % a kozelité valoszinlisége annak, hogy
egy 84 személybodl 4llé csoportban legalabb 3 embernek az év azonos napjara esik
a sziletésnapja. Megjegyezziik, hogy a lényegesen bonyolultabb kombinatorikai
meggondolasok is ugyanerre az eredményre vezetnek.

Tovabbi két érdekes példan mutatjuk még be a Poisson eloszlassal valé app-
roximécié hatékonysagat.

Két példa

1. Magyarorszdgon kétévente kb. 80 000 hézassigkotés torténik. Jeloljiik Cy-
gyel azt az eseményt, hogy ezen hazassagot koté parok koziil legalabb egy olyan
par talalhatod, ahol az ifju férj és feleség egyarant az év egy adott napjan, mondjuk
aprilis 30-4n sziiletett. Nyilvan

1.1 1
(365)2 133225

P(Cy) =

Most az N := 80000-ed rendii és p := @ paraméterii binomialis eloszlast a

80000
p =

A:=N =0,6004878964 ...

(365)2

paraméteri Poisson eloszldssal approximéljuk (azon feltevés mellett, hogy N ,elég
nagynak” és p ,elég kicsinek” tekinthetd). Tehat {rhatjuk, hogy

~
~

p (U )=P (nincs olyan ifju hazaspar, amikor a férj és feleség)
= sziiletésnapja egyarant aprilis 30-ara esik

N o N 1 80 000
~ 1-— ={1—- — ~
(0>p( ?) ( (365>2)
NA_Oe_A_eX _80000) _ f 80000\ _
o TP Besz S T P\ 183225
= exp(—0,6004878964 .. ).
Ebbdl kovetkezik, hogy
P(C)=1—-P(Cy)~1—e %000 =0 45118 ~ 0,4512.

Tehat 45% kortil van annak az esélye, hogy 80 000 hazaspar esetén a férj és a feleség
egyarant az évnek egy megadott napjan sziiletett.

2. Szegeden évente kb. 800 hazassagot kotnek. Jeldljik Cs-vel azt az eseményt,
hogy ezen hazassagot koté parok kozott legaldbb egy olyan par talalhatd, ahol a
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férj és feleség sziiletésnapja ez év azonos (de nem egy meghatdrozott) napjdra esik.
Nyilvan
365 -1 1
P((C3) = —5 = —.
(C2) (365)2 365

Most az N := 800 és p := ﬁ paraméter(i binomidlis eloszlast a

800
A:=Np=—=2,1917806...
P= 365 = =
paraméter(i Poisson eloszldssal approximéljuk (azon feltevés mellett, hogy N ,elég

nagynak” és p ,elég kicsinek” tekinthetd). Tehat {rhatjuk, hogy

Q

p (U )=P (nincs olyan ifju hazaspar, amikor a férj és feleség)
2= sziiletésnapja az év azonos napjara esik

N N 1 \%0 o 7)\
<0>p( 2 < 365) or‘
800
= ——— ¢ =exp(—2,191
exp{ 365} exp(—2,1917806...)
Ebbdl kovetkezik, hogy
P(Cy) =1—P(Cy) ~1—e 21918 = ,88828...~ 0,8883.

Tehét elég magas, koriilbeliil 89 % annak az esélye, hogy 800 hdzaspar esetén
a férj és feleség az év azonos napjan sziiletett.

5. Vdrhaté érték és széras definiciéja és alapveto tulajdonsagaik

Egy X véletlen (azt is mondhatjuk, hogy val6szintiségi) vdltozén olyan mennyi-
séget értink, amelynek értéke a véletlentol fligg, és amelyre a véletlentol valé fiig-
gést az alabbi mdédok egyikén ismerjiik:

(i) Ha X csak véges vagy megszdmldlhatdan végtelen sok (azaz sorozatba ren-
dezhetd) o, 21, x2,. .. értéket vehet fel, akkor ismerjiik a

pr:=P(X =), k=0,1,2,...

val6szinliségeket. Az ilyen X-et diszkrét véletlen valtozénak nevezziik.
(ii) Ha X nem diszkrét értékeket vesz fel (az ilyen X-et folytonos eloszldsi
véletlen véltozdénak is szokds nevezni), akkor ismerjiik az

F(z) :=P(X <x), —00o <z < 00,
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un. eloszldsfiigguényt.

[rdsunk tovdbbi részében csak diszkrét véletlen véltozokkal foglalkozunk.
Ezért a kovetkezOkben csak a diszkrét véletlen valtozdk varhatéd értékének és
szorasanak definiciéjat ismertetjilk. Ha az X véletlen valtozd lehetséges értékei
Zg, X1, X2, ... és ezeket rendre a pg, p1, P2, ... valészinliségekkel veszi fel, ahol

pr >0 és Zpkzl,
%

akkor az X wdrhato értékét az
E(X) = Zpkxk
k

Osszeggel definidljuk, a kovetkezd kiegészitéssel. Ha X végtelen sok xj értéket
vesz fel, akkor megkoveteljiik, hogy a definiciéban szerepld végtelen sor abszolit
konvergens legyen, azaz

oo
Zpk|xk| < 00.
k=0

Ha ez a feltétel nem teljesiil, akkor az X véarhaté értékét nem értelmezziik.
Ezen feltételre azért van sziikség, mert az X véletlen valtozé lehetséges értékeinek
sorozatba torténd elrendezése onkényes. Marpedig Riemann német matematikus
egyik tétele szerint, ha egy végtelen sor csak konvergens, de nem abszolit konver-
gens, akkor a tagok alkalmas atrendezésével tetszoleges értéket allithatunk eld, sot
a végtelen sort akdr divergenssé is tehetjitk. Az E(X) varhaté értéket tehat csak
abban az esetben értelmezziik, ha > pi|zr| < oo; killonben azt mondjuk, hogy
X-nek nem létezik varhaté értéke.

Megjegyezziik, hogy a varhaté érték jelolésére hasznalt ,FE” betii az angol
»expectation” szd kezd6betilije, amelynek magyar jelentése: elvaras, elvarhaté ered-
mény.

Roviden Osszefoglaljuk a varhaté érték legfontosabb tulajdonsigait:

(i) Ha X = ¢ =éllandd, akkor E(X) = c.

(ii) Ha X vérhaté értéke 1étezik és c tetszdleges dllandd, akkor ¢X varhatd
értéke is 1étezik, és

E(cX) = cE(X).

(iil) Ha X, és X, varhaté értéke létezik, akkor X; + Xy Osszegiik varhatd

értéke is 1étezik, és
E(X; + X5) = E(X1) + E(X2).
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(iv) Ha ¢y, ca, . . ., ¢y dllanddk és X1, Xo, ..., X, olyan véletlen valtozdk, ame-
lyeknek létezik a varhato értékiik, akkor a 22:1 cr X, varhaté értéke is 1étezik, és

E <§26ka> = zn:CkE(Xk).
k=1 k=1

(v) Ha X; és X, fiiggetlen véletlen valtozok, amelyeknek létezik a varhatd
értékiik, akkor az X7 X, szorzat varhaté értéke is létezik, és

E(X1X,) = E(X1)E(X>).

Megemlitjiik, hogy ha az X véletlen valtozdnak létezik a varhato értéke, akkor
E(X) az aszém, amely koriil az X in. empirikus kézepei ingadoznak. Pontosabban
szolva, ha X, X1, Xo, X3,... fliggetlen, azonos eloszlasu véletlen véltozok és az
E(X) vérhat6 érték 1étezik (ekkor az E(X}) vérhaté értékek minden k-ra léteznek
és az F(X)-szel egyenl8k), akkor

1 n
= E X — E(X), n— 0.
n

k=1

Az ilyen tipusu tételeket a nagy szamok térvényeinek nevezik a valdsziniiségszami-
tasban.
Az X véletlen valtozd szdrdsdt a

D(X) = VE[(X - BE(X))?]

képlettel definidljuk, feltéve, hogy a négyzetgyok jel alatti varhatd érték létezik.
Alébb, a (iii)-vel jelzett részben kideriil, hogy az (X — E(X))? véletlen valtozénak
akkor és csak akkor létezik a varhaté értéke, ha X2-nek létezik az E(X?) varhaté
értéke, és ez a feltétel egyben E(X) 1étezését is biztositja.

Szemléletesen szélva, a szoras annak mértéke, hogy az X véletlen véltozd
értékei négyzetes eltérésben szdmolva milyen mértékben ingadoznak (szérédnak)
az E(X) véarhaté érték kortl

Megjegyezziik, hogy a széras jelolésére haszndlt ,D” betii az angol , deviation”
sz6 kezdébetiije, amelynek magyar jelentése: (valamit8l vald) eltérés, elhajlds;
mig egyesek az angol ,dispersion” szot is emlitik, amelynek magyar jelentése:
(s7zét)sz6r6das.

Roviden Osszefoglaljuk a széras alapvet6 tulajdonsigait:

(i) Ha X = ¢ =éllandd, akkor D(X) = 0.
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(ii) Ha X szérdsa létezik és c¢ tetszdleges dllandd, akkor cX szdrdsa is 1étezik,
és
D(cX) = |c|D(X).
(iil) Ha X szérésa létezik, akkor
D*(X)=E[(X — E(X))}] = E[X? - 2XE(X) + E*(X)] =
= E(X?) - 2E(X)E(X) + E*(X) = B(X?) — E*(X).

Az igy levezetett
D*(X) = E(X?) — E*(X)

formula specilis esete az
E[(X - %] = DX(X) + (E(X) — 0)?

tn. Steiner formuldnak, ahol c tetsz6leges allandé. Mivel a D?(X) szérdsnégyzet
mindig nemnegativ, ezért a fentebb levezetett formulabdl egybdl kovetkezik, hogy

F*(X) < E(X?).

Specialisan ez azt is jelenti, hogy ha E(X?) létezik, akkor E(X) is létezik (amint
ezt mér kordbban emlitettiik).

(iv) Ha X; és X, fiiggetlen véletlen véltozdk, amelyeknek létezik a szérdsuk,
akkor Osszegiik szérésa is 1étezik, és

D*(X1 + Xo) = D*(X1) + D*(Xa).

Ugyanis, hogy ha X; és X, fliggetlen valdszintiségi valtozok, amelyeknek létezik a
szorasuk, akkor

E[(X1 — BE(X1))(X2 — E(X2))] = E[X1 — E(X1)]E[X2 — E(X2)] =0,
és ennek kovetkeztében az is fennall, hogy
D?(X1 + Xo) = E[(X1 + Xo — E(X1 + X2))?] =
= E[(X1 — B(X1) + X5 — E(X2))?] =
= E[(X1 — E(X1))%] - 2B[(X1 — E(X1))(X2 — E(X2))] + E[(Xz — BE(X,))?] =
(X1)) ?

= E[(X; — E(X1))’] + E[(X2 — E(X2))?] =
= D?(X)) + D?*(Xy).



22 Méricz Ferenc

(v) Ha X1, X, ..., X, paronként fliiggetlen véletlen véltozdk, amelyeknek 1é-
tezik a szérasuk, akkor Osszegiik szérédsa is 1étezik, és

D? (zn: Xk> = zn: D?(X}).
k=1 k=1

Megjegyezziik, hogy a D?(X) neve szérdsnégyzet (angolul: ,variance”; mig a
D(X) széras angol neve: ,standard deviation”).

A fentiek szerint, ha X diszkrét véletlen véaltozo, amely az xq, x1, T2, . . . értéke-
ket rendre a pg, p1, P2, - - - valészintiségekkel veszi fel, akkor a D?(X) szérasnégyzetet

a
2
DQ(X) = Zpkx% - (ZPk%)
k k
képlettel tudjuk kiszdmitani, feltéve, hogy

2
Zpka:k < o0;
k

kiilonben X-nek nem létezik szérasa. A D(X) széras pedig D?(X)-nek a nemne-
gativ négyzetgyoke.
Legyen A egy tetszéleges esemény. Az
Taom { 1, ha A bekovetkezik,
AT 0, ha A nem kovetkezik be (azaz, ha A kovetkezik be);

képlettel definidlt véletlen véltozot az A esemény indikdtordnak nevezziik. Ennek
varhaté értéke

E(I4)=1-P(A)+0-P(A) = P(A),
és mivel

E(I%) = E(Ix) = P(A),

ezért

D(I) = v/P(A) = P2(A) = P(A)(1 - P(4)).

Tanulsagos kiszamitanunk az N-ed rendii és p paraméter(i binomidlis eloszlasi
X véletlen valtozo varhato értékét:

N N
B) =Yg = k() ) -p -
k=0 k=0

N
N -1 _ _
:sz<k—1>pk -t
k=1
N—1

= Np ;) <N€_ 1)p£(1 —p)N 1 = Nplp+ (1 - p))V ! = Np.
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Hasonloképpen szamolva nyerjik, hogy

-3 (3 ) —mt - Npék(],f__f Yot

k=0
N

N+ (T
k=1
N
Dpd - (]Z__;)p’“‘Q(l —p)N T+
k=2

+ ; (J]Z__11>pk1(1 —p)ka] = Np[(N — 1)p+1].

Tehat a fenti binomidlis eloszldsi X véletlen valtozé szérdsa

D(X) = V/E(X?) — =/Np—Np? =+/Np(1 - p).

A X paraméterli Poisson eloszldast X véletlen valtozé varhaté értéke

E(X)_Zkﬁei)\ eiAZ(k_l)l -
k=0 =1
_/\—)\i Ak_l /\—)\eA:/\
= k-t

Hasonloképpen kapjuk, hogy

2 A ann, A
k=0 k=1
> )\kfl

= Ae” (/\e +eM) = A+ 1),

és igy szérdsa

)-

e 1)+1] Y ey 2
S0 g =2 (M e 2
k=2 k=1

23
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6. Az azonos napra es6 szilletésnapokkal kapcsolatos véletlen valtozok varhato
értéke és szoérasa

Ezen el6zmények utdn tekintsiink egy 80 személybél 4116 csoportot (azért vé-
lasztottuk a csoport létszamot ismét 80-nak, mivel az 1. Téblazat szerint éppen 80
ember esetén allapithatjuk el6szor 99,99 % biztonsdggal, hogy a csoportban lega-
1abb két embernek az év azonos napjdra esik a sziiletésnapja). A kovetkezo feladat
megoldasat tlzzik ki célul. Hatdrozzuk meg az év azon napjainak varhato érté-
két (szdmdt), amelyek mindegyikére a fenti csoportbél pontosan k embernek esik a
sziilletésnapja. Specidlisan, k = 0 esetén ez az év azon napjainak varhato értékét
jelenti, amelyre a csoportbdl senkinek sem esik sziiletésnapja.

Jeloljiik Xy-val az év azon napjainak a szamat, amelyek mindegyikére a 80
fébal allé csoportbdl pontosan k embernek esik a sziiletésnapja; és jeloljiik Cy ¢-lel
azt az eseményt, hogy az év f-edik napjara pontosan k embernek esik a sziiletés-
napja. Itt k = 0,1,2,...,80 lehet (de mi csak a k = 0, 1, 2, 3, 4 eseteket vizsgaljuk);
mig { =1,2,3,...,365 lehet. Nyilvan

365 365
X = ZICMZ és E(Xk) = ZE(ICk,Z)'
(=1 £=1

Mivel minden #-re,

= (5) ) ()"

g -ae(2) (3 (2

Példaul, k = 2 esetén a szamitast az aldbbi médon rendeztiik el:

80\ / 1 \?/364\™ 80-79(364)7
EX = B — P = - =
(X) 365(2) (365) <365> 2 (365)7

81
_ 364 @.@._80'79:6,9897
365 364 364 2-364

ezért

négy tizedesjegyre kerekitve. A 81-edik hatviny kiszadmitasara az

364\ °
((g) ) = 0,800 737291 307 157 054 769 545 826 605
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érték adodott, amely 30 tizedesjegyre pontos. A 2. Téblazatban tintettiik fel a
szamitasok eredményét a k = 0,1, 2,3 és 4 esetekre.

k P(Ch,e) E(Xk) k P(Chye) E(Xk)
0 0,8029 |293,0702 0 0,8032 |293,1602
1 0,1765 | 64,4143 1 0,1760 | 64,2543
2 0,0191 6, 9897 2 0,0193 7,0416
3 0,0014 0,4993 3 0,0014 0,5145
4 0,0001 0,0264 4 0,0001 0,0282
Osszesen 1,0000 |364,9999 Osszesen 1,0000 |364,9988
2. Tablazat 3. Téblazat

Ha az el6z6 szamitdsban eléfordulé N = 80 és p = 1/365 paraméterii binomi-

alis eloszlast a
80

365

paraméter(i Poisson eloszldssal approximdljuk (azon feltevés mellett, hogy N =
80 ,elég nagynak” és p = ﬁ pedig ,elég kicsinek” tekinthetd) akkor az aldbbi
kozelitéseket kapjuk:

A1 /80" 80
P(Ck,f) =~ He = E <%> exp <—%)

és ennek megfeleléen irhatjuk, hogy

A:=Np=

365 k

365 [ 80 80

EX:EPC ~— | — - k=0,1,2,3 és 4.
( k) £ ( k,@) k! (365) eXp( 365)7 y 1, 4,0 €8

A Poisson approximacioval kapott kozelité értékeket a 3. Téblazatban tiintettiik
fel; amelyek egészen j6 megegyezést mutatnak a 2. Téblazatbeli értékekkel.

Megjegyezziik, hogy a k = 5 esetre a Poisson approximécié hasznalatdval az
alabbi kozelitéseket kaptuk:

P(Cs4) =0,0000030... és  E(X5)=0,0011024... .

fgy annak az eseménynek a valdsziniisége, hogy az év f-edik napjara pontosan
ot (vagy akar ennél t6bb) ember sziiletésnapja esik a 80 személybdl all6 csoport-
ban, kisebb, mint 0,5 - 1075; tehat ennek bekovetkezésére gyakorlatilag mar nem
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szamithatunk. Ugyanigy azon napok szaménak varhaté értéke sem szamottevd
gyakorlatilag, amelyeken legalabb 5 ember {innepli sziiletésnapjat.

Ez utébbi megallapitdasunkat tdmasztja ald az is, hogy példaul a 3. Tablazat
harmadik oszlopat figyelembe véve, a 80 ember sziiletésnapjai szaménak varhatd
értéke a kovetkezdnek adddik:

64,2543 -1+ 7,0416 -2+ 0,5145- 3+ 0,0282-4 =
= 64,2543 + 14,0832+ 1,5435 + 0, 1128 = 79,9938 ~ 80.

Természetesen ez csak egy kvalitativ ellenérzést jelent, de a megegyezés mégis rend-
kiviil figyelemre mélté. Hasonlé megegyezést kapunk akkor is, ha a 2. Tablazat
harmadik oszlopaban lev6 értékekkel szamolunk.
A kovetkezOkben az
365

Xk = ZICk,U k= 0) 17253745
=1
véletlen valtozok szérasnégyzetét, illetve szérasat fogjuk meghatdrozni a
D*(Xy) := E[(Xy, — E(Xy))?] = E(X}) — B*(Xy)

Steiner képlettel. Fentebb mar kiszamitottuk az E(X}y) varhaté értékeket a k =
0,1,2,3,4 esetekben (lasd a 2. T4bldzatot). Hatra van még az E(X}) varhaté
értékek kiszamitasa. A négyzetreemelés elvégzése utan azt kapjuk, hogy

365 365 365
B3P =Y B(12,,)+ Y. > E (o, To,,) -
(=1 (=1¢=1
(40

A jobb oldalon az els6 Osszeg egyszeriien szamithatd, mivel

80\ / 1 \" /364\%0°F
E(Igu) = E(lc,,) = P(Cry) = (k) <%) <%>  k=0,1,2,3,4.

Viszont a jobboldali kett0s Osszegben szereplé varhaté érték kiszamitasa a
kovetkezé kombinatorikai meggondolast igényli. A kedvezé esetek Osszeszamlédlasa
végett a 80 f6bol kivalasztunk 2k szdmut, majd ezek kozil kivdlasztunk k szamiit,
akik az év f-edik napjdn, mig a masik k szamu f8 az év #’-edik napjdn sziiletett; a
t6bbi (80 — k) f6 pedig az év t6bbi 363 napjanak barmelyikén sziilethetett. Ezek
alapjan irhatjuk, hogy

k k
N N—
80\ /2k\1---1-1---1-(363)802
’ (ICM | ICk’W) PO ) = <2k> ( k ) (365)%0 =

_(BOY (2K (L e\,
T \2k) \ k 365 365 R
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Megjegyezziik, hogy az a kivalasztdsi mod is ugyanerre az eredményre vezet, amikor
a 80 f8bdl eldszor csak k szémut, majd a maradék (80 — k) f6b6l ismét k szamiit

)

Nyilvdnvald, hogy tetszdleges £, ¢',£" ¢"" esetén

valasztunk ki, mivel

- (o)

P(Cry) = P(Cre), L# 15
P(Crye - Crer)

2k
e )

Eddigi meggondoldsainkat 6sszefoglalva kapjuk, hogy

E(X?) = 365P(Ch.p) + 365 - 364P(Ch ¢ Chpr) =

= 365 (80

k

) ()

80\ [ 2k
+ 365 - 364<2k> < A

= Fp+G, k=0,1,2,3,4.

364 80— .
365
1\ 2k
) ()

Szamitasainkat a 4. Tablazatban foglaltuk Gssze.

k

P(Ck,f” : C‘Ic,zm)7 14 ;é 6/7 Y4 # o

@ 80—2k B
365 N

k Fy Gy |E(X2) |EX(Xy) | D*(X)) |D(Xy)

0| 293 | 85604 | 85897 | 85890 7| 2,65

1 64 | 4137 | 4201 | 4149 52 | 7,21

2 6,97 | 47,39 | 54,36 | 48,85 5,51 | 2,35

3(0,4993 |0,1138 |0,6131 | 0,2493 | 0,3638 | 0,60

410,0365 |0,0002 |0,0368 | 0,0007 | 0,0361 | 0,19
4. Tablazat

Emlékeztetiink arra, hogy Xg-val az év azon napjainak a szamat jeloltiik,
amelyek mindegyikére a 80 f6bdl all6 csoportbdl pontosak k embernek esik a sziile-
tésnapja. A 4. Tablazat szerint a szérds a k = 1 esetben 1ényegesen nagyobb, mint
a tobbi esetben. Az X, véletlen véltoz6 dtlagos négyzetes eltérése (ingadozdsa)
az F(X1) = 64 nap varhaté érték korill D(X;1) ~ 7 nap. Meglepd, hogy az Xg
véletlen valtozo szérdsa D(Xo) ~ 3 nap lényegesen kisebb, mint az X; szérdsa. Az
is érdekes tovabbd, hogy az Xo véletlen valtozé D(X2) ~ 2 nap szérésa alig kisebb,

mint az X szoréasa.
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Felhivjuk az olvasé figyelmét arra, hogy a Cj ¢ és Cj o események nem fiig-
getlenek. Példdul, a k = 0 esetben

mig

Tekintve, hogy
363 - 365 < (364)2,

ezért

P(Co’g . Co’g/) < P(Co}z)P(Co’g/) = PQ(CO’E).

Ennek kovetkeztében nem tudtuk alkalmazni azt a 2. részben a szérésra vo-
natkoz6 (iv) alaptulajdonsdgot, amely szerint paronként fliggetlen véletlen valtozék
Osszegének szorasnégyzete egyenls az egyes valtozok szorasnégyzeteinek osszegével
(természetesen feltéve, hogy a széban forgé véletlen véaltozék mindegyikének létezik
a szorasa; marpedig a fenti esetiinkben ez a helyzet).

Ezért tanulsdgos annak végiggondolasa, hogy ha a Cj ¢ és Cj ¢+ eseményeket
tévesen fiiggetleneknek fogtuk volna fel, és a fiiggetlen véletlen valtozdkra érvényes
fenti tétel alapjan a

D*(Xy) = 365D° (Ic, ,) = 365P(C¢)(1 — P(Cry))

képlettel szamoltunk volna, akkor példaul a k = 0 esetben

4 80 4 80
D?*(X,) = 365 (%) (1 - (%) =61,8883...

szorasnégyzetet, és ebbdl a
D(Xy) =17,87

szorast kaptuk volna, ami lényegesen eltér a 4. Tablazatbeli 2,65 értéktol.
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7. Markov és Csebisev egyenlotlenségei

Az 5. részben targyalt Xo, X1, X2, X3 és Xy véletlen valtozok értékei csak
nemnegativ egészszamok lehetnek, és ott kiszamitottuk ezek varhaté értékét és
szérdsat. Ezek alapjin szeretnénk olyan [ag, by| intervallumokat megadni, hogy
fennélljon a

P(angkgbk)>p, k=0,1,2,3,4,

egyenl6tlenség, ahol p adott valészintiség, példaul p = 0,9. Ezen célbdl bizonyitjuk
be a fentebbi cimben jelzett egyenlGtlenségeket.

Markov egyenlétliensége. Ha X nemnegativ véletlen valtozo, amelynek 1étezik
a varhato értéke, akkor tetszoleges ¢ > 0 szam esetén

E(X
P(X>c¢) < (X) .
c
Ezt bizonyitandd, legyenek az X lehetséges értékei xg, x1, x2, ..., amelyeket
rendre a pg, p1, P2, - - - valosziniségekkel vesz fel. Egyszert becsléssel adodik, hogy
Zpkxk> Z PLTE > C Z pr = cP(X > ¢),
k:xp>c k:xp>c

amelybo6l Markov egyenl6tlenségét c-vel valo osztassal kapjuk.
Csebisev egyenldtlensége. Ha az X véletlen valtozénak 1étezik a szérasa, akkor
tetszéleges ¢ > 0 szam esetén

D*(X)

P(IX — B(X)| > ¢) < =

C

Ezt dgy bizonyitjuk, hogy Markov egyenlGtlenségét az
Y = (X - E(X))?
véletlen véltozéra és ¢ helyett c?-re alkalmazzuk. A levezetés tehit a kovetkezd:

P(IX = B(X)|>¢) = P(X - E(X))?> ) =P(Y > ¢) < EY) _

E[(X - E(X))’] _ D*(X) )

c

Csebisev egyenl6tlenségének jelentOségét az adja, hogy ennek segitségével be-
csiilni tudjuk az X véletlen véltozé E(X) varhatd értéke korili ingadozdsokat a
D?(X) szérésnégyzet ismeretében.
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Példaképpen, tekintsiik az 6. részben bevezetett X véletlen valtozot, amellyel
az év azon napjainak a szamat jeloltiik, amelyek egyikére sem esik a 80 f6bol allé
csoport tagjainak sziiletésnapja. A 2. és 4. Tabldzatbél véve az E(Xo) és D?(Xo)
értékeket, Csebisev egyenlGtlensége szerint fennall a

7
P(1Xo — 293,07 > ¢) <

0—2, C>0,

egyenl6tlenség. A ¢ = 4 valasztédssal kapjuk, hogy

<

P(|Xo — 293,07 > 4) <

N | =

S
16
A komplementer eseményre attérve irhatjuk, hogy
7

9 1
P(| Xy —2 4H>1—-—==—> —.
Mivel az
| Xo —293,07| < 4

abszolit értéket tartalmazd egyenlGtlenség a
—4 < Xo—293,07 < 4,

289,07 < X, < 297,07

egyenl6tlenségparokkal ekvivalens, és mivel X értékei csak egészszamok lehetnek,
ezért a
290 < X <297

egyenl6étlenségpar fennéllasanak a valésziniisége %—nél nagyobb. Ezt ugyis kifejez-
hetjiik, hogy X, € [290;297].

A ¢ =9 vilasztas esetén, ugyanezen meggondolassal azt kapjuk, hogy Xg €
[283; 302] fennalldsdnak valészinilisége

P(283 < X;<302)=1-— x = E =0,9135...>0,9.
- - 81 81

Az utébb kapott eredményt a kovetkezOképpen értelmezhetjik. Ha az Xy véletlen
valtozo értékére 10 fliggetlen megfigyelést végziink; azaz, ha az orszag kiillonb6z6
vidékein olyan 80 f6bdl 4116 csoportokban vizsgaljuk meg X értékét, amely csopor-
tok kozott semmiféle kapcsolat nincs; akkor azt talaljuk, hogy altaldban 10 csoport
koziil 9 esetben X € [283;302] és csak 1 esetben fordulhat el§ az, hogy X értéke
nem esik bele ebbe az intervallumba.
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A fentihez hasonld szémitdsokat végeztiik el az X, Xo, X3 és Xy valtozok
esetében is. A kapott eredményeket az 5. Tébldzatban foglaljuk &ssze. A téblazat
masodik oszlopaban tiintetjiik fel a ¢, szam értékét, amellyel Csebisev egyenlot-
lenségét alkalmaztuk a Xy valtozé esetében; mig a tablazat harmadik oszlopaban
tiintetjiik fel azt az [ay; by] intervallumot, amelybe az X}, valtozo értéke a negyedik
oszlopban megadott valdszintiséggel esik.

k| ck [ak; bk] | P(Xk € [ak;bi])
0 9 |[283;302] 0,9135
1] 23 [42; 87] 0,9018
21 8 [2; 14] 0,9139
3| 2 [0;2] 0,9090
4]0,7 0 0,9263

5. Tablazat

Az X3 valtozo esetén Csebisev egyenlOtlensége a cs = 2 vélasztassal azt adja,
hogy az
az = —1,5007 < X3 < 2,4993 =: b3

esemény ps = 0,9090 valdszintiséggel kovetkezik be. Tekintve, hogy X3 értékei
csak nemnegativ egészszamok lehetnek, ezért keriilt a tabldzatba az [as; bs] = [0; 2]
intervallum.

Hasonléképpen, az X4 valtozé esetén Csebisev egyenlStlensége a ¢4 = 0,7
valasztassal azt adja, hogy

aq = —0,6736 < X4 < 0,7264 =: by.

Igy ebben az esetben az [aq; b4] intervallum a [0; 0] intervallumot, azaz az egyetlen
0 szdmot adja.

Koszonetnyilvanitas. Ezittal is szeretném koszonetemet kifejezni Kramli Andrés
professzor tarsamnak cikkem irdsa soran folytatott tartalmas beszélgetésekért és a
kézirattal kapcsolatos hasznos észrevételeiért.
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