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1. Kupolak és kotelek

Amikor egy bazilika kupoldjan nézegetjiik a freskdkat, esziinkbe juthat, ho-
gyan is volt lehetséges ilyen hatalmas tet6t épiteni anélkiil, hogy oszlopok tartanak.
A feladat nem éppen egyszerii: ugy kell ki-
alakitani a tet6 alakjat, hogy megtartsa 6n-
magat a tartéfalak tetején és kisebb ,beha-
tdsok” se omlasszdk be. A feladat nagy-
saga sosem riasztotta el az épitészeket, hogy
hatalmas kupoldk épitésével kisérletezzenek.
A sokszor balul sikeriilt kisérlet, vagyis a be-
omlds hatasara el is terjedt koztik az dgy
nevezett 5-perces szabaly: ,amely kupola 5
perc alatt nem omlik be, az 500 évig is allva
marad”.

Manapsiag méar nem megengedhetd a
kisérleti épitkezés, tehat at kell gondolni mit
is jelent egy ilyen kupola a fizika nyelvén:
N A kupola szerkezete egyensulyi helyzetben
A vatikdni Szent Péter bazilika kupo-  van, és ebbdl kiils6é hatasok sem mozditjak
laja 1546 és 1564 kozott Michelange- L kgnnyen, vagyis ez az egyensilyi helyzet
lo irdnyitasédval késziilt, majd Giacomo . 0, ) .
della Porta irdnyitasaval 1593-ban fejez-  Stabil. A stabilitds azt jelenti, hogy a szerke-

ték be. Fz a vildg legnagyobb kupo-  zet potencislis energidja az adott helyzetben
ldja, szazhuszonhdrom méteres magas-

sagat egyetlen més kupola sem éri el.

Feltételezve a bazilikdknal a kupoldk alatt megszokott koralaku alaprajzot, a
kupolanak a kor kozéppontjaban allitott meréleges egyenesre valo forgasszimmet-
ridja adodik. Emiatt matematikai értelemben a kupola leirhat6 egyetlen gorbével,
melynek tengely koriili forgasa végigsurolja a kupola feliiletét.

minimalis.
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Hogyan kereshetnénk meg ezt a gorbét, vagy esetleg gorbéket?

Az 6tlet egyszerii: gondolatban forditsuk a kupolat fejjel lefelé! A fentiekben
megfogalmazott feltételek egyike sem valtozik, de a potencidlis energia minimumat
igy mar konnyii megkeresni, hiszen két pont kozé kifeszitve egy, a két pont tavol-
sagandal hosszabb, de nem nyujthaté kotelet, a kotél a hajlékonysaga miatt addig
mozog, amig nem keriil stabil nyugalmi allapotba. Ez a stabil nyugalmi helyzet
éppen a potencidlis energia minimumanal valésul meg, ami magatél megoldja a
korkupola épitésének probléméjat és ramutat a korkupoldk egyformasaganak fizi-
kai okara.

Bar az épitészet mechanikai probléméjat matematika alkalmazédsa nélkiil ol-
dottuk meg, a tervezhet6ség és a cimben feltett kérdésre adandé vélasz érdekében
meg kell taldlni a nyugalmi allapotu kotél alakjat leiré matematikai fliggvényt,
melynek grafikonjit a fentiek miatt kotélgorbének® nevezik.

2. A kotélgorbe

Ebben a szakaszban a kotél nyugalmi helyzetében hatéd erdk egyensilyabdl
kiindulva hatdrozzuk meg a kotélgorbét.

Legyen az ¢ hosszisdgu és o ,hosszsiiriségli” (a koteleket, mivel atmérdjik
gyakorlatilag allandé és igen kicsiny, dltalaban a méterenkénti siulyukkal szokas
jellemezni, most is ez mutatkozik meg a o szdmban) kotél két végénél az A =
(xa,ya) és B = (zp,yp) pontokra akasztva, ahol a trivialitds kizdrdsa érdekében
feltessiik, hogy w4 # xp és (v —24)% + (yp —ya)? < L. Vildgos, hogy a gorbe két
pontja nem eshet egymas folé, ezért van egy olyan f:R — R fiiggvény, amelynek
grafikonja az [z 4,z ] intervallumon éppen a kotél pontjaiba esik. A kalkuldcidink
érdekében feltessziik, hogy f kétszer folytonosan differencialhaté.

A kotél altal felvett r(z) = (o, f(z)): [za, 5] — R? gérbe barmely z < z ab-
cissz4ju pontjai kozotti darabjédnak hosszat az 7(x) = (1, f'(z)) érint8jének hossza-

bél az [ \/1+ (f'(t))2dt formula adja [2], igy annak stlya

s(2,7) = a/x VT (P2t

Mivel a kotél nyugalmi helyzetben van, az r(z) pontjira haté erdk ?(x) =
(F1(x), Fa(x)) Osszege a gorbe érintéjével parhuzamos irdnyba mutat, vagyis
Fy(z) = £f(z)F1(x).

1) Egzt lancgorbének is hivjdk, mert két pontra vald felfiiggesatésekor a hosszdhoz képest apréd
szemekbél all6 lanc is ugyanezen gorbe alakjat veszi fel.
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A kotél minden z < x abcisszdju pontjai kozotti darabjit az ?(z) és ?(m)
er6k, valamint az ?(z,m) = (0,—s(z,x)) sulyeré tartjdk egyensilyban, ezért

F}(z) + ?(m) + ?(z, x) = 0, amibél

adédik. Utébbibdl azonnal kapjuk, hogy Fi(z) = ¢ konstans?, és minden pontban
éppen a baloldali tartépontban jelentkezd Fi(z) vizszintes erd ellentettje.
Az Fy(2)+Fo(x) = s(z,x) egyenlet x szerinti derivdldsdval a szakasz jobboldali
végpontjaban
Fy(z) = o1+ (f'(x))?

kovetkezik. Ezt felhasznalva a méasodrendil

(x) o1+ (f'(2)? = Fy(z) = (£f' (@) F1(2)) = (£cf'(2)) = +cf"(z)
differencidlegyenlethez jutunk, aminek atrendezésével
o

% iy — L@ @)

A= e - )

adédik, amiért -
i@ +d= VI ()P

valamely d valds szamra.

A (%) egyenlet baloldala a o > 0 konstansnal sosem kisebb, ezért a jobboldal
sem lehet nulla, igy az a folytonossdga miatt nem valthat elGjelet. Ennek kovet-
keztében minden megolddsfiiggvény [/ mdsodik derivéltja az egész szdmegyenesen
pozitiv, vagy negativ. El6bbi esetben f alulrél nézve szigordan konvex (a derivéltja

2) A ¢ persze nagyon is fiigg az A, B pontok megvélasztasitol, a kotél £ hosszatél és a kitél o
hosszstirtiségétdl is.
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szigortian monoton novekvd), utébbi esetben pedig szigordan konkév (a derivéltja
szigorian monoton fogyd) lenne, ami egy kotél esetében kizart. Tehdt f alulrdl
nézve szigorian konvex, és igy () alapjan f”(z) > 2 > 0. Eszerint

lim f'(z) = f'(0) = lim ’ 1" (t)dt = Fo0,
0

r—+oo z—+o0

amibo6l kovetkezbleg

lim f(x)= lim E( 1+ (f(2)? —d) = occ.

r—Foo r—Foo o

Mivel lim, 1+ f(z) = 00 és f folytonos, minden elég nagy x4 szdmhoz van
olyan x_, hogy f(z_) = f(x4). Az f az [xr_,x4] zdrt intervallumon folytonos,
igy ebben felveszi minimumaét, amit viszont konvexitdsanak szigortisaga miatt csak
pontosan egy pontban tehet. Minthogy x4 — oo esetén a [x_, x4 ] zdrt intervallu-
mok lefedik a szamegyenest, ebbdl az kovetkezik, hogy az f fliggvénynek pontosan
egy minimumhelye van.

Legyen az f egyetlen minimumhelye z¢ és a gorbe ehhez tartozé pontja
C = (zc,yc). A fentiek szerint az f fiiggvény az xc el6tti félegyenesen szigo-
ridan monoton fogy, az x¢ utani félegyenesen pedig szigorian monoton né.

A cosh fiiggvény?) (14sd a fiiggelékben) a pozitiv félegyenesen szigortian mono-
ton né, a negativ félegyenesen pedig szigorian monoton fogy, és mindkét félegyenest
bijektiven képezi az (1, 00) félegyenesre, ezért a

cosh(g(x) = Z(f(z +wc) —yc) +1 és sign(g(x)) = sign ()

feltételek meghataroznak egy g: [z, xp] — R fiiggvényt.

%(f(ll?+$c)—yc)+1

Ez a g figgvény az f és a cosh fliggvény inverzének differencidlhatésaga miatt
differencidlhato, és
c

f(@) = Zcosh(g(e —ac)) + (o = =), @€ lwazn),

valamint ¢g(0) = 0.

3) Valaszthattunk volna mas, a pozitiv és negativ félegyenest is az (1, 00) félegyenesre bijektiven
képezé fiiggvényt, de a differencidlegyenletiinket ez egyszerisiti leginkabb.
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Eszerint f'(z) = £ sinh(g(x — x¢))g'(x — x¢), 1gy differencidlegyenletiink a

cosh(g(x — z¢)) + (%yc -1+ d) = %f(x) +d=+1+(f"(x))?
\/1 + (E sinh(g(x — z¢))g'(x — xc))2

ag

formét veszi fel. Ennek mindkét oldalat az x = ¢ pontban kiszdmitva d+ Zyc = 1
adddik, amit ugyanoda visszairva

cosh?(g(z — z¢)) =1+ (g sinh(g(z — z¢))g’' (z — a:c))Q

kovetkezik. A cosh? ¢ = 1+sinh? ¢ azonossag alapjan ebbdl % = ¢/ (x—z¢) adddik,
= %x, hiszen ¢(0) = 0.

Visszahelyettesitéssel tehat azt kapjuk, hogy

amiért g(z)

c o c
z)= —cosh(—(z—=x - —
7(@) = £ cosh (2o = w0) + (v - 2),
ami a kotélgorbe matematikai alakja.
A kotél pontos elhelyezkedésének meghatarozasdhoz ki kell még szamolnunk
a ¢ konstans értékét és a C' = (z¢, yc) pontot.

Az f(za) =ya és f(zp) = yp egyenletek kiilonbségébdl az

YA —YB = g[cosh (%(a:A — xc)) - gcosh (%(mB - mc))}
(1 .

=— sinh (%(mA — xB)) sinh (%(a:,q 4+ x5 — 23:(;))

egyenlethez jutunk.
Az f'(x) = sinh(Z(z — x¢)) derivaltbdl a kétél hosszét kifejezve

o= [ 1+W@ﬁm—/w¢rwmm€@—wwfﬁ

A

= /IB cosh (g(x —xc))dt = - [ sinh (E(x —z0))];"

c o c TA

g[sinh (%(xB — x¢)) — sinh (%(xA —x0))]
%sinh (%(J?B — xA)) cosh (%(mB 4+ x4 — ch)),
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adddik. Ezt elébbi egyenletiinkkel Gsszevetve azt kapjuk, hogy
0 — (ya — yB)2

= (%)2 sinh? (—(xA —zg))x

2c
X (cosh2 (z—c(xB + x4 —2z0)) — sinh? (ZC(xA + 25 — 220)))
= (%)Qsth (QC(xA —zg)).

Ezt a praktikusabb

V02— (ya —yp)? sinh (216(3:3—3:,4))

(xp—za)  Z(zp—xa)
forméban nézve vilagos, hogy 5~ meghatarozasahoz a h:t € (0,00) — Sinht fugg-
vényt kell invertdlnunk. A h invertélhatd, mert h(0) = (sinh t) lt=0 = cosh( ) =1,
limy 00 h(t) = lim; 500 5 = 00 és 0 = sinh 0 valamint (¢)’ = 1 < cosht = sinh’(t)

miatt h szigorian monoton névé.
A h inverzére a h jelolést alkalmazva az eddigiek alapjén

I —TA

ﬁ(\/m)

(zp—z4)

o
c=—
2

adédik. A (1) és () Osszefuggések hdanyadosidbdl a nyilvdnvalé |ya — yg| < £
egyenlGtlenség miatt
A+ 2TB

c Yya —y
To = — 3 arctanh (TB)

adédik. A c¢ és az x¢ birtokdban a minimumbhely magassagat
2c 2
— h _
yo =yp— — sin (20( B xc))

adja.

Jegyezziik meg, hogy a két oszlopot egymasfelé kényszerito c er6 értékének és a
minimumpont helyének és magassdgdnak meghatdrozdsara a gyakorlatban (példdul
a villanyvezetékek belégdsanak és a villanyoszlopok méreteinek kiszamitdsahoz)
fenti formuldink helyett kozelité eljarasokat alkalmaznak, melyek Galileit®) idézve
alapvetOen a kotélgorbe parabolaval valo helyettesitésére épiilnek.

4 Galilei azt gondolta, hogy a kotél a parabola alakjét veszi fel.
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Azt is vegyiik észre, hogy barmely két kotélgorbe hasonld, mert az y-tengellyel
parhuzamos eltoldssal mind egy f(x) = acosh((x — z¢)/a) alaku figgvény gra-
fikonjdba vihetd, ahonnan egy z-tengellyel parhuzamos z¢/a nagysigu eltolds-
sal egy g.(z) = acosh(xz/a) alakd fliggvény grafikonjidba keriilnek. Mérpedig a
g1(x) = cosh(z) fiiggvény grafikonjdnak a-szorosira nagyitott/kicsinyitett megfe-
lel6je éppen g, grafikonja.

Ezzel megkaptuk a cikk cimében feltett kérdésre a valaszt: minden kupola
hasonld, mert formdjukban az eqgymdssal hasonlo kotélgorbék jelennek meg.

3. A potencialis energia extrémumai

Ebben a szakaszban igazoljuk, hogy a kotélgorbe minimalizdlja a potencia-
lis energiat, vagyis az Osszes vele azonos hosszisagui és ugyanazon tartépontokon
atmend gorbék koziil neki van a legalacsonyabban a stlypontja.

Széls6értékek keresésére a differencialszamitast szokas alkalmazni, azonban
a gorbék halmazat nem lehet véges sok paraméterrel leirni, igy azt a megoldast
valasztjuk, hogy egyszerre csak egy egyparaméteres fliggvénycsalddot vizsgalunk,
viszont a minimalis gérbétol ,elvarjuk”, hogy barmely ilyen csalddon belil a mé-
réstinkre nézve minimalis legyen. Ez az eljaras a varidcidszdmitds legegyszeriibb
megjelenési formdja, melynek az aldbbiakban pontosan kifejtjiik a tartalmat.

Egy v:(—e,e) x [xa,z] — R (¢ > 0) differencidlhaté fiiggvényt az
f:lza,zp] — R differencidlhaté fuiggvény (fix végpontd) varidldsinak neveziink,
ha v(t,za) = f(za), v(t,zp) = f(zp) és v(0,2) = f(z) minden = € [r4,25]
argumentumra és t € (—e, ) paraméterre. A vy: [z, 28] = R (t € (—¢,¢)) fuggvé-
nyeket, ahol vy (x) = v(t, x) az f varidlt fiiggvényeinek nevezziik. (A 7,: (—¢,e) > R
fiiggvényeket, ahol 7, (t) = v(t,z) az f transzverzélis fliggvényeinek mondjuk.)

Az alkalmas g: [za,z5] — R fiiggvények halmazan értelmezett u: g — p(g) le-
képezést mérésnek nevezziik. Tébbek kozott ilyen példaul a fiiggvény grafikonjdnak
£ hossza, vagy a grafikon sulypontjanak y-koordinatéja.

Mar megfogalmazott elvarasunk szerint a minimalitds a varialds valasztasatol
fiiggetlen kell legyen, ezért egy f fliggvényt a p mérésre nézve akkor neveziink
extremdlisnak, ha minden v varidlasara p,(0) = 0, ahol p, (t) = p(v).

Tétel. A kétszer differencidlhatd f:[za,zp] — R figgvény, melynek derivdltja nem
azonosan nulla, a vele azonos hosszisdgu grafikonokkal rendelkezd fiigguények kéozott
akkor és csak akkor extremdlis a sulypont y-koordindtdjdara nézve, ha grafikonja
katélgorbe.

Bizonyitds. Legyen f:[r4,2xp] — R kétszer differencidlhaté. Ennek grafikonja az
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rr(z) = (z, f(x)) gbrbe, melynek hossza

5f31+umww.

Az 7y gorbe ry(z) pont koriili silystirtisége

. slx—ewte) s
(@) = lim 2T o T (P,
a Wy stlypont pedig a gbrbe pontjainak ezen s(z) fliggvénnyel stlyozott dtlaga,
vagyis

f:Lf / zo/ 1+ (f'(z dx/ f@ov1+ (f'(z dx)

Legyen v az f fliggvény varidldsa. Ekkor a varidlt fliggvényhez tartozéd
(z, v (x)) gorbe hossza, és stlypontjanak magassiaga a fentiek szerint

0,(t) = L(ry) = /ZB V' 1+ (v(r))*dz,
() = wa(v) = —2— /xB u(t,2)/T T (Gov (7)) 2de,

C(t) Jus

ahol 0y a mésodik valtozé szerinti (parcidlis)derivaldst jelenti.

Vegyiik észre, hogy az azonos hosszisdgu gorbék kozott a p mérésnek és a
A = pl/o mérésnek ha van extrémuma, akkor ugyanazon gorbe esetében van, ezért
a {1 helyett elegendé a A mérésre megkeresniink az extremalis fiiggvényeket. A
fentiekkel 6sszhangban legyen A, (t) = p, (¢)€,(t)/o.

Mivel a A, (t) kifejezésében szerepld integrandus folytonosan differencidlhatd,
az integralas felcserélhetd a derivaldssal, amiért

(1) = / Ol )T Ot D) + vt o) 2 D00 2)y

za 14 (Oav(t, x))?

amely a t = 0 helyen

, v )9,00(0, 2)
A = Ov(0,x " R A A 4
/(0) LA( 0oL+ (@) + fla +u<w)
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A X (0) integrandusdnak mésodik tagjat parcidlisan integrélva

P I@FE) g 0000, 2)de
/“ ity )

_S@F @) v (0,2)]"" — v
AR oo - [

/ T €T "(x 20 T
_o_ / ((f( 2))* + f(@)f"(x)  f@)(f'(x)*f (3))811/(0,x)d$
A 1+ (f'(x))? L+ (f'(z))?
_/IB (f'(=)* ( (2))?) + ( )@ )811/(0,x)dx
4 @)

adédik, amiért

_ / SRRV Co) e GOV O
T+ (@2

Ha f olyan, hogy 1+ (f'(x))? — f(x)f"(z) = 0, akkor A, (0) = 0 minden v
varialasra.

Ha f olyan, hogy A,(0) = 0 minden v varidldsra, akkor a v(t,z) = f(z) +
tlx —za)(zp —2)(1+ (f'(2))? — f(x)f"(x)) varidldsra is A, (0) = 0, amibdl

v = [ e oy (L @)~ @) (@)
0=X0)= [ @z -2) S

kovetkezik. Mivel ebben az integrandus sehol sem negativ, az integrédl csak dgy
lehet nulla, ha az integrandus azonosan nulla, tehat 1 + (f/(x))? — f(x)f"(x) = 0.
Eszerint a A = pf/o mérés, és ezzel egylitt az azonos hosszisdgi gorbék

dx

kozott a stlypontmagassag p mérésének extremalis fiiggvényei is pontosan azok,

amelyekre 1+ (f/(z))? — f(z)f"(z) = 0.

Mivel f’ # 0, differencidlegyenletiink ekvivalens a

f'x) _ 2f()f"(x)
f(=) 1+(f’( )?

(2In f(x)) =2 = (In(1 + (f'())*))

egyenlettel, ami megegyezik az f?(z) = (1 + (f'(2))?) egyenlettel valamely al-
kalmas nem nulla a konstansra. Ebbdl f(z) = tay/1+ ( 2 kovetkezik, ami
éppen a +a = o/c kotelgorbet meghatarozo dlfferenmalegyenlet aminek egyediili
megoldésa f(z) = 4= cosh(ta(z — z¢)) + (yo — £ )-

Ezzel a tételt bebizonyitottuk. -
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Vegyiik észre, hogy az extremalitas gorbéi a szo fizikai értelmében csak pozitiv
a szam esetén kotélgorbék. Ha a negativ szam, akkor igazabdl ,kupolagorbérsl”
kellene beszélni, és ekkor nem minimalizdlodik a potencidlis energia, illetve a sily-
pont magassaga, hanem éppenséggel maximalizalodik.

4. Szerkesztés

Vilagos, hogy a kotélgorbének a szé hagyomanyos értelmében, tehat korzo-
vel és vonalzdval vald szerkeszthetOségére nem szamithatunk, de a kotelek logatasa
sem igazan kivitelezhetd egy rajzasztalon, ezért a régdta bevalt sablonozott vo-
nalzok eszkozéhez folyamodunk. Ilyeneket hasznaltak a miiszaki rajzoldk, amig a
szamitogép nem vette at teljesen a rajzolds terhét, és a pontossidgat tekintetében
is elfogadott eljaras volt, ha az egyik vonalzot vagy sablont a masikhoz igazitva,
vagy amellett eltolva, gorgetve kellett hasznalni.

A kérdés tehdt az, milyen sablonra van sziikség a kotélgorbe megrajzolasahoz,
ha megengedjiik annak vonalzé melletti gorgetését.

Tétel. Egy P paraboldt valamely e egyenes mentén gérgetve a parabola fékusza egy
kotélgorbén mozog.

Bizonyitds. Mivel a paraboldk (és persze az egyenesek is) hasonlék egyméshoz,
elegendé egyetlen parabola-egyenes par esetében igazolni az allitast.

Tekintsitk az y = 2 egyenletii P parabolat, melynek fékusza az F =
(0,1/4) pont, vezéregyenese (direktrixe) pedig az y = —1/4 egyenes (mert
V2 + (y—1/4)2 = /a2 + (22 —1/4)2 = 22 + 1/4 = y + 1/4), és gorgessiik e
parabolat az z-tengely mentén.

A P parabola e érintéje az E = (z,2?) érintési pontban 2z meredekségti,
1

Wiwwrss (1,2z), egységnyi normélis

amiért ezen érintd egységnyi iranyvektora i, =

vektora pedig ng, = ﬁ(—Zm, 1).
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Az e érintd és az F = (0,1/4) fokusz tavolsdga megegyezik a (0,1/4) — (z, 2?)
vektornak az érintd n, normaélisara es6

V1 + 4z2
Y(@) = (14— 2%, me) = VAT
vetiiletével.
Az F fékusz és az E érintési pont tévolsdga 7(x) = /22 + (22 — 1/4)2.
Az F fokusz e érintére vett merdleges vetiiletének £(z) tdvolsiga az F érintési
ponttdl megegyezik a (0,1/4) — (x, 2%) vektornak az e érinté i, irdnyvektorara vett

vetiiletének hosszaval, tehat

€la) = (- 1/4=0%), o (1.20)) = 2L

A P parabola O = (0,0) és E = (z,2?) pontjai kozott

T 1 2x 1 arcsinh (2z)
U(x):/ v1+(2t)2dt=§/ \/1+22dZ=§/ cosh? ¢ dt
0 0 0

a hossza. Ezen integrdl kiszamitasahoz figyeljiikk meg, hogy

L 1/, 1. b
— [ cosh®tdt+ = [ sinh®tdt = —[sinh(2t)]y,

Lty 1L Lo
— [ cosh®tdt — = [ sinh”tdt = =[t]g,
2 /o 2 Jo 2

amiért ,
1 b+ sinh bcosh b
/ cosh® t dt = E[t—l—sinhtcosht]g = _’_Sm%,
0

és igy

1 /arCSinh (22) W2 ¢ dt arcsinh (2z) 4+ 2zv/1 + 422
cos = .
0

o) =3 4

A P paraboldt o(z) hosszan gorgetve, az E = (z,2?) pont az z-tengelyre
kerill, az z-tengely pedig az elgorgetett parabolanak érintéje lesz.
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Az F fékusz ezért a gorgetés kozben gy halad a gorgetés irdnyaba, hogy -
koordindtaja o(z) — £(z) tdvolsdgot tesz meg, az z-tengelytdl vals tévolsdga pedig
(x) lesz. Az F {6kusz altal strolt gorbe tehdt annak az f fiiggvénynek a grafikonja,
melyre (x) = f(o(z) — &(x)), amiért

1+ 422 arcsinh (2z . cosh(4x
V _ (e 0)y  gyis ) = 2D
4 4 4
Ez bizonyitja az allitast. -

Figgelék: hiperbolikus fiiggvények

A valds szdmok halmazén értelmezett

e —e"
sinhx := — (szinusz-hiperbolikusz),
T —x
coshz := % (koszinusz-hiperbolikusz), és
sinh z

tanh x := (tangens-hiperbolikusz)

oshz
figgvényeket hiperbolikus fiiggvényeknek nevezzik.
A definicidk alapjan egyszerii szdmolassal igazolhatdk a
e coshx = cosh(—z), sinhx = —sinh(—x) és tanh x = — tanh(—z),
e cosh®z —sinh®z =1,
formulak, valamint a hiperbolikus addicids képleteknek nevezett
e cosh(z + y) = cosh z cosh y + sinh x sinh y,

e sinh(x 4+ y) = sinh x coshy & cosh z sinh y,
tanh z £ tanhy

1+ tanhxtanhy’
azonossagok. Utébbiak felhasznaldsaval adédnak a specidlis
e cosh(2z) = cosh? z + sinh®z és sinh(2z) = 2sinh z cosh z,
e cosh?(x/2) = (coshx +1)/2 és sinh®(z/2) = (coshz —1)/2
egyenléségek, amelyekbdl konnyen belathaték a cikkben is hasznélt
e coshz = 1+ 2sinh?(z/2),

o tanh(zty) =

o coshz — coshy = 2sinh (T2) sinh (1),
e coshz + coshy = 2 cosh (= ; %) cosh (7).
o sinhz — sinhy = 2cosh (L) sinh (=Y),
o sinh o +sinhy = 2sinh (F2) cosh (12)

azonossagok.
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Ujra a definiciét hasznalva konnyl szamolds adja, hogy
e cosh’'z = sinhz, sinh’'z = coshz és tanh’z = 1 — tanh? z.

Fentiek alapjan cosh” z = coshz > 1, amiért a cosh fiiggvény alulrél szigortian
konvex. A cosh’z = sinhz miatt ugyanakkor a cosh fiiggvény a negativ szamok
halmazan szigorian monoton fogyo, a pozitiv szdmok halmazan szigoriian monoton
n6vé. A cosh fliggvény egyetlen minimumbhelye a 0, cosh0 = 1 éslim,_, 1 coshx =
00.

Mivel sinh’ 2z = coshz > 1, a sinh fiiggvény szigoriian monoton névé a tel-
jes szédmegyenesen. Minthogy sinh” x = sinh z, a sinh fiiggvény a negativ szamok
halmazan alulrdl szigorian konkdv, a pozitiv szimok halmazén pedig alulrél szigo-
rdan konvex. A sinh fiiggvénynek nincs szélséértéke, egyetlen inflexiés pontja a 0,
sinh 0 = 0 és lim, 4 sinhz = 0.

Mivel tanh’z = 1/ cosh’z > 0, a tanh fliggvény szigorian monoton nové
a teljes szdmegyenesen. Minthogy tanh” z = —2cosh™® zsinh z, a tanh fiiggvény
a negativ szadmok halmazan alulrdl szigorian konvex, a pozitiv szamok halmazan
pedig alulrdl szigorian konkdv. A tanh fiiggvénynek nincs szélséértéke, egyetlen
inflexiés pontja a 0, tanh 0 = 0 és lim,_, 1 tanhax = +1.

A cosh, sinh és tanh hiperbolikus fiiggények inverzfiiggvényeit a szogfiiggvé-
nyeknél megszokott médon arccosh: (1,00) — (0,00), arcsinh:R — R illetve
arctanh: R — (—1,1) jeloli.
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