POLYGEON

XVIII.kot., 2.sz., 2010. febr.

Lebesgue-integral és teljesség
PETER D. LaX

A Lebesgue-integral elméletét az integralhaté fliggvények osztdlydnak bovité-
seként szokas tanitani. A Riesz—Fischer-tétel, amely az LP-terek teljességét allitja,
egy kovetkezmény.

Modern szemszogbdl nézve az elmélet célja az, hogy teljes fliggvénytereket
konstrualjunk, mivel a funkcionalanalizis alaptételeihez sziikség van a teljességre.
A kovetkez6 oldalakon azt mutatom meg, hogy hogyan épithet6 fel a Lebesgue
integral a kivant objektumbdl, az L' térbdl kiindulva, ami nem més mint az R”
valamely zéart hiperkockajan értelmezett folytonos fliggvények terének teljes burka
az L' norméban. Ezutdn lefrom, hogy hogyan lehet egyszer(i médon hozzirendelni
L' bérmely f eleméhez egy f(x) majdnem mindenhol értelmezett fiiggvényt, majd
igazolom a Lebesgue integralhaté fiiggvényekkel kapcsolatos alaptételeket.

A mi felépitésiinkben a Lebesgue-mérték méasodlagos fogalom. Egy S halmaz
mérhetd, ha karakterisztikus fiiggvénye L'-ben van. Mértéke, definicié szerint, a
karakterisztikus fiiggvényének integralja. Egy ilyen felépités nyilvanvaléan nem
a valOszinliségszamitassal foglalkozok szaja ize szerint vald; a szerintiik kivanatos
objektum a mérhet6é halmazok o-algebraja.

1. Jelolje K az R™ tér valamely zdrt hiperkockdjat; legyenek c(zx),d(x), ... folyto-
nos fliggvények a K halmazon. I(c) jeldli a c¢ fliggvény Riemann-integréaljat a K
halmazon:

(1) I(c) = /K o(z) dz.

A G nyilt halmaz! V(G) térfogatit a kovetkezéképpen definidljuk:

L Itt és az egész dolgozatban ,nyilt halmaz” K-ra nézve értendd, azaz G C K nyilt, ha van olyan
G* halmaz, amely nyilt R"-ben és G = G* N K.
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Definicié. Adott G nyilt halmaz esetén a ¢ folytonos fiiggvény megengedett G-re
nézve, ha

1, hazedG
< ) )
) o) = {0, ha z & G.

A G nyilt halmaz esetén a V(@) térfogatot a kdvetkez6 médon definidljuk:
(3) V(G) =sup I(c), ¢ megengedett G-re nézve.

1. Tétel. V megszamldalhatéan szubadditiv:

(4) V(UGn) <Y V(Gh),

és itt eqyenldség teljesil, amennyiben a G, halmazok pdaronként diszjunktak.

Ennek az eredménynek egy bizonyitasat a Fliggelékben adjuk meg.
A kovetkez6 becslés a Csebisev-egyenlGtlenség egy valtozata:

2. Tétel. Legyen d nemnegativ folytonos fliggvény; jeldlje G, azon pontok halma-
zdt, amelyekre d(z) > a. Ekkor

(5) V(Ga) < I(d)/a.
Bizonyitas. Tetszlleges G,-ra nézve megengedett ¢, fliggvényre
(6) co(z) < d(z)/a.

Ugyanis (6) teljesiil minden x € G, pontban; és mivel d nemnegativ, ezért teljesiil
minden z ¢ G, pontban is. (6) integréldsdaval kapjuk, hogy

I(cy) < I(d)/a.
Mivel I(c,) szuprémuma V(G,), ezért kapjuk az (5) egyenlétlenséget. -

Definicié. Egy ponthalmazt elhanyagolhatonak neveziink, ha lefedhet6 tetszélege-
sen kis térfogati nyilt halmazzal.

Az 1. Tételbdl kovetkezik, hogy megszamlalhaté sok elhanyagolhaté halmaz
egyesitése elhanyagolhaté. A szokdsos széhaszndlatot kdvetve ,,majdnem minden-
hol”, réviditve m. m. azt jelenti, hogy ,,egy elhanyagolhaté halmaztdl eltekintve
mindenhol”.

2. Jelolje C = C(K) a K halmazon értelmezett folytonos fiiggvények halmazét. C
vektortér, amely a

(7) el = I(|c])

L-norméval normalt linearis tér.
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Definicié. Legyen L a C tér teljes burka az L-normaban?.

Az f € L elemek folytonos fiiggvények {c,,} Cauchy-sorozatainak ekvivalen-
cia-osztalyai. Ha {c,} az f egy eleme, azt mondjuk, hogy {c,} konvergal f-hez, és
hogy f a {c,} hatdrértéke. L normdlt linedris tér;

I(f) =lim I(cy,)

linedris funkciondl L-en, amelynek |f|; korlatja.
Most megmutatjuk, hogy hogyan lehet tetsz6leges f € L elemhez f(z) érté-
keket rendelni, z-ek egy elhanyagolhat6 halmazatdl eltekintve.

Definicié. A K halmazon majdnem mindenhol definidlt f(z) fiiggvény realizdcidja
az [ € L elemnek, ha az f-et megadé ekvivalencia-osztalydban 1étezik olyan {c,}
Cauchy-sorozat, amely majdnem mindenhol konvergél f(x)-hez:

lime,(z) = f(z) m.m.

3. Tétel. (i) Bdrmely f € L-nek létezik realizdcidja.

(ii) f bdrmely két realizdcidja majdnem mindenhol egyenld.

(iil) Ha f,g € L nem egyenldk, akkor barmely f(x) és g(x) realizdcidjuk nem
egyenld egy olyan halmazon, amely nem elhanyagolhato.

Bizonyitas. Azt mondjuk, hogy a folytonos fiiggvényekbél &ll6 {c,, } sorozat gyor-
san konvergdl, ha létezik olyan k konstans, amelyre

(8) |en — ntale < k/n'

teljesiil barmely n esetén. Ha még {c,} az f ekvialencia-osztélyba tartozik, akkor
azt is mondjuk, hogy {c,} gyorsan konvergdl f-hez.

Konnyli megmutatni, és az olvaséra bizzuk az igazoldsat, hogy barmely
Cauchy-sorozatnak létezik gyorsan konvergald részsorozata. -

2 Ennek konstrukciéja a kovetkezd. Az L-norma megad egy metrikdt C(K)-n: o(c,d) = |c —d|r..
Erre a metrikdra nézve egy {¢n} C C(K) sorozat Cauchy-sorozat, ha |cn —em| — 0 han,m — oo.
Két {cn} és {dn} Cauchy-sorozatot ekvivalensnek neveziink, ha fésiis egyesitésiik is Cauchy-
sorozat. Mérmost az L teljes burok ezen Cauchy-sorozatok ekvivalencia-osztalyaibdl all: a {cn }
sorozat f ekvivalencia-osztdlydnak norméja legyen |f|r = limy |cn|r. Megmutathats, hogy a
miiveleteket értelemszertien definidlva L normélt linedris tér, amely teljes a norma altal induk&lt
metrikdra, azaz ha {fn} C L Cauchy-sorozat (|fn — fm|r — 0 ha n,m — o), akkor van olyan
f € L, hogy |fn — flz — 0, amint n — oo. Az aldbbiak megértését lényegesen megkonnyiti,
ha mindig szem el6tt tartjuk, hogy minden f € L elem Cauchy-sorozatok ekvivalencia-oszalya.
Persze ¢ € C(K) esetén a ¢, = ¢ Cauchy-sorozat ekvivalencia-osztdlyédt tovabbra is c-vel jeldljiik,
azaz C(K) C L ebben az értelemben.
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4. Lemma. (i) Folytonos figgvények gyorsan konvergdld {c,(x)} sorozata majd-
nem mindenhol konvergens.

(ii) Tetszdleges € > 0 esetén, bdarmely gyorsan konvergdld sorozat egyenletesen
konvergdl kivéve x-ek eqy olyan halmazdt, amely benne van egy e-ndl kisebb térfogati
nyilt halmazban.

Bizonyitas. Jelolje D,, azoknak az z-eknek a halmazat, amelyekre

) lea(®) = enta ()] > 1/n2.
A 2. Tétel és (8) felhasznélasaval
(10) V(Dn) < len = enaaln/(1/n%) < k/n*.

Vélasszunk egy tetszileges N természetes szamot; tegyiik fel, hogy x nincs benne
a Dy UDp41 U--- halmazban. Ekkor

(%) |em (2) = emra(2)] < 1/m?

amennyiben m > N, ezért a
n
cn(7) = co(@) + Y _[em(@) = c1(@)]
1
sorozat konvergdl. Mivel a térfogat megszamlalhatéan szubadditiv, ezért

o0
V(Dn+1UDnsaU--) < Y V(Dy);
N+1

(10) alapjén ez az Gsszeg kisebb mint

(11) > k/n® < k/N.

N+1
Ez azt mutatja, hogy azoknak az z-eknek a halmaza, amelyekre {c,(x)} nem kon-
vergdl lefedhetd egy nyilt halmazzal, amelynek térfogata kisebb mint k/N. Ha N
tart a végtelenbe, akkor k/N tart a nulldhoz; ezért ez a halmaz elhanyagolhat6.
Ezzel beldttuk a 4. Lemma (i) részét; a (i) rész kovetkezik (11)-bél és ()-bol. g

Mivel barmely Cauchy-sorozatnak létezik gyorsan konvergal6 részsorozata,
ezért a 4. Lemmaval egyiitt a 3. Tétel (i) részét is beldttuk.

Tegyiik fel, hogy {c,} és {d,} m.m. konvergens Cauchy-sorozatok az f
ekvivalencia-osztalyban. Ekkor vélaszthatunk egy gyorsan konvergal6 sorozatot,
amely végtelen sok elemét tartalmazza {c,}-nek és {d,}-nek is. Ez azt mutatja,
hogy f(z) két realizdcidja legfeljebb egy elhanyagolhaté halmazon kiilonbozik. Ez-
zel beldttuk a 3. Tétel (ii) részét.

A (iii) rész bizonyitasét a 4. részre halasztjuk.
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Megjegyzés. A gyors konvergencia (8) definicidjaban k/n* helyett €2 is vehetd,
ahol g, > 0 és >_ &, konvergl.

Megjegyzés. A cikk hétralévd részében f(x) az f tetszbleges L-beli realizdcidjit
jeldli.
5. Tétel. (i) Ha f(z) egy realizdicidja f-nek, akkor bdrmely a szdm esetén af(x)
egy realizdacidja af-nek.

(i) (f+g)(x) = f(z) + g(z) m.m. bdrmely f,g € L esetén.

(iii) Ha egy {fn} sorozat normdban konvergdl f-hez L-ben, éslim f,(x) létezik
m.m., akkor

(12) lim f,,(z) = f(z) m.m.
Bizonyitds. Az (i) rész nyilvanvald. (ii) igazoldsdhoz jegyezziik meg, hogy ha {c,}
gyorsan konvergdl f-hez és {d,,} gyorsan konvergdl g-hez, akkor {c,, + d,,} gyorsan
konvergdl (f + g)-hez.

(iil) a kovetkez6 eredményen alapul:

6. Tétel. Legyen {gn} L-beli elemek egy sorozata, amely gyorsan konvergdl a ko-
vetkezd értelemben:

(13) gn — gns1lL < 1/n’.

Mivel L teljes, ezért {gn} tart eqy g hatdrértékhez L-ben: lim |g — g, |, = 0. Ekkor
{gn(z)} pontonként konvergens:

(14) lim g, (z) = g(z) m.m.

Bizonyitas. A 4. Lemma (ii) része alapjan mindegyik g,, kozelithetd egy c,, folyto-
nos fliggvénnyel gy, hogy

(13)/ |gn - Cn|L < ]_/TL4
(15) |gn () — en(@)] < 1/n,

kivéve egy 1/n2-nél kisebb térfogati nyilt halmaz pontjait. (13) és (13)"-bél ko-
vetkezik, hogy {c,} gyorsan konvergél g-hez. Ezért, a 4. Lemma (i) és 3. Tétel (ii)
alapjan

(16) lim e, (2) = g(x) m.m.

(15) és (16) alapjan (14) kévetkezik. -

Mi marad hatra? A Lebesgue elmélet egy alapveté eredmény a Domindns
Konvergecia Kritérium:
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7. Tétel. Legyen {fn} L-beli elemek egy sorozata amelyre
(i) fn(z) m.m. konvergens.
(ii) Létezik L-nek olyan g eleme, amelyre bdrmely n esetén
|fn(@)| < g(x) m.m.

Ekkor az {fn} sorozat normdban konvergdl L-ben valamely f hatdrértékhez és
f(z) =lim f,(2) m.m.
Mi a helyzet a Lebesgue mértékkel?

Definicié. A K halmaz egy S részhalmaza mérhetd, ha létezik olyan fg elem L-ben,
amelyre majdnem minden x esetén

1, haxes,
fstw) = {0, haz & S.
A 3. Tétel alapjdn legfeljebb egy ilyen fg létezik. Az S halmaz m(S) mértékét a
kovetkezéképpen definidljuk:

(17) m(S) = 1(fs).
Ha N elhanyagolhat6 halmaz, akkor fy = 0 véalaszthatd; ezért m(N) = 0.

Meg kell mutatnunk, hogy az igy definialt mérték rendelkezik a szokésos tu-
lajdonsagokkal.

8. Tétel. (i) Bdrmely G nyilt halmaz mérhetd és
m(G) =V (Q).

(ii) Bdrmely S mérhetd halmazra m(S) =inf V(G),G D S.

(iii) Barmely f € L és bdarmely a szdm esetén azon x-ek halmaza, amelyekre
f(z) < a mérhetd.

(iv) A mérhetd halmazok o-algebrat alkotnak.

(v) Bdrmely f € L esetén

(18) 1(f) = / vdF(v),

ahol
F(v) = m({z|f(z) <v}).

A 7. Tétel bizonyitdsa a 4. részben, mig a 8. Tételé az 5. részben szerepel.
A 3. részben egy fiiggvénykalkulust adunk meg, amelyre sziikségiink lesz majd
ezekben a bizonyitdsokban.

A Lebesgue-elmélet egy mésik fontos eredménye, a Fubini Tétel, beldthatd
ennek a cikknek a keretei kozott.
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3. A fluggvénykalkulus a kovetkez6 megfigyelésen alapul:

9. Tétel. Legyen p(s) egyvdltozds Lipschitz folytonos fiigguény, amelyre bdarmely s
és t esetén teljestl

(19) [p(s) — ()] < kls —t.

Bdrmely f € L elemre definidlhatd egy o(f) € L elem a kévetkezd tulajdonsdgokkal:

(20) @) [e(f) —e@le < klf —glc.

Bizonyitas. Barmely két folytonos c, d fiiggvényre és barmely = pontra
(20)' p(c()) — pld(@))| < kle(z) — d(z)].

Integraljuk mindkét oldalt a K halmazon; azt kapjuk, hogy

(20)" p(c) = o(d)|L < ke —d]L.

(20)"-bdl kovetkezik, hogy ha {c,} Cauchy-sorozat, akkor {¢(c,)} is az.

Definicié. Legyen {c,} egy Cauchy-sorozat, amely tart f-hez. Ekkor legyen ¢(f)
a {(cn)} sorozat hatérértéke.

(20)"-bél kovetkezik, hogy nem szdmit, hogy melyik Cauchy-sorozatot vé-
lasztjuk.

Legyen {d, } egy Cauchy-sorozat, amely tart g-hez. Ekkor {¢(d,)} tart ¢(g)-
hez. Mivel

lp(f) = »(9)|L =lim[p(cn) — @(dn)lL,
ezért (20) kovetkezik (20)'-bél.
(20)-bél kovetkezik, hogy ha {c,} gyorsan konvergdlé Cauchy-sorozat, akkor

{p(cn)} is az. Ezzel beldttuk (ii)-t. -

A oy (s) = max(s,0) és p_(s) = min(s,0) fiiggvények kiilonosen hasznosak.
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Definicié. fi = ¢, (f),f- = o_(f).

Az f, és f_ elemeket az f pozitiv és negativ részének nevezziik. Mivel ¢, (c)+
o (¢) = ¢ 65 91 (c) — p_(c) = ||, exrt

(21) f=l+ 7= |fle=1(f+) —I(f-)
Definicié. [ pozitiv, ha f = fy és negativ, ha f = f_.
Definicié. f < g, ha g — f pozitiv.

()sszegezziik az L pozitiv elemeinek néhany tulajdonsigat:
10. Tétel. (i) Két pozitiv elem dsszege pozitiv.

(ii) Ha f pozitiv, akkor f(x) >0 m.m.

(iil) Ha f pozitiv, akkor |f|L = I(f).

Bizonyitas. Mivel f akkor és csak akkor pozitiv, ha hatdrértéke egy pozitiv foly-
tonos fiiggvényekbdl all6 Cauchy-sorozatnak, ezért (i) és (i) konnyen kovetkezik;
(iif) kovetkezik (21)-bbl. =

Hasonlé allitasok teljesiilnek L negativ elemeire is.
Ugyanilyen hasznos a koévetkezd fliggvény is:

—a, ha s < —a,
wa(s)=4¢ s, ha —a<s<a,
a, ha a > s.

Definicié. Jeldlje f, a @.(f) fliggvényt. Az f € L elem korldtos, ha f = f,
valamely a szamra.

Vildgos, hogy f akkor és csak akkor korlatos, ha a hatdrértéke egyenletes
korlatos folytonos fiiggvényekbdl all6 Cauchy-sorozatnak:

len(2)] < a.

Jeloljon f egy korlatos figgvényt. Nem nehéz megmutatni, hogy létezik egy leg-
kisebb a szam, amelyre f = f,; ezt az a szdmot az f szuprémum normajanak
nevezzik és igy jeloljik: |f]|sup-

11. Tétel. Bdarmely f € L elemre

lim f, = f, ha a — co.
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Bizonyitas. TetszOleges € > 0 szamhoz létezik egy c folytonos fiiggvény, amelyre
(22) |f =L <e.

A 9. Tétel (i) részébdl, a k = 1 valasztdssal, kovetkezik, hogy barmely g € L esetén

|fa _ga|L < |f _9|L-

Ezért (22)-b6l kovetkezik, hogy

|fa _CalL <e.

Mivel ¢(z) folytonos fiiggvény a K kompakt halmazon, ezért korlatos. fgy Cq = ¢
elég nagy a esetén, és ezért ilyen a-ra

(22) |fo —clL <e.
(22) és (22)" Gsszevetésével kapjuk, hogy elég nagy a-ra
|f_fa|L = |f_c+c_fa|L < |f_C|L+|C_fa|L < 2e.

12. Tétel. Legyen f eqgy korldtos eleme L-nek. Ekkor az fg szorzat barmely g € L
elemre definidlhato gy, hogy teljesiljenek a kovetkezd tulajdonsdgok:

(i) f(g+h) = fg+ fh bdarmely g,h € L elemekre.

(ii) (fg)(z) = f(z)g(z) m.m.

(iii) |fg|L < |f|sup|g|L-

Bizonyitas. El6szor azt mutatjuk meg, hogy ha f és g mindketten korlatosak, akkor
a szorzatuk definidlhat6. Valdban, legyenek {c,} ill. {d,,} egyenletesen korlatos
folytonos fliggvények Cauchy-sorozatai amelyek konvergédlnak f-hez ill. g-hez. A
{cndyn} szorzat szintén Cauchy-sorozat; ez lathaté az aldbbi felbontésbol:

endp — Cmdm = (Cn — Cm)dn + em(dn — dim).

Az fg szorzat legyen egyenld a {c,d,} sorozat hatdrértékével. Vildgos, hogy ez a
hatarérték nem fligg a sorozatok véalasztasatol.

Az (i) tulajdonsig kozvetleniil kovetkezik fg konstrukcifjabdl. A (iii) tulaj-
donsag abbdl a megfigyelésbol kovetkezik, hogy folytonos fiiggvényekre

|Cndn|L < |Cn|sup|dn|L-
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(ii) bizonyitdsdhoz vélasszunk gyorsan konvergéls {c,} és {d,} sorozatokat,
és figyeljiik meg, hogy {cnd,} szintén gyorsan konvergal.

s sz

litjikk g-t. A 11. Tétel szerint g, tart g-hez az L-normdban. Mivel (iii) teljesiil
korlatos g-re, ezért
/(9 = 96)|2 < [flsuplga — gb]L-

Mivel g, tart g-hez az L-normaban, ezért fg, konvergal az L-norméaban egy hatar-
értékhez; nevezzik ezt fg-nek.

Az fg szorzat (i) és (iii) tulajdonsdgai kovetkeznek fg megfelels tulajdonss-
gaibdl korldtos g-re. (ii) igazoldsdhoz jegyezziik meg, hogy

(f9a)(x) = f(2)ga(x) m.m.

a korldtos g esetén teljesiil6 (ii) alapjdn. Ezért

lim(fg.)(z) = f(z)g(x) m.m. ha a — oo.
Alkalmazva az 5. Tétel (iii) részét kapjuk, hogy

(f9)(z) = lim(fga)(x) = f(2)g(x) m.m.

13. Tétel. Legyen {f,} L-beli elemek egy névekvd sorozata, azaz

fn S fn+17

melyre I(fy,) korldtos. Ekkor {f,} L-normdban konvergdl eqy f € L hatdrértékhez,
és

(23) lim f,,(z) = f(z) m.m.

Hasonlo igaz csokkend sorozatokra is.

Bizonyitas. A 10. Tétel (i) része szerint pozitiv elemek Gsszege pozitiv. Ebbol
kovetkezik, hogy fm < fn, ha m <n. A 10. Tétel (iii) része alapjin

(24) |fn_fm|L:I(fn_fm)zl(fn)_l(fm)-
Emiatt I(f,) névekvd szdmsorozat. Mivel a feltevés szerint a sorozat korldtos, ezért
konvergens. De akkor (24)-bdl kovetkezik, hogy {f,} tart egy f hatdrértékhez.

A 10. Tétel (ii) része szerint egy pozitiv fliggvény majdnem mindenhol pozitiv
értékeket vesz fel. Mivel f,,11 — f,, pozitiv, ezért {f,(x)} egy névekvé szdmsorozat
majdnem minden z-re. fgy lim f,(z) létezik majdnem minden z-re, ha oco-t is elfo-
gadjuk hatdrértékként. Az 5. Tétel (iii) része alapjin ez a pontonkénti hatdrérték
véges és egyenld f(x)-szel majdnem minden z-re. -

4. Most ratériink a 2. részben kimondott 3. Tétel igazoldsara. A bizonyitds a
kovetkezd lemman alapul:
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14. Lemma. Tegyiik fel, hogy az f € L elemre teljesil f(x) <0 m.m. Ekkor
(25) 1) <o
Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy barmely a > 0 esetén
(25)a I(fa) <0.

Mivel a 11. Tétel szerint f, tart f-hez az L-norméban, ezért I(f,) tart I(f)-hez;
emiatt (25) kovetkezik (25)a-bol.

A 9. Tétel (ii) részébél kévetkezik, hogy ha f(z) < 0 m.m., akkor f,(z) <0
m.m. Most alkalmazzuk a 4. Lemma (ii) részét: barmely ¢ > 0 esetén vélaszthatunk
egy c. folytonos fiiggvényt a kovetkezé tulajdonsagokkal:

(26) (1) |fa_CE|L <kg,
(26)' (ii) |fa(2) — ce(2)] <&,

kivéve egy e-nél kisebb térfogati G. nyilt halmazt. Mivel f,(z) < 0 m.m., ezért
létezik egy e-nal kisebb térfogatii D, nyilt halmaz ugy, hogy

fa(z) <0, haz ¢ D..
Ebbdl és (26)’-bSl kovetkezik, hogy
(27) ce(x) <e, haz ¢ G.UD..
Mivel f,-nak fels6 korlatja a, ezért c.-t megvalaszthatjuk dgy, hogy barmely z-re
27y lce(2)] < a.
Most definialjuk a d. folytonos fiiggvényt az aldbbi médon:
(28) d.(x) = (ce(x) — €)/a.
(27) és (27)'-b6l kovetkezik, hogy

0, haz¢ G.UDg,
<
de(z) < {1, ha z € G. U D..

c sz

becslésekbol kovetkezik, hogy d. megengedett fiiggvény G, U D.-ra nézve. Ezért

1(d.) < V(G- UD.).
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Mivel V(G.) és V(D,) is kisebb mint ¢, ezért kovetkezik, hogy
(29) I(d.) < 2e.

Integraljuk (28)-at:

ahonnan

I(c.) = al(d;) +eI(1).
Ezt (29)-cel egybevetve kapjuk, hogy
I(ce) < 2ae +€I(1).

Ezért ha ¢ — 0, akkor
lim I(c.) < 0.

Mivel (26) szerint ¢. — f, norméban, ezért valéban
I(fa) <0
adédik, ahogyan (25)a-ban allitottuk. -

A 3. Tétel (iii) részének bizonyitdsa most mar kézenfekvs. Elegend§ megmu-
tatni, hogy ha f(z) = 0 m.m., akkor f = 0. A 9. Tétel (ii) részébdl kovetkezik,
hogy ha f(z) = 0 m.m., akkor f4(x) =0 m.m. Ezért, a 14. Lemma alapjan,

I(fy) <0.
A 10. Tétel (iii) része szerint |fi | = I(f+); ezért f1 = 0. f helyett —f-et {rva
hasonldéan kapjuk, hogy f_ = 0; ezekbdl kovetkezik, hogy f = 0. -

A kovetkez6 tétel azt mutatja, hogy az f € L elemek pozitivitdsa, negativitdsa
és korldtossdga definidlhat6 az f(x) értékek alapjén.

15. Tétel. Legyen f € L tetszdleges.
(1) Ha f(z) > 0 m.m., akkor f pozitiv.
(ii) Ha f(x) <0 m.m., akkor f negativ.
(iii) Ha |f(x)] < a m.m., akkor f korldtos.

Bizonyitas. (i) A 9. Tétel (ii) része szerint ha f(x) > 0 m.m., akkor f_(z) =
o_(f(z)) = 0 mam. Ezért a 3. Tétel (iil) miatt fo =0, és igy f = fy > 0.
(ii) és (iii) bizonyitdsa hasonld. -

Most ratériink a 7. Tétel bizonyitasara. Ujra kimondjuk az allitdst:
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Ha L elemeinek egy {fn} sorozata majdnem mindenhol konvergens és
| fr(2)] < g(z) m.am. valamely g € L — lel,

akkor { fn} mormdban konvergdl eqy f € L elemhez és

f(z) =lim f,,(z) m.m.
Bizonyitas. El6szor definialjuk a kétvaltozds ¢max fliggvényt az aldbbi médon:

©Ymax(a,b) = max(a,b).
Koénnyl megmutatni, hogy ¢max teljesiti a

Pana(@) — Prnae(5,8)] < max(Ja — 51, [b— )

egyenlétlenséget. Ezért ¢@max Lipschitz folytonos fiiggvény. Ebbol kovetkezik,
ugyanugy mint a 9. Tételben, hogy barmely két f,g € L elemre definidlhatjuk
a Ymax(f,g) € L elemet. Jelolje ezt az elemet max(f,g). Ugyanigy mint a 9. Té-
telben,

max(f, g)(x) = max(f(z), g(x)) m.m.

Ezutén rekurzivan definidlhatjuk max(gi,...,gn)-et L-beli elemek barmely
{91, .., 9n} halmazdra.

16. Tétel. Legyen {gn} L-beli elemek egy sorozata, amelyre valamely g € L esetén
lgn(2)] < g(z) mm.,n=1,2,....
Ekkor sup{g,} definidlhaté mint eqgy h € L elem gy, hogy
sup{gn(z)} = h(z) m.m.

Bizonyitas. Legyen h, = max(g1,...,gn). A feltétel miatt |h,(z)| < g(z) m.m.,
tovdbbd {h,} L-beli elemek egy névekvd sorozata. FEzért, a 15. Tétel és a
14. Lemma szerint,

I(hn) < I(g).
A 13. Tételbél kovetkezik, hogy h,, egy h hatarértékhez konvergdl és

sup{gn(x)} = lim h,,(z) = h(x) m.m.
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Legyen {f,} a 7. Tételben taldlhat6 sorozat. A 16. Tétel szerint definiglhatd

f;LnaX = Sup(fna fn+17 .. )

mint egy L-beli elem. A 15. Tétel szerint { f**} csokkend sorozat, és | fi®*(z)| >
—g(z) m.m. A 13. Tételbél kivetkezik, hogy f** konvergdl egy f™** hatarérték-
hez L-ben és

lim f'%(z) = f™*(r) m.m.
Mivel az {fn(x)} sorozat majdnem mindenhol konvergal, ezért f** definicidja
alapjan

lim f,(z) = lim f"*(x) = f™*(x) m.m.

Hasonléan definialjuk az

frlznin = inf(fna fnJrlv o )

elemeket. {f2in} ngvekvs sorozat, amelyre | f21%(z)| < g(x) m.m.; ezért a 13. Tétel
alapjan ™ konvergdl egy f™" hatarértékhez L-ben. Mivel az {f.(x)} sorozat
majdnem mindenhol konvergdl, ezért kovetkezik, hogy

lim f,,(z) = lim f™"(z) = f™"(z) m.m.

fgy fmax(g) = fMin(z) mam., és ezért a 3. Tétel (ii) része alapjan fmax = fmin,

fmin g fmax definiciéja alapjan
F < fa S
ahonnan kovetkezik, hogy
0< f, — fmin < pmax _ pmin

Mivel {fmin} ¢s {fmax} ygyanahhoz a hatdrértékhez tart L-ben, ezért az {f,}
sorozat is ehhez a hatarértékhez tart. -
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5. Most attériink a 8. Tétel bizonyitasara.
(i) Bdrmely G nyilt halmaz mérhetd és m(G) = V(G).

Bizonyitas. Ha G = K, akkor m(G) = I(1) = V(G) vildgos, igy a tovdbbiakban
feltehetd, hogy G # K. Jelolje pg(x) az x pont tévolsdgat G komplementerétél.
A komplementer K-ra nézve értendé. Vildgos, hogy pg(xz) > 0, ha z € G és
pc(x) =0, ha x € G. Legyen o™ a kovetkez6 fliggvény:

0, has<0,
©"(s) =< ms, hal0<s<1/n,
1, hal/n<s.

Vilagos, hogy a ™ fuggvények Lipschitz folytonosak és

(30) P"(s) < ¢"H(s).

Definidljuk a b,, fliggvényeket:

(31) bn(z) = " (pa()).

A b, fiiggvények folytonosak és b, (z) <1, haxz € G és by(z) =0, haz ¢ G. (30)-
bél és a (31) definiciébol kovetkezik, hogy by, (z) < byy1(x) minden z-re és by (x) <
1. Ezért alkalmazhatjuk a fiiggvények monoton sorozatairdl sz6lé 13. Tételt, ami
alapjdn kapjuk, hogy {b,} egy bg hatarértékhez konvergal L-ben, és hogy

lim b, (x) = bg(z) m.m.
A b, fiiggvények (31) definici6jabdl kovetkezik, hogy

. 1, hax e,
hmb"(x)_{() haz ¢ G.

Ez azt mutatja, hogy bg(z) a G halmaz karakterisztikus fiiggvénye.
Az I(bg) = V(G) egyenléséget a kovetkez8képpen igazoljuk: b,, megengedett
G-re nézve, ezért
I1(b,) < V(G).

Mivel b,, konvergal bg-hez L-ben, ezért ebbdl kovetkezik, hogy

(32) 1(bg) < V(G).
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Masrészt barmely G-re nézve megengedett ¢ fiiggvényre teljesiil
c(x) < bg(r) m.m.

A 14. Lemma alapjan
I(c) < I(bq).

Mivel I(c) szuprémuma V (G), ezért
(32)' V(G) < I(bg).

(32) és (32) osszevetésével kapjuk, hogy V(G) = I(bg) = m(G), ahogyan éllitot-
tuk.

(ii) Bdrmely S mérhetd halmazra
m(S) =inf V(G),G D S.

Bizonyitas. (a) Ha S C G, akkor fg(z) > fs(z) mam., {gy a 14. Lemma alapjén
I(fa) > I(fs). Ezzel belattuk, hogy V(G) > m(S5).

(b) Legyen S mérhet6 halmaz. Ekkor, a 4. Lemma (ii) része szerint, tetsz6leges
¢ pozitiv szamhoz van olyan ¢ folytonos fiiggvény és D nyilt halmaz, melyre

(33) lc— fslu <&, le(z) — fs(z)| <€, hax ¢ D,

és V(D) < e. A c fuggvény valaszthat6 gy, hogy nemnegativ legyen. Definidljuk
a H halmazt a kévetkezd mddon:

(33) H={z|c(z) >1—¢}.

(33)-bdl kovetkezik, hogy ha « € S\ D, akkor ¢(x) > 1 — e. Mivel minden ilyen
rrex € H,ezért S C HUD.

A 2. Tétel szerint (33)’-bSl kévetkezik, hogy V(H) < I(c)/(1 —¢). (33)-bdl
viszont az adddik, hogy I(c) < I(fs) +e. Igy, mivel I(fs) = m(S),

m(S)+5+E

V(HUD) < V(H)+ V(D) < 52—

Mivel S € H U D és € tetszOleges pozitiv szam, ezért ebbdl kiévetkezik, hogy
m(S) > inf V(G),G D S. Ebbdl az (a) rész felhaszndldsdval kapjuk a (ii) allitast.
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(iii) Bdrmely f € L esetén azon xz-ek halmaza, amelyekre f(x) < a mérhetd.

Bizonyitas. f-bdl egy konstans kivonasédval elérhetd, hogy a = 0. Definidljuk a ¢,
Lipschitz fliggvényeket az alabbi médon:
s, hal<-—1/n,
on(s) =< —ns, ha —1/n<s<0,
0, ha 0 < s.
A ¢, fiiggvényekre teljesiil v, (s) < @nt1(5); igy a gn = ©n(f) elemekre g, < grt1.
Mivel ¢, <1, ezért g, < 1. A 13. Tétel felhasznéldsaval kapjuk, hogy g,, konvergél
egy g hatarértékhez és
g(z) = lim g, () m.m.
A ¢, figgvények definicidja alapjan, majdnem minden z-re
1, ha f(z) <0,
g(x) = {O, ha f(z) > 0.
Ezzel beldttuk (iii)-at.

(iv) A mérhetd halmazok o-algebrdt alkotnak; azaz

(a) Mérhetd halmaz komplementere mérhetd.
(b) Két mérhetd halmaz metszete mérhetd.
(¢) Megszdmldlhatd sok Sy, mérhetd halmaz egyesitése mérhetd és

(34) m(US,)) <> m(S),

€s itt egyenldség van, amennyiben az S, halmazok pdronként diszjunktak.

Bizonyitas. (a) Az S halmaz mérhet8, ha G.n. karakterisztikus fuggvénye, az fg
elem, L-ben van. De akkor S komplementerének karakterisztikus fiiggvénye 1 — fg
és ez is L-ben van.

(b) Legyenek S és T mérhetd fiiggvények fg és fr karakterisztikus fligg-
vénnyel. A 15. Tételbél kovetkezik, hogy fg és fr korldtos fiiggvények. A 12. Té-
tel szerint az fgfr szorzat L-ben van és ez nem mas mint S N7 karakterisztikus
fiiggvénye. Ez azt mutatja, hogy S NT mérhetd.

(c) (a)-bdl és (b)-bbl az egyik De Morgan szabdly felhaszndlasdval kapjuk,
hogy két mérhet6 halmaz egyesitése mérheté. De akkor véges sok mérheté halmaz
egyesitése is mérhetd. Az US,, véges unié f, karakterisztikus fiiggvényére teljesiil

fo <> fs.

I(fo) <Y I(fs,),

ami a (34) reldcié véges uniéra. A megszadmlalhaté unié esetére sziikségiink van a

Ezért, a 14. Lemma alapjan

kovetkezd eredményre:
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17. Lemma. Legyen {T}} mérhetd halmazok névekvd sorozata:
Th © Thpr.

Ekkor az egyesitésiik, jelolje ezt T, szintén mérhetd és

(35) lim m(Ty) = m(T).

Bizonyitas. Jelolje fi a T} halmaz karakterisztikus fiiggvényét. Mivel Ty, C Tj41,
ezért fr(z) < fr+1(z) majdnem minden z-re, igy a 15. Tétel szerint fr < frt1.
Mivel minden k-ra frp(z) < 1 m.m., ezért a 14. Lemmdbdl kovetkezik, hogy
I(fx) < I(1). Ennélfogva a 13. Tétel alapjadn fi konvergdl az L-normdban egy
f hatarértékhez és
lim f(z) = f(z) m.m.

Ez az egyenl6ség azt mutatja, hogy f a T karakterisztikus fiiggvénye, igy T mérheto.
Mivel fi konvergdl f-hez az L-norméban, ezért I(fi) = m(T)) konvergdl I(f) =
m(T)-hez, mint azt allitottuk.

Hasonléan, ha Cj mérhet6 halmazok egy csokkend sorozata: Cp O Cii1,
akkor

(35)/ m(ﬁCk) = hmm(Ck)
|

Legyen S7,S5,,... mérhet6 halmazok egy sorozata; tovabba legyen Ty =
S1U---USg. Ekkor {T}} mérhet§ halmazok egy noévekvd sorozata és egyesité-
siik megegyezik {5} egyesitésével. (35) alapjén

(36) lim m(Ty) = m(UTy).
Masrészt T, = S1 U -+ - U Sk, ezért

k
(37) m(T) < 3 m(S)).

Ez mutatja, hogy
(o)

(37) limm(Ty) <> m(S}).
1

(36) miatt ebbdl kovetkezik, hogy

m(UTy) < Zm(Sj).
Mivel UTy, = US;, ezért ezzel beldttuk (34)-et.
Ha az S; halmazok paronként diszjunktak, akkor a 7T}, karakterisztikus fliggvé-
nye az S;-k karakterisztikus fliggvényeinek osszege. Igy (37) és (37)"-ben egyenlSség
van, és ezért (34)-ben is.
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(v) Bdrmely f € L esetén

(18) 1(f) = / vdF(v),
ahol
(18) F(v) = m({z | f(z) < v}).

Bizonyitas. Legyen
S ={x|a< f(zx) <b}.

A 8. Tétel (iii) és (iv) részébdl kovetkezik, hogy az S° halmaz mérhetd.

Jelélje f2 az SP halmaz karakterisztikus fiiggvényét:

fb(x)—{l’ haa < f(z) <b

e 0, ha f(z) <avagy b< f(z) m.m. x—re.
Konnyen kévetkezik az F'(v) fiiggvény (18)’-beli definicigjabdl, hogy
(38) 1(f%) = m(St) = F(b) - F(a).
Tegyiik fel, hogy f korlatos fliggvény:
|f(2)] < a m.m. z—re.
Jeloljon d egy pozitiv szamot; ekkor majdnem minden z-re
(39) Do dify” V@) < f@) < 30dG + DI @),
ahol azokra a j egészekre Osszegziink, amelyekre
—a<dj <a.

A 14. Lemma alkalmazésaval kapjuk, hogy

(40) D dj[F(d(j+1)) = F(dj)] <I(f) <d(j+1) [F(d( +1)) —

ahol (38) alapjan felhasznéltuk, hogy

I(f577Y) = Fd(j + 1)) — F(dj).

F(dj)],

65
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Ha most d tart nulldhoz (40)-ben, akkor kapjuk, hogy

(41) I(f):/avdF(v)

—a

bérmely f € L elemre, amelynek a felsé korlatja. Igy (41) érvényes fo-ra is:

(41)a I(f.) = /a vdF(v).

—a

Most a tartson a végtelenbe. A 11. Tétel szerint barmely f € L esetén f, tart f-hez
az L-norméban. Ezért (41)a bal oldala tart I(f)-hez, amint a tart a végtelenbe. A
jobb oldal (18) jobb oldaldhoz tart; ezzel befejeztiik (18) bizonyitdsat. -

Functional Analysis [3] cim{i konyvem Appendix A cimii részében egy ehhez
hasonlé konstrukciéval bizonyitom be a Riesz—Kakutani-tételt, amely azt mondja
ki, hogy egy K kompakt metrikus téren értelmezett folytonos fiiggvények terének
dudlisa a K-n értelmezett mértékek tere.

A Lebesgue-integralhaté fiiggvények teljességének fontossdgat hangsilyozza
Folland j6l ismert valds fiiggvénytani konyve [2].

Riesz Frigyes kidolgozta a Lebesgue-integrél egy elméletét (ldsd Riesz és
Sz.-Nagy klasszikus konyvét [4]) amely, hasonléan a mi felépitésiinkhoz, nem a
Lebesgue-mértéken alapul.

A Fourier-analizisrél sz6l6 [1] jegyzetének Appendix C részében Bennewitz
gyorsan konvergialé Cauchy-sorozatok segitségével konstrudlja meg az integralhaté
fliggvények terét.

Fuggelék

Bebizonyitjuk az 1. Tételt. Idézzik fel, hogy egy G nyilt halmaz térfogata
definicié szerint

V(G) = supI(c),
ahol ¢ végigfut azokon a folytonos fliggvényeken, amelyekre

1, hazedG
< ) )
C(x)—{o, ha z & G.

Belatjuk, hogy V megszamlalhatéan szubadditiv.
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Bizonyitas. El6szor azt mutatjuk meg, hogy V végesen szubadditiv. Legyen G,
és Gy két nyilt halmaz. Barmely pozitiv € szamhoz van olyan G; U Ga-re nézve
megengedett ¢ fliggvény, amelyre

(Al) I(C) > V(Gl U GQ) —E.
Definidljuk a b fiiggvényt a kovetkez6 mddon:
(A2) b(x) = max(c(z) — €,0);

b-nek a kovetkezd tulajdonsigai vannak:
(i) b megengedett G1 U Ga-re nézve.
(ii) b(z) = 0 egy nyilt halmazon, amely tartalmazza G7 U G2 hatdrét.
(A3) (iii) 1(b) > I(c —¢).
Ezek kozvetlen kovetkezményei a b fiiggvény (A2) definicidéjanak.
Legyen p;(z) az x pont tdvolsidga G; komplementerétél, i = 1,23, Vildgos,
hogy p1(x) 4+ p2(x) > 0, ha z € G; UG2. Legyen ¢;, i = 1,2, a kévetkezé:

p1(z)+p2(z)

. — 2@ __p3) hax € Gy UGy,
Ci\T) = 07 hangIUG2~

A kovetkezo tulajdonsdgok kovetkeznek ebbdl a definiciobdl és b tulajdonsdgaibol:
(i) ¢; megengedett G;-re nézve, i = 1, 2.
(A4) (ii) ¢1 + o =b.
(i)-bél kovetkezik, hogy

(A5) I(c1) < V(Gh),I(c2) < V(Ga).

Osszeadva az (A5)-beli egyenl6tlenségeket (A4) felhasznéldsdval kapjuk, hogy
I(b) <V(Gy) + V(Ga).

Osszevetve (A3)-mal kapjuk, hogy

(46) I(e—e) < V(Gh) + V(Ga).

A bal oldal egyenl6 I(c) —eI(1)-el. Helyettesitsiik ezt (A6)-ba és hasznaljuk fel az
(A1) becslést; azt kapjuk, hogy

V(Gl U GQ) —€ — EI(l) < V(Gl) + V(Gg)

3 Ha valamelyik G; = K, akkor az allitds nyilvanvald, igy feltehetd, hogy K \ G; # 0, i = 1,2.
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Ha ¢ — 0, akkor a
V(Gl U GQ) < V(Gl) + V(Gg)

egyenlétlenség adédik. EbbOl indukcidval kovetkezik, hogy
(AT) V(GiU---UG,) <> V(G)).
1

A megszamlalhaté szubadditivitdst a kovetkezd moédon igazoljuk: Legyen
G1,Go, ... nyilt halmazok egy megszamlalhaté sorozata; jeloljik az UG, egyesi-
tést G-vel. TetszOleges pozitiv € szdmhoz van olyan G-re nézve megengedett c
fiiggvény, amelyre

(A8) I(c) > V(G) —e.

Definidljuk b-t dgy, mint (A2)-ben. A b fiiggvény (ii) tulajdonsdgabdl kévetkezik,
hogy G tartalmazza b tartjat. Mivel a K hiperkocka kompakt, ezért b tartdja
kompakt, amit lefed a GG; halmazok egyesitése. Ezért egy véges Gy, ..., G, rész-
halmaz lefedi b tartéjat. Ebbol kévetkezik, hogy b megengedett a Gy U --- U G,

halmazra nézve, és igy
I(b) < V(GLU---UGy).

Az (A3) egyenlStlenség felhaszndldsdval becsiiljitk a bal oldalt alulrdl és (A7) se-
gitségével a jobb oldalt feliilrdl; igy a kovetkezét kapjuk:

I(e) = I(e) < ) _V(Gy).

Az (A8) egyenl6tlenség felhaszndldsdval becsiiljiik a bal oldalt alulrél és a jobb
oldalon terjessziik ki az Gsszegzést n = oo-ig:

V(G)—e—elI(1) < i V(G)).

Mivel e tetszéleges volt, ezért kapjuk, hogy

oo

(A9) V(@) <Y V(G

1

Az olvaséra bizzuk annak igazoldsit, hogy ha a G; halmazok paronként disz-
junktak, akkor (A9)-ben egyenldség teljesiil.
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