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A differencidlhanyados fogalmanak altalanositasai

MOricz FERENC*

1. Bevezetés

A Kalkulus bevezetd eléadédsaibdl ismerjiik a fliggvény differencidlhdanyado-
sanak, vagy roviden: derivaltjanak a fogalmat. Legyen f valds értéki fliggvény,
amelynek értelmezési tartoménya az R := (—o00, 00) valds egyenes valamely (a,b)
nyitott intervalluma, jelben f:(a,b) — R. Akkor mondjuk, hogy az f fiiggvény
differencidlhaté egy xo € (a,b) helyen, ha az

f(xo + 1) — f(x0)
h

un. kiilonbségi (=differencia) hanyadosnak 1étezik a (véges) hatérértéke, ha h — 0,
amely esetben a

(1.1) }ng%) f($o+h]2—f($o)

= f'(20)

hatarértéket az f figgvény differencidlhanyadosanak, vagy roviden: derivaltjanak
nevezzik az xg helyen.

A derivalt fogalma alapvetd a természettudomanyokban. Példdul a fizikaban
egy mozgo test pillanatnyi sebességét az Ut—ido fiiggvénynek a derivaltja adja.
Hasonlbéan a derivélt segitségével irjdk le egy kémiai atalakulas reakcidsebességét.
A derivalt fogalma ugyancsak nélkiilozhetetlen szerepet jatszik a differencidlhatd
fiiggvények grafikonjdnak diszkusszigjaban: a monotonitds, konvexség (konkdvsdg)
vizsgalataban, a széls6érték helyek és inflexiés pontok megtaldlasaban, stb.

Viszont a differencidlhatésag, més szdval a derivalt létezése ercds feltételt jelent
a széban forgé fiiggvényre nézve. Példaul, az f(x) := |z| fiiggvény nem differenci-
alhaté az xg = 0 helyen. Ennek koévetkeztében tébb olyan altaldnositott derivalt
fogalmat vezettek be a matematikdban, amelyek olyan esetekben is létezhetnek,

* Ez a dolgozat a T 046 192 sz. OTKA pélydzat tamogatasdval késziilt.
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ha a hagyomdényos derivalt nem létezik; tovabba, egybeesnek a hagyomanyos de-
rivalttal, ha az létezik. Es végil, de nem utolsé sorban, ezek az altaldnositott
derivaltak is eredményesen alkalmazhatok tobbek kozott a fliggvények grafikonja-
nak diszkussziojaban, a kiilonféle fiiggvényosztalyok vizsgdlataban, stb.

Dolgozatunk 2. részében ismertetjiik a figgvények szimmetrikus (els6 és ma-
sodik) derivaltjainak fogalmat, ezek viszonyat a hagyomdnyos (els6 és mdsodik)
derivaltakhoz és alapvet6 tulajdonsdgaikat. A 3. részben a monoton nové, illetve
csOkkend fiiggvényeket jellemezziik az Gn. szimmetrikus derivalt szdmokkal. A
4. részben a konvex, illetve konkdv fiiggvényeket jellemezziik a Schwarz derivalt
szamokkal. Az 5. részben targyaljuk az in. sima fiiggvények fogalmét és legfonto-
sabb tulajdonsigaikat. A befejez6 6. részben visszatériink a hagyoméanyos derivalt
fogalmahoz és bizonyitjuk a derivélt fiiggvény Darboux tulajdonsigat, amely a
numerikus matematika egyes eljarasainak hibaanalizisében nélkiilozhetetlen.

A dolgozatunkban targyalt anyag nagyobb része nem taldlhaté meg a Kal-
kulussal foglalkozé hazai tankonyvekben, jegyzetekben. Ilyenek példdul a valds
fliggvények elméletében fontos szerepet jatszé sima fiiggvények vizsgalata; vagy
a numerikus matematikdban a hatdrozott integralok kozelité kiszdmitdsa (az dn.
kvadraturaformuldk képlethibajanak becslése) sordn a derivélt fliggvény Darboux
tulajdonsaganak kihasznaldsa; stb.

Viszont az ismertetésre keriilé tételek bizonyitdsaiban csak olyan Osszefiig-
géseket hasznalunk fel dolgozatunkban, amelyek szerves részei a Kalkulus cimszé
alatti egyetemi vagy specidlis matematika tagozatos kozépiskolai tantargynak. Pél-
daul, ezek kozé tartozik Lagrange kozépértéktétele, vagy a hatarozott integralok
(pontos) kiszdmitdsara szolgalé Newton—Leibniz formula. Megjegyzés szintjén még
a "majdnem mindeniitt” érvényes tulajdonsig fogalma is emlitésre kertil, amely a
Lebesgue szerint nullamértékii halmaz fogalmaval kapcsolatos.

2. Szimmetrikus derivaltak

A kiilonféle derivaltak alabbi definiciéiban feltessziik, hogy a vizsgdlt f fiigg-
vény értelmezve van az xg hely valamely kornyezetében.

Definicié. Az f fiiggvény szimmetrikus (elsé) derivdltjat az xo helyen a

. f(zo+h) = f(zo —h)
(2.1) Jm, 2h

=: D1 f(wo)
képlettel definidljuk feltéve, hogy ez a (véges) hatdrérték létezik.

Ez a kozonséges derivélt altalanositasa, amint ezt a kovetkez6 tétel mutatja.
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2.1. Tétel. Ha f'(xg) létezik, akkor D1 f(xo) is létezik és a két derivdlt megegyezik.

Bizonyitas. A (2.1) baloldaldn all6 differenciahdnyadost alakitjuk At:

fleo+h) = flag—h) 1 f(ﬂ?o-f—h)—f(a?o)+f($0—h)—f($o)

2h 2 h —h ’

ahonnan h-t 0-hoz tartatva nyerjiik, hogy
1
Dy f(wo) = 5[f'(z0) + f'(x0)] = f'(wo).

Viszont D f(xzg) létezhet olyan esetben is, amikor az f nem differencidlhaté
zo-ban. Példaul, ha f paros figgvény, akkor az xg = 0 helyen

o SR 0
Duf(wo) = limy 2h = fm o, =0
Tébbek koézott ilyen az f(x) := |z| figgvény is.

Definicié. Az f figgvény szimmetrikus mdsodik derivdltjat az xo helyen a

. +h)+ —h)—2
(2.2) %li% f(zo ) f(zg ) f (o)

=: Dy f(x0)

képlettel definidljuk feltéve, hogy ez a (véges) hatarérték létezik. Az irodalomban
ezt Schwarz (ritkdbb esetben Riemann) derivéltnak is nevezik, mivel ezek a német
matematikusok vezették be vizsgalataikban a 19. szazad kozepén.

Mivel (2.1)-ben és (2.2)-ben a baloldalon 4116 differenciahdnyadosok szdmla-
16ja h-nak péaros fiiggvénye, ezért a hatdrérték meghatarozasakor mindig feltehet-
jik, hogy h > 0.

A kovetkezd tételben bizonyitjuk, hogy Dsf(x¢) az f”(x¢) mésodik derivalt
altalanositasa.

2.2, Tétel. Ha f"(xo) létezik, akkor Daf(xo) is létezik és a két derivdlt megegyezik.
Bizonyitas. Ha f”(z¢) 1étezik, akkor f’ folytonos az xo helyen, és ezért f’ korldtos

az xg hely egy kornyezetében. Ha xg £+ h is ebbe a kornyezetbe esik, akkor a
Newton—Leibniz formula szerint

h
f(xo+h) + fzo — h) — 2f(w0) = /0 [ (o +t) = f(x0 — t)]dt.
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Ennek alapjan irhatjuk, hogy

Hoy 1)+ Jon =W =20(w0) g,

= /h 2t {f’(fﬂo—i—t) — f(zo —1t)
0

"

Mindkét oldal abszolut értékét véve, majd az integralokra vonatkozd haromszog
egyenl6tlenséget alkalmazva adodik, hogy

‘f(x0+h)+f(zg—h)—2f(xo) _f//(xo)‘ <
" 2t f/ +1 _f, -1 "
SA;E o+t~ m)>_f@wﬁ<
fl(xO“‘t)—f/(l‘Q—t) " h 2 B
<£23,h> 2% —f (370)/0 ﬁdt_
= max f($0+t)2_tf(a?o—t)_f”(a;o)‘—>0, ha h — 0,

tekintve, hogy a 2.1. Tétel szerint az f”(x9) = (f') (xo) derivélt 1étezésébdl ko-
vetkezik az f’ fliggvény szimmetrikus derivaltjdnak létezése és a két derivalt meg-
egyezik:

Do f(x0) = D1f' (o) = (") (w0) = f"(20).
=

Maésrészt, Do f (o) létezhet olyan esetben is, amikor f”(z() nem létezik. Ha
f folytonos és péaratlan fiiggvény, akkor az xy = 0 helyen

f(h) + f(=h) =2f(0) = f(h) + f(=h) =0
minden h-ra. Igy D5 f(0) = 0, mig f”(0) nem feltétlentil 1étezik.

Példa. Az

() :_{xQ, ha >0

—2%, ha <0

fiiggvény (ldsd az 1. dbrdt) mindentitt differencidlhatéd és els6 derivéltja f/(t) =
|z|, amely az x = 0 helyen nem differencidlhaté. Tehdt f”(0) nem létezik, mig
D5 f(0) = 0 1étezik.



A differencidlhdnyados fogalmdnak dltaldnositdsas 67

y
y = f(x) y

y = f'(x)

1. &bra

Az els6 derivaltra vonatkozé Lagrange kozépértéktételnek egyenes kovetkez-
ménye a kovetkezd allitds: Ha az f fliggvény folytonos a zart [a, b] intervallumon,
differencidlhat6 a nyitott (a,b) intervallumon és ott f'(z) = 0, akkor az f fiigg-
vény dllandé [a, b]-ben. Ezzel analog allitast bizonyitunk a szimmetrikus mésodik
derivaltra.

2.3. Tétel. Ha az f figguény folytonos a zdrt [a,b] intervallumon, Daf(x) létezik
a nyitott (a,b) intervallumon és ott Daf(x) = 0, akkor f(x) linedris figguény
[a, b]-ben.

A bizonyités elott két észrevételt tesziink:
(i) Tetszoleges f(z) := Az + B linedris fiiggvényre (ahol A és B éllanddk),

flx+h)+ flx—h)—2f(z)=0,

és igy Dof(x) = 0.

(ii) Ha az f fuggvénynek zo-ban lokdlis maximuma van és D f(xg) létezik,
akkor Do f(x0) < 0; mig ha f-nek zo-ban lokdlis minimuma van, akkor Ds f(xg) >
0. Ez a két éllitas egybol kovetkezik abbdl, hogy ha f-nek maximuma van zg-ban,
akkor

flxo+h)+ f(xo—h) —2f(x0) <0;

mig ha f-nek minimuma van zy-ban, akkor
flzo+h) + f(xo —h) = 2f(z0) =2 0

minden elegendben kicsi h-ra (a lokalis széls6értéknek megfeleléen).
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2.3. Tétel bizonyitasa. Tetsz6legesen adott € > 0 szdm esetén tekintsiik a

9(z) = g-(2) == f(z) — f(a) - W

+e(x—a)(x—0), x€]la,b,

(2.3) (x —a)+

segédfiiggvényt. Nyilvdnvals, hogy g folytonos [a, b]-ben és

Azt fogjuk belatni, hogy a g(z) figgvényérték nem lehet pozitiv az (a, b) intervallum
egyetlen x helyén sem. Ezt indirekt médon igazoljuk.

Tehét induljunk ki abbdl, hogy g(z) > 0 valamely = € (a,b)-re. A g figgvény
folytonossdga kovetkeztében létezik olyan xg € (a,b), amelyre

6(z0) = max_g(z).
xz€[a,b]

A fentebbi (ii) észrevételiink szerint
(2.4) Dag(zo) < 0.
Miésrészt, alkalmazzuk a 2.2. Tételt (2.3) jobboldalara:
Dag(x) = Daf(z) +el(x — a)(z — b)) = Daf(x) + 2,
ahonnan (2.4)-et figyelembevéve adédik, hogy
Do f(x9) = Dag(xp) — 26 < —2e.
Az igy nyert egyenl6tlenség ellentmond annak, hogy D f(z) =0 az (a,b) interval-

lumon. Ez az ellentmondés bizonyitja, hogy ¢g(z) < 0 az [a, b] intervallumon, ami
(2.3) szerint azzal ekvivalens, hogy

F(b) = f(a)
25) f@) - fla) - 2=

=c(z—a)(b—x) <elb—a)’, z€]la,bl.

(x—a) < —e(z—a)(xr—0b) =

S6t, ha a szamtani és mértani kozép kozotti egyenldtlenséget is kihasznaljuk, akkor

(2.5) baloldala még az e (L’*T")2 mennyiségnél is kisebb vagy egyenlé.
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Ha (2.3) jobboldaldn az € elétti 7+ jelet ”—” jelre cseréljiik at, akkor a fenti
gondolatmenethez hasonlé médon l4thatjuk be, hogy g(z) > 0 az [a, b] intervallu-
mon. Ez az egyenl6tlenség pedig (2.3) szerint azzal ekvivalens, hogy

f(b) — f(a)
RV OEE
= —¢(x—a)b—x)> —c(b—a)? x€la,b].

(x—a) >e(x—a)(x—>) =

Egybevetve (2.5)-6t és (2.6)-ot irhatjuk, hogy

f() = f(a)

— (x—a)| <e(b—a)?®, z€la,b]

(2.7) f(x) = fla) -

Mivel ¢ tetszélegesen kicsi pozitiv szdmnak vélaszthatd, ezért (2.7) baloldaldnak
azonosan zérusnak kell lennie, amibdl az kovetkezik, hogy

b) —
1) = fa)+ OO ) we oy
Tehat f linearis fliggvény. -
Példa. Az
fla) = |z = =2z, ha —-1<z<0
" 2z|=22, ha 0<x<1/2
akkor

f’(m)z{_l’ ha —-1<z<0

2, ha 0<x<1/2,

f nem differencialhaté x¢ = 0-ban, viszont

. 2h—h
D, f(0) := }llli% W :}lllg%)l:l.

Ezen a példan mutatjuk meg, hogy a szimmetrikus derivalt nem rendelkezik
tobb olyan tulajdonsaggal, mint amivel a kozonséges derivalt rendelkezik.

(i) f-nek totélis minimuma van az xo = 0 helyen, de D f(0) # 0. Tehdt egy
fliggvény szélséérték helyeinek megtaldlasa a szimmetrikus derivalttal nem mindig
lehetséges.

(ii) A fenti f fliggvény folytonos a [—1,1/2] intervallumon, a belsd pontok-
ban a Dif szimmetrikus derivélt létezik és f(—1) = f(1/2); de nem létezik olyan
x € (—1,1/2) hely, amelyben D; f(z) = 0 lenne. Tehét a kozonséges derivéltra
vonatkozd Rolle tétel nem érvényes a szimmetrikus derivalt esetén.
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(iii) A fenti példdban D f csak hdrom értéket vesz fel: —1, 1 és 2. Tehdt a
szimmetrikus derivalt fiiggvény a Darboux tulajdonsiggal sem rendelkezik (14sd a
Darboux tulajdonsdg definici¢jat a 6. részben).

3. Monoton fiiggvények jellemzése szimmetrikus derivalt szamokkal

Emlékeztetiink arra, hogy az f fiiggvényt akkor nevezziik monoton névének
az I intervallumon, ha

(3.1) f(z1) < f(xe) valahdnyszor x1,z0 € I-re 21 < 3.

Szokds azt is mondani, hogy ekkor az f fiiggvény tdgabb értelemben monoton
novo az I intervallumon; mig az f fliggvényt szigoru értelemben monoton névének
nevezzik I-n, ha

f(z1) < f(ze) valahdnyszor x1,z2 € I-re 21 < 3.

Cikkiinkben a monoton nov6 fliggvény fogalmat mindig a tagabb értelemben értjiik.
A monoton cstkkend fliiggvény fogalmat hasonlé médon definidljuk. Az f
fliggvényt akkor nevezzik monoton csokkendnek az I intervallumon, ha

f(x1) > f(x2) valahdnyszor x1,z9 € I-re 21 < Xa.

Mivel egy fliggvény szimmetrikus derivaltja nem mindig létezik, ezért beve-
zetjik az alsé és fels6 szimmetrikus derivéltak fogalmét.

Definicié. Legyen az f fliggvény értelmezve az xo hely valamely kornyezetében.
Az f alsé szimmetrikus derivdltjdt a

D, f(xg) := liminf f(xo +h) — flzo —h)

0<h—0 2h ’

a felsd szimmetrikus derivdltjat pedig a

E1f($0) := lim sup f(xo+h)— f(zo—h)
0<h—0 2h

képletekkel definidljuk, amelyeknek értéke tn. Fkiterjesztett valds szam (azaz, a
valds szdmok halmazdhoz még hozzavessziik a +0o és —oo szimbdlumokat is).

Megjegyezziik, hogy a ”lim inf” a latin ”limes inferior” szokapcsolat roviditése,
amelyet magyarra ”alsé hatarértéknek” fordithatjuk; a ”limsup” pedig a latin ”li-
mes superior” székapcsolat roviditése, amelyet ”felsé hatarértéknek” fordithatunk.
Ezeknek a definiciéja a kovetkezSképpen adhaté meg.
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Definicié. Legyen a g fiiggvény értelmezve az xg hely kérnyezetében, mondjuk az
(xo — do, o + dp) intervallumon, ahol dy > 0 adott valds szdm. Legyen 0 < § < dp,
egyébként & tetszoleges szam, és legyen

m(d) = inf{g(z) : x € (xo — d,20 + )},

M(6) :=sup{g(z) : € (o — d, 20+ I)}.

Az 7inf” (=infimum) és "sup” (=supremum) fogalmat ismertnek tételezziik fel.
Nyilvan m(d) monoton nd, mig M (J) monoton csékken, ha ¢ csokken:

m(él) > m(52) és M((Sl) < M(ég), ha 0<d; < do <.

Ezért 1éteznek a
lim m(0) =: liminf g(x),

0<6—0 T—xTo
lim M(8) =: li
olm M(3) lfii‘ipg(x)’

hatérértékek a kiterjesztett vals szdmok korében (azaz, ezek lehetnek +oo vagy
—00 i8).

A kovetkez6 Osszefiiggés konnyen igazolhato:

(3.2) limsup g(x) = — liminf(—g(z)).
T—x0 T—To
1.1 7
1 Yy = ; S1n E
y = sin — Y '
x

2. dbra
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Példa (ldsd a 2. dbrat).

- 1 . .1
liminf sin— = —1 és limsup sin— =1;
x—0 €T z—0 x
NP BN | . . 1.1
liminf —sin— = —o00 és limsup — sin — = 4oc.
z—0 €T €T r—0 x xZ

Ezen elozmények utian a kovetkez6 tételben a monotonitdst jellemezziik az
alsé és fels6 szimmetrikus derivaltakkal, amelyeket roviden szimmetrikus derivalt
szamoknak szokés nevezni.

3.1. Tétel. A nyitott I intervallumon folytonos f fiigguény akkor és csak akkor
monoton nové I-n, ha

(3.3) D,f(x) >0 minden x € I-re.

Bizonyitas. Sziikségesség. Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény monoton névé az I
intervallumon. Legyen x( € I tetszoleges és legyen h > 0 olyan kicsi, hogy xg+h €
I. A (3.1) egyenlStlenség szerint

f($0+h)—f($o—h)>0
2h =7

amely a h — 0 hatdrédtmenettel (3.2)-be megy At.
FElegenddség. Most azt tessziik fel, hogy (3.3) fennall. S&t, elészor abbdl az
er0sebb feltételbdl indulunk ki, hogy

(3.4) D, f(x) > 0 minden x € I-re.

Azt, hogy ebben az esetben az f fliggvény monoton névé I-n, indirekt moédon
fogjuk bizonyitani. E célbdl induljunk ki ezen &llitas tagadasabol, vagyis abbdl,
hogy az f fliggvény nem monoton név6 I-n. Ekkor léteznek olyan ¢, d € I helyek,
amelyekre

c<d és f(e) > f(d).
Legyen y tetszOleges olyan szam, amelyre

fle) >y > f(d),

és legyen

(3.5) & :=sup{z € [¢,d] : f(z) > y}.
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Az f fuggvény feltételezett folytonossagabdl kovetkezik, hogy ¢ < £ < d és hogy
megadhaté olyan {z,} sorozat, amelyre

(3.6) c <y <E, nlgngoxnzf és f(zn) >y, n=1,2,....
Legyen

(3.7) hp:=&—ap, n=12 ...,

ekkor

hn >0, li_>m hp =& é f(E+hn) <y, n=12,....
Miésrészt, (3.6) és (3.7) szerint
J(&=hn) = f(zn) >y,

és ennek kovetkeztében

fE+hn) = f(€ = hn)

=1,2,....
Zhn < Oa n )
Ebbdl pedig az n — oo hataratmenettel adédik, hogy
D, f(§) <0.

Mivel £ € (¢,d) C I, ez ellentmond (3.4)-nek. Tehdt az a feltevés, hogy az f
fiiggvény nem monoton névé I-n ellentmondasra vezetett. Kovetkezésképpen a
(3.4) specidlis feltétel teljesiilése esetén az f fiiggvény monoton névéd I-n.

Ezutan ratériink az dltaldanos eset bizonyitasara, amikor csak azt tessziik fel,
hogy D, f(x) > 0 minden z € I-re (14sd (3.3)-at). Vezessiik be az

x
fulx) = f(x)+ —y = 1,2,...
fliggvényeket. Mivel
1
D, fo(x) =D, f(x)+ —> 0 minden =z € [-re,

a fentebb mar bizonyitott részbol kovetkezik, hogy az f, fliggvények mindegyike
monoton névé I-n:

(3.8) fu(z1) < fo(x2) valahdnyszor x1,xz9 € I-re 21 < Za.

Tekintve, hogy
lim f,(x) = f(z) minden =z € I-re,
n— oo

a (3.8) egyenl6tlenség az f hatdrérték fliggvényre is érvényes marad. Tehdt f is
monoton novo I-n. -

A 3.1. Tétel megfelelje monoton csdkkend fiiggvényekre a kovetkezd.
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3.2. Tétel. A nyitott I intervallumon folytonos f fiigguény akkor és csak akkor
monoton csékkend I-n, ha

(3.9) Dif(z) <0 minden x € I-re.

Bizonyitas. Nyilvanvald, hogy az f fiiggvény akkor és csak akkor monoton csok-
kend, ha a (— f) figgvény monoton névé. Tekintve, hogy (3.2) szerint

D\ f(x) = =Dy (~f(x)),
ezért (3.8) fenndlldsa azzal ekvivalens, hogy
D,(—f(z)) = —-Di1f(z) >0 minden x € I-re.

A 3.1. Tételt a (—f) fuggvényre alkalmazva nyerjik a 3.2. Tétel allitdsat. -

A 3.1. és 3.2. Tételek egyiittes alkalmazdsaval adédik az aldbbi
3.3. Korollarium. Ha az f fiigguény folytonos a zdrt I := [a,b] intervallumon és
(3.10) Dyf(x) =0 minden x € (a,b)-re,
akkor f dllando I-n.
Bizonyitas. A (3.10) feltételbél egyarant kovetkezik, hogy

Dif(x) >0 és D;f(x) <0 minden =z € (a,b)-re.

A 3.1. Tétel szerint az f fiiggvény monoton névo, mig a 3.2. Tétel szerint f mo-
noton csékkend a nyitott (a,b) intervallumon. Tehdt f ott sziikségképpen allandd.

A zéart [a, b] intervallumon feltételezett folytonossdg kovetkeztében f dllandé a zért
[a, b] intervallumon is. -
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4. Konvex (illetve konkav) fiiggvények jellemzése
Schwarz derivalt szamokkal

Emlékeztetiink arra, hogy valamely I (nyitott vagy zért) intervallumon értel-
mezett valés értékii f fiiggvényt akkor nevezziik konvexnek I-n, ha azy = f(x), « €
1, grafikon barmely két pontja kézotti iv minden pontja a két pontot 6sszekoté hir
alatt vagy esetleg azon van. Lésd a 3. 4brdt, ahol Py(c, f(c)) és Pa(d, f(d)) a két
szoban forgé pont és ¢ < zp < d.

Y

c X0 d z

3. dbra

Az is jol ismert, hogy az f fiiggvény akkor és csak akkor konvex az I inter-
vallumon, ha az

(4.1) fAe+ (1 =X)d) <Af(e) + (1= A)f(d)
egyenl6tlenség fenndll minden ¢,d € I és 0 < A < 1 esetén. Tovabba, ha a konvex
f figgvény differencidlhaté a nyitott I intervallumon, akkor az y = f(x), = € I,
grafikon tetszdleges (xo, f(zo)) pontjdban hizott érinté minden pontja a grafikon
alatt vagy esetleg azon van (lasd a 4. 4brét).

Y

érinto

é C—Fd d T

4. abra
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Megjegyezziik, hogy a 3. és 4. abrakbdl leolvashaté6 Hadamard francia ma-
tematikus hires egyenlétlensége (amelyet még 1893-ban talélt), amelyben konvex
fiiggvény integralkozepére a kovetkezd alsé és felso becslést adta:

(4.2) f(“;d> < dic/cdf(x)dx< fle) + fld)

2

Mivel nyitott intervallumon konvex fliggvény sziikségképpen folytonos is, ezért
az [ fuggvény Riemann integrdlhaté. A mdsodik egyenl6tlenség fennélldsa (4.2)-
ben a 3. dbra alapjan nyilvanvald, hiszen az f fliggvény grafikonja, az z-tengely
és az x = c¢,x = d fiiggbleges egyenesek &dltal hatdrolt idom teljesen benne van a
P, P, hiir, az z-tengely és az x = ¢,z = d egyenesek altal hatarolt trapézban. Ezért
az elséként leirt idom teriilete (amelynek értékét a hatdrozott integral adja) nem
lehet nagyobb, mint a méasodikként leirt idom teriilete:

(4.3) /f Yo < ( _c)f();f()

Az els6 egyenlétlenség (4.2)-ben pedig abbdl kovetkezik, hogy az y = f(x)
grafikon &ltal feliilrél hatdrolt idom teriilete (= a hatdrozott integral értéke) nem
lehet kisebb, mint a (C;d, (C+d)) pontban huzott érinté altal felilrél hatarolt
trapéz teriilete. Az utébbi teriilet viszont megegyezik annak a téglalapnak a terii-
letével, amelynek felsé oldala az y = f (C;d

bevonalkdzott hiromszog egybevigd és ennek kdvetkeztében azonos teriiletil is):

(4.4) /f Ydz > (d — )f<c+d>.

Megjegyezziik tovabbd, hogy (4.3) specidlis esete a hatdrozott integralok ko-
zelitd kiszdmitdsdra szolgdls trapéz formuldnak, mig (4.4) specidlis esete az érintd

) egyenesen van (tekintve, hogy a két

formuldnak (amelyekre vonatkozéan a dolgozat végén a [3] alatt feltiintetett jegy-
zetre utalunk).

Ezen el6zmények utan ratériink a konvex fiiggvényeknek a cimben jelzett jel-
lemzésére. Mivel egy fliggvény szimmetrikus masodik derivaltja nem mindig létezik,
ezért bevezetjiik az alsé és fels6 Schwarz derivalt fogalmat.

Definicié. Az f figgvény alsé Schwarz derivdltjdt a

J(xo+h)+ f(wo —h) —2f(x0)
h? ’

Dy f(xo) == ligljgf
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a felsd Schwarz derivdltjat pedig a

képletekkel definidljuk, amelyeknek értéke kiterjesztett valds szam. Ezeket réviden
Schwarz derivdlt szdmoknak szokés nevezni.

4.1. Tétel. Legyen az f fiigguény folytonos a nyitott I intervallumon.
(i) Ha f konvex I-n, akkor

(4.5) Dyf(x) >0 minden x € I-re.
(ii) Ha
(4.6) Daf(x) >0 minden x € I-re,
akkor f konvex I-n.
Bizonyitas. (i) Legyen zp € I tetsz6leges és legyen h > 0 olyan kicsi, hogy még

xo £ h € I. Mivel konvex fiiggvény esetén a szel6 meredeksége (= irdnytangense)
monoton nd, amint ez az 5. dbran j6l lathato, ezért h > 0 esetén fennéll az aldbbi

egyenlGtlenség:
f@o+h) + flwo—h) —2f(z0) _
h2
_l{f($0+h)—f($o) _ f(xo)—f(a?o—h)} >0
h h h -

A h — 0 hatdratmenettel ez az egyenlStlenség (4.5)-be megy &t.

Y

x9g—h o zo+h T

5. dbra

(ii) Két 1épésben bizonyitunk. El8szor azt az erésebb feltételt tessziik fel (4.6)
helyett, hogy

(4.7 Dyf(z) >0 minden = € I-re.
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Azt, hogy ebben az esetben az f fliggvény konvex I-n, indirekt tton fogjuk bizo-
nyitani. Ha ezen allitas tagadasabdl indulunk ki, vagyis abbdl, hogy az f fiiggvény
nem konvex I-n, akkor létezik I-nek olyan [c,d] részintervalluma és 1étezik olyan
0 < XA < 1 szdm, amelyekre a (4.1) egyenlétlenség nem teljesiil, azaz ebben az

esetben:
(4.8) Ffe+ (1 =Xd) > Af(e) + (1= N f(d).
Legyen y = #(x) annak az egyenesnek az egyenlete, amely a (c, f(c)) és
(d, f(d)) pontokon halad at. Jdl ismert, hogy
d) —
(4.9 () = f(0) + LD 0y

ahonnan az
(4.10) zo =X+ (1 - A)d

helyettesitéssel kapjuk, hogy

(4.11) = ( )%—(1 M{f(d) = fe)} =

Nyilvén zg € (¢, d), tovdbbd a (4.8)—(4.11) Osszefiiggésekbdl kovetkezik, hogy

1) = 60), flao) > tlao) 6 f(d) = £(d).
Ezért a
(4.12) g(@) = f(z) - (x)
kiilonbségre fenndll, hogy
g(c) =0, g(zo) >0 és g(d) =0.
Az f fiiggvény feltételezett folytonossdga kovetkeztében (a linedris £ fliggvény

nyilvan folytonos) a g fiiggvény is folytonos [c, d]-ben. Igy g-nek a [c, d] intervallum
valamely zg belsé pontjaban maximuma van, ¢ < xg < d. Ezért elég kicsi h-ra
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(amelynek azért kell kicsinek lennie, hogy még xg £+ h is a [c,d] intervallumba
essék) fenndll, hogy

(4.13) g(xo + h) + g(xo — h) — 2g(x0) < 0.
Egybevetve a (4.9), (4.12) és (4.13) Osszefiiggéseket kapjuk, hogy

f({Eo + h) + f({Eo — h) — 2f(££0) < £($0 + h) + f(xo — h) — 2£(£E0) =
f(d) — f(c)

= =A@t h =)+ (w0 = h =) = 2w — )} = 0.

Innen pedig a h — 0 hatdratmenettel Do f(z9) < 0 kovetkezik, ami ellentmond

(4.7)-nek. Tehat (4.7) fennélldsa esetén az f fiiggvény konvex az I intervallumon.
Ezutan ratériink az &ltaldnos esetben valé bizonyitasra, amikor csak azt

tessziik fel, hogy Do f(x) > 0 minden z € I-re (ldsd (4.6)-ot). Vezessiik be az

2
ful@) :=f(x)+%, n=1,2...,

fliggvényeket. Mivel
_ _ 2 )
Dyfp(z) =Daf(x)+ — >0 minden z € I-re,
n

a fentebb mar bizonyitott részbol kovetkezik, hogy az f, fliggvények mindegyike
konvex az I intervallumon.

Koénnyen be tudjuk latni, hogy konvex fiiggvények tetszoleges konvergens so-
rozatdnak hatdrértéke is konvex. Ennek beldtdsa céljabdl tekintsiik a (4.1) egyen-
16tlenséget az f helyett az f, fliggvényekre, majd hajtsuk végre az n — oo hatéar-
atmenetet. Az egyenlGtlenség a hatarérték fiiggvényre is érvényes marad. Tehat
a

n—oo n—oo

i 1,(0) = im0+ 2) = o)

fiiggvény is konvex I-n. -

A 4.1. Tétel kévetkezd hdrom kovetkezményét érdemes korolldrium formaban
is megfogalmaznunk.
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4.2. Korollarium. A nyitott I intervallumon folytonos f figguény akkor és csak
akkor konvex I-n, ha a (4.6) feltétel teljesiil.

4.3. Korolldrium. Ha az f fiigguény folytonos a nyitott I intervallumon és a (4.6)
feltétel teljesiil, akkor a (4.5) feltétel is teljestil.

4.4. Korollarium. Legyen az f fligguény kétszer differencidlhato a nyitott I inter-
vallumon. Az f akkor és csak akkor konvex I-n, ha

f"(x) >0 minden x € I-re.

Valéban, a 2.2. Tétel szerint
Dof(z) = f"(z) minden =z € I-re
fennéll, és ennek kovetkeztében az is fennall, hogy
D,f(z) = Daf(x) = Dof(z) = f’(z) >0 minden z € I-re.

Bar eddig csak konvex fiiggvényekkel foglalkoztunk, a feltételek mindegyike
(trividlis médositdssal) dtvihet6 konkdv figgvényekre is.

Emlékeztetiink arra, hogy az f figgvényt akkor nevezzik konkdvnak az I
intervallumon, ha tetszés szerinti ¢,d € I helyek esetén az y = f(x) grafikon
Pi(c, f(c)) és Pa(d, f(d)) pontjai kozotti iv minden pontja a Py és P» pontokat
0sszekoto hur felett vagy azon van.

A konkdv figgvények targyalasit teljes mértékben vissza tudjuk vezetni a
konvex fiiggvények targyalasara azon elemi észrevétel alapjan, hogy az f fiiggvény
akkor és csak akkor konkdv az I intervallumon, ha a (—f) fiiggvény konvex I-n
(lisd a 6. dbrat). gy példaul (4.1)-b8l kévetkezik, hogy az f fiiggvény akkor és
csak akkor konkav I-n, ha az

fce+ (1 =Nd) = Af(c)+ (1= A)f(d)

egyenl6tlenség fenndll minden ¢,d € I és 0 < \ < 1 esetén.
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Y
c 0 d T
. ,
- y=—f()
Y | Rl
\\\(L _______ _-
6. abra

A 4.1. Tétel analogonja konkav fiiggvényekre a kivetkezd.

4.5. Tétel. Legyen az f fiigguény folytonos a nyitott I intervallumon.
(i) Ha f konkdv I-n, akkor

Daf(z) <0 minden z € I-re.

(ii) Ha
Dyf(x) <0 minden x € I-re,

akkor f konkdv I-n.

Megjegyzés. A 4.1. és 4.5. Tételekbdl az is kovetkezik, hogy ha valamely f
fiiggvény konvex is és konkav is az I intervallumon, akkor az f sziikségképpen
linearis fuggvény. Ennek az allitdsnak a megforditdasa trividlisan igaz. Ugyanis, ha
f(z) = Az + B ahol A és B adott szdmok, akkor

fx+h)=2f(x)+ f(x—h)=0 minden z-re és h-ra;

kovetkezésképpen Do f(x) = 0. Tehat a 2.3. Tételt a 4.1. és 4.5. Tételekre tamasz-
kodva is bizonyithatjuk.

A konvex (illetve konkdv) fiiggvények tovébbi tulajdonsigai utdn érdekl6dd
olvasénak a dolgozat végén taldlhaté [4] dolgozatot és [7] konyvet ajanljuk.
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5. Sima fliggvények
Definicié. Legyen az f fliggvény értelmezve az xg hely valamely kornyezetében,

azaz egy olyan nyitott I intervallumon, amely -t belsejében tartalmazza. Akkor
mondjuk, hogy f sima (angolul: smooth) xp-ban, ha

=0.

(5.1) lim f(xo+h>+f(a;Lo—h) — 2f(z0)

Nyilvénvald, hogy ha létezik a Do f(z9) szimmetrikus masodik derivélt, akkor
az f fliggvény sima zo-ban. S6t, f mar akkor is sima xg-ban, ha megadhaté olyan
a > 1 kitevo, amelyre az

J(wo+h)+ f(zo —h) —2f(x0)

(5.2) it

hanyados korlatos az xg hely valamely kornyezetében.
Tovabbé, ha az (5.1) hatérérték egyenletesen teljesiil a nyitott I := (a,b)
intervallumon, azaz, ha tetsz6leges ¢ > 0 szdmhoz megadhaté 6 = d(¢) > 0 szdm

lgy, hogy

J(xo+h)+ f(wo —h) —2f(x0)
h

<e, ha0<h<min{d,zg—a, b—1x0};

akkor azt mondjuk, hogy az f fliggvény egyenletesen sima az I intervallumon.

Megjegyezziik, hogy a ”"sima” sz6 arra utal, hogy ha az f fiiggvény sima
xo-ban, akkor az y = f(z) grafikon nem lehet ”szdgletes” az (zg, f(z¢)) pontban
abban az értelemben, hogy az f-nek a bal- és jobboldali érint6jének egy egyenesbe
kell esnie (amennyiben léteznek). Emlékeztetlink arra, hogy az f fliggvény f’ (xo)
baloldali és f! (xo) jobboldali derivdltjdt az

f(zg) = Tim R = flzo)

h—0,h<0 h

és
lim f(xo+h) — f(z0)

h—0,h>0 h

fi(wo) =

hatarértékekkel definidljuk feltéve, hogy ezek a hatarértékek léteznek. Konnyen
belathat6, hogy az f'(xo) derivélt akkor és csak akkor létezik, ha az f’ (xg) és
[l (o) féloldali derivéltak léteznek és egyenlSk, amely esetben

fL(z0) = fi(z0) = f'(w0).
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A fenti megjegyzésben lev§ allitdsunk preciz megfogalmazdsa a kiévetkezo.
Ha az f fiiggvény sima xo-ban, és az f’ (xg) és f, (xo) féloldali derivéltak egyike
létezik, akkor a mésik is létezik és a kettd egyenld. Ez val6ban igy van, mivel (5.1)
szerint

flzo+h) + flwo—h) —2f(x0) _
h
f@o+h) = flzo)  flwo—h)— f(xo)

o 5 —0, hah—=0, h>0

Ennél erdsebb allitast bizonyitunk a kovetkezo tételben.

5.1. Tétel. Ha az f fiiggvény sima xo-ban és a Dy f(xo) szimmetrikus derivdlt
létezik, akkor az f'(xo) derivdlt is létezik és a kettd egyenld.

Bizonyitas. A tétel feltételei szerint a (2.1) és (5.1) hatarértékek léteznek. Ha
(2.1)-et a

. flxo+h)— f(xzo—h)
(53) Hrg, h

= 2D f(x0)

alakban frjuk fel, majd az itt szerepld differenciahdnyadost 6sszeadjuk az (5.1)-ben
szereplo differenciahdnyadossal, akkor azt kapjuk, hogy

I 2f(xo+ h) —2f(x0)
im
h—0,h>0 h

= 2D1f($0),

amibdl az kovetkezik, hogy f! (zo) = D1 f(x0). Ha pedig a fentebbi két differencia-
héanyadosnak a kiilonbségét vessziik, akkor azt kapjuk, hogy

I 2f(wo —h) —2f(zo)
1im
h—0,h>0 h

= —2D1f($0),

amibdl az kovetkezik, hogy f’ (zg) = D1 f(xo). Tehdt f'(xo) is 1étezik és f/(zg) =

D1 f(zo). [ ]
Definicié. Az f fluggvényt akkor mondjuk szimmetrikusan folytonosnak az xo he-
lyen, ha

h—0

Nyilvanvald, hogy ha f folytonos zg-ban, akkor szimmetrikusan is folytonos
zo-ban. De f lehet szimmetrikusan folytonos zg-ban gy is, hogy xzo-ban nem
folytonos (ldsd a 7. dbrat).
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Zo X

7. édbra

Emlékeztetiink arra, hogy ha az f fiiggvény integralhaté valamely I := (a,b)
intervallumon (a Riemann integrél, vagy a Lebesgue integrél értelmében), akkor f
integralfigguényének az

(5.5) Fz) = / FO)dt+C, w € [a,b),
a
alaku fliggvényeket nevezziik, ahol C' tetszéleges allando lehet.

5.2. Tétel. Ha az f figguény integrdlhatd az I := (a,b) intervallumon és szim-
metrikusan folytonos az vy € I helyen, akkor az F integrdlfiigguénye sima xq-ban.

Bizonyitas. A hatédrozott integrél additiv tulajdonsdgat kihaszndlva, (5.5) szerint
irhatjuk, hogy

F(zo + h) + F(zo — h) — 2F (z) =
_ /mh Ft)dt + /mh )t — 2/% £yt =

56 xo+h xo
(56) - / F(t)dt - / f(tydt =

o ofh
h
— [0+ ) = - ).
0
Legyen € > 0 tetszOleges szdm. (5.4) szerint megadhaté 6 = d(¢) gy, hogy
|f(zo +u) — f(zo —u)| <&, ha 0<h<min{d,zo—a,b—z}=:0.

Ezt (5.6) jobboldaldba helyettesitve kapjuk, hogy
h
[Fa-+ )+ Flao — ) = 2F(ao)| < [ [f(wo-+ ) = f(ao — wldu
0

h
S/ edt =ch, ha 0<h<3$.
0
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Mivel € > 0 tetszOleges volt, az igy kapott egyenlGtlenség bizonyitja, hogy F' sima
To-ban. -

Mivel zéart intervallumon folytonos fliggvény egyenletesen is folytonos, az
alabbi korollarium az 5.2. Tételbdl kovetkezik.

5.3. Korollarium Ha az f fiigguény folytonos a zdrt [a,b] intervallumon, akkor az
F integrdlfiggvénye egyenletesen sima a nyitott (a,b) intervallumon.

A sima fliggvények tovabbi érdekes tulajdonsidgat mutatjuk be a kovetkezd
tételben.

5.4. Tétel. Ha az f fiigguény sima a nyitott I intervallumon és f-nek lokdlis
szélséértéke (azaz, mazimuma vagy minimuma) van az xo € I helyen, akkor f
differencidlhatd xo-ban és f'(x¢) = 0.

e sz

hanyadost:
flxo+h) + f(x0 = h) = 2f(w0) _ flwo+h) = flwo)  [flwo—h) = flwo)

h h h

Ha f-nek xp-ban maximuma van, akkor a jobboldalon mindkét differenciahanyados
értéke < 0; mig ha f-nek zp-ban minimuma van, akkor a jobboldalon mindkét
differenciahdnyados értéke > 0. Tekintve, hogy a baloldal 0-hoz tart, ha h — 0,
ezért mindkét esetben a jobboldalon levé két differenciahdnyadosnak is 0-hoz kell
tartania, ha h — 0. Tehat

fi(zo) = fL(z0) =0,
ami azzal ekvivalens, hogy f'(x¢) = 0. -

Megjegyzés. A sima fliggvények elnevezésiik ellenére nem feltétleniil differenci-
alhaték "majdnem minden” pontban. S6t megadhaté olyan fliggvény is, amely
egyenletesen sima valamely intervallumon és ennek ellenére az intervallum ”majd-
nem minden” pontjaban nem létezik a derivaltja. Itt a ”majdnem minden” pont
kifejezést a Lebesgue mérték értelmében hasznaljuk. Mas széval, nullamértékii a
szoban forgo intervallum azon pontjainak H halmaza, amelyekben a derivélt léte-
zik.

Definicié. A valds szamok egy H halmazat akkor nevezziik nullamértékinek, ha
tetszéleges € > 0 szdmhoz megadhat6 nyitott intervallumoknak olyan véges vagy
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végtelen {I,, : n = 1,2,...} sorozata, amelyeknek egyesitése (1inidja) tartalmazza
(lefedi) a H halmaz minden pontjét, és ezen I,, intervallumoknak az 6sszhossza ki-
sebb, mint az elére megadott £ (14sd részletesebben Szdkefalvi-Nagy Béla [6] kony-
vében).

Bolzano cseh és Weierstrass német matematikusok adtak példat a 19. szazad-
ban olyan folytonos fliggvényekre, amelyek egyetlen pontban sem differencidlhatok.
Khintchine orosz matematikus bizonyitotta (14sd a [2] cikket a Forrasmunkdk jegy-
zékében a dolgozat végén), hogy egy folytonos fliggvény majdnem minden olyan
pontban differencialhat6, amelyben a szimmetrikus derivaltja 1étezik.

Az ebben a részben targyalt kérdésekrol az érdekl6dé olvasé Bary orosz ma-
tematikus [1] konyvében és Zygmund lengyel matematikus [8] kényvének elsé ko-
tetében tajékozodhat bévebben.

6. A derivalt fiiggvény Darboux tulajdonsaga

J6l ismert, hogy zart intervallumon folytonos fiiggvény két értéke kozott min-
den értéket felvesz. Részletesebben szdlva ez azt jelenti, hogy ha az f fiiggvény
folytonos az I intervallumon, akkor barmely ¢,d € I helyek és barmely olyan y
szam esetén, amely az f(c) és f(d) fuggvényértékek kozé esik, létezik olyan x hely
¢ és d kozott, amelyre f(z) = y. Ezt a tulajdonsdgot nevezhetjik a kdzbeesd érték
tulajdonsdgnak (angolul: intermediate value property).

Meglepd, hogy tetszdleges differencidlhatd f fuggvény f/ derivaltja is rendel-
kezik ezzel a tulajdonsiggal annak ellenére, hogy az f’ derivdlt nem feltétleniil
folytonos fiiggvény. Az aldbbi tételt Darboux francia matematikus bizonyitotta
1875-ben.

6.1. Tétel. Ha az f figguény differencialhaté a nyitott I intervallumon, akkor az
f! deriwdltja ott rendelkezik a kiozbeesd érték tulajdonsdggal.

A tétel kovetkeztében a kozbeesé érték tulajdonsdgot az irodalomban gyakran
Darboux tulajdonsdgnak is nevezik.

Bizonyitds. Legyen ¢, d € I és legyen y tetszbleges, az f/(c) és f'(d) kozé esd érték.
Tegyiik fel példaul, hogy

(6.1) f'le) <y < f(d).

Bevezetjiik a

(6.2) 9(x) :=yx — f(z)
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segédfiiggvényt. Mivel f differencidlhaté I-n, ezért ott folytonos is. Igy g folytonos
a [c,d] zart intervallumon. A z&rt intervallumon folytonos fiiggvényekre j6lismert
tétel szerint van olyan £ hely [c, d]-ben, ahol g a legnagyobb értékét (maximumat)
veszi fel. (6.1) és (6.2) alapjan

g =y—flc)>0 é ¢d)=y—f(d<O0.

Ez azt jelenti, hogy a g fiiggvény az © = c hely elég kis kornyezetében szigora
értelemben monoton néve, mig az x = d hely kornyezetében szigora értelemben
monoton csOkkend. Ennek kovetkeztében a g fliggvény a c-t6l jobbra és hozza elég
kozel esé helyeken g(c)-nél nagyobb értékeket vesz fel, a d-t6l balra és ahhoz elég
kozeli helyeken pedig g(d)-nél nagyobb értéket vesz fel. Kovetkezésképpen a € hely,
ahol a folytonos g fliggvény a [c, d]-beli maximumat éri el, ezen intervallum belsejébe
esik. Mivel a g fiiggvény differencialhaté az I intervallumon, ezért derivaltja eltiinik
&-ben:
g =y 1€ =0, azaz f(§) =y

Ezzel a tételt bebizonyitottuk. -

A most bebizonyitott tételbdl az is kovetkezik, hogy ha az f’ derivalt valamely
intervallumon sehol sem 0, akkor ott allandé elGjeli.

Példa. Megadhat6 olyan differencidlhatd f fiiggvény, amelynek f’ derivéltja nem
folytonos, s6t nem is korldtos az intervallum egy bels6 pontjaban.

Ezen allitasunk bizonyitasa céljabol el6szor az alabbi g segédfliggvényt defi-
nialjuk: legyen
z(l—z), ha 0<z<1
g@%_{xﬂ+@, ha —1<z<0,
tovabbd minden z-re legyen
9w +2) = g(a)

(lasd a 8. abrat).
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Nyilvéan ¢ paratlan fliggvény,
(6.3) g(n)=0, n=0,£1,£2,...,

és g differencidlhaté az x # 0,£1,£2,... helyeken. Azt is egyszertien ellenérizhet-
jiik, hogy ¢ differencialhaté az x = 0, +1, £2 helyenek is, mégpedig

és a periodicitas kovetkeztében
(6.4) g(2n)=1 ¢é ¢g@2n—-1)=-1, n=0,+1,+2,....

Példaul x = 0 és h > 0 esetén

i S =90 BA=M =0y q o,
h—0 h h—0 h h—0

mig h < 0 esetén
i I =90 AAHR =0 my =1
h—0 h h—0 h h—0

tehat valéban g differencidlhaté z = 0-ban és ¢’(0) = 1.
Ezen el6zmények utén a fenti Példdban szereplé f(x) fiiggvényt a kovetkezs-

képpen definidljuk:
_Ja%9(&), ha z#0
J(@):= {O, ha x=0.

Ez a fliggvény az = = 0 helyen is differencidlhato, mivel

1(0):= }L%M = lim hg (%) =0,

h—0

tekintve, hogy a g fliggvény korlatos. Az f fliggvény derivéltjit valamely = # 0
helyen a Kalkulusbdl jol ismert szabalyok szerint szamithatjuk ki:

f(x) = 2zg <%> - %g’ (é) , 2 #0.

Ha n tetszéleges pozitiv egész szam, akkor

(2 -2 n) — ng' (2n
/ (E)‘mgm 23y (2n).
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Figyelembevéve (6.3)-at és (6.4)-et innen adddik, hogy

(Y2 _
f<\/%) 2V2n, n=12,....

Hasonl6é gondolatmenettel nyerjiik, hogy

1
f’(ﬁ)ﬂv%——l, n=12,...
—
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Tehdt az f’ derivalt az x = 0 hely kornyezetében sem feliilr6l, sem alulrél nem

korlatos.

A fenti példa és még tovabbi érdekes példak taldlhaték Szdsz Pdl [5] konyvének

els6 kotetében.
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