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Particiés gyakorlatok

PATAKI JANOS

Bevezetés Az aldbbi feladatkor egy részét a matrafiiredi MaMut tdborban dolgoz-
tuk fel 2008. augusztusaban 9. évfolyamos didkokkal. A probléma igen természetes
és nagyon gazdag, szamos matematikai gondolatot mozgdsit. Az egyes részallita-
sok bizonyitdsa soran latszolag kiaknazzuk a feltételek adta lehetGségeket, aztan
kideriil, hogy a mddszer finomitdsaval, illetve (j megkozelitéssel er6sebb eredmény
kaphaté. A kiindul6 feladatot a 80-as évek végén tilizték ki az Arany Déniel verseny
dontojében a haladd spec. mat. kategériaban.

Els6 valtozat. 51 pozitiv egész szam Osszege 100. Bizonyitsuk be, hogy két egyenld
— 50 — 50 — dsszegli csoportba oszthatdk.

1. megoldas. Rendezziink el 100 zsetont egy

kor mentén, az 51 szdmot pedig kozéjiik illesz- e 0 1
tett Osszesen 51 pocokkel jeloljik ki tgy, hogy R .‘ :‘.., ./.1
a szomszédos pockok altal kozrefogott zseto- .\ /.1 P
nok szdma rendre egy-egy adott szdmmal le- } ‘1
gyen egyenlo. Ekkor egy pocok és annak a KOr — me— T a
kozéppontjara vonatkozd tiikorképe éppen 50 ._ ,
zsetont fog kozre. Mivel a 100 zseton kozott 2 6 )
pontosan 100 ,koz” van, az 51 pocok és 51 ti- /. ) ‘
korképiik nem lehetnek valamennyien kiilonbo- </. Ny .
z6k: van olyan pocok, amelynek a tiikorképé- .,‘.\.\ 1

'J 1

ben is pocok van: ez a két atellenes pocok pedig
L ops s . 241+4+14+1+1=14+3+14+1+4
megvalésitja a kivant felosztéast.

Vadon Viktoria megolddsa

Az dbra 20 zsetonra és 11 szamra illusztralja a gondolatmenetet. -

A tovabbiakban nevezziik pozitiv egészek egy listdjat felezhetének, ha a lista
szamai két egyenlo Osszegli csoportba oszthatok. A lista szdmainak az Osszegét
hivjuk egyszeriien a lista 0sszegének, a lista elemeinek a szamat pedig a lista mére-
tének. Egy t méretli L listat Li-vel jeloliink, az L lista méretét |L|, sszegét pedig
s(L) jeloli. Eszerint ha |£| = 51 és s(£) = 100, akkor az L lista felezhetd. Ez
a tulajdonsag a lista méretében nyilvdn monoton: ha egy 100 6szegl lista mérete
nagyobb 51-nél, akkor a lista nyilvan felezhet6.
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Megjegyzések. 1.) Szdmok listdjdrdl beszélni taldn tuddlékosan hangzik, de itt
pontatlan volna halmazokat emlegetni, hiszen az adott szdmok kozott lehetnek
egyenlék is: az egyes értékeket a gyakorisdgokkal egyiitt vessziik figyelembe. A
lista elemeiro6l a tovabbiakban értelemszertien foltessziik, hogy pozitiv egészek.

2.) A bizonyitas ugyanigy miikodik, ha egy (m + 1) méretii lista Osszege 2m.
A kapott altaldnos eredmény ugy is fogalmazhatd, hogy ha egy lista atlaga kisebb
mint 2 és az Osszege paros, akkor a lista felezhet6. Most el lehet gondolkodni a
kovetkezé feladaton:

1. feladat. 41 pozitiv egész szdam dsszege 60. Bizonyitsuk be, hogy a szdmok be-
oszthatok hdrom egyenld Osszeqii csoportba.

3.) Aki azonnal tovébb olvas, annak a feladat mar nem lesz tul érdekes; Csaj-
bok Bence észrevette, hogy az 1. megoldas tlete természetes mddon kiterjesztheto:

oz

Legyen S = q-n, és tegyik fel, hogy S elédllm =1+ (¢ — 1) -n darab pozitiv egész
osszegeként. Ekkor ezek a pozitiv egészek q csoportba oszthatok gy, hogy mindegyik
csoportban ugyanannyi a szamok dsszege.

Vegyiink ugyanis egy szabdlyos S-oldali szokszoget. Ha ennek pirosra festjiitk m
darab csicsat, azzal megadjuk a sokszog S darab élének egy m elemii particidjat, és
igy S felbontasat m darab egész szam Osszegére. Megforditva, S barmely particija
megkaphaté megfeleld csicsok kijelolésével.

24+14+1+2=1+24+2+1=1+1+2+1+1

Tekintsik most azokat a szabalyos g-szogeket, amelyeknek a csicsai az S
cstcsai kozil valék! Ilyen sokszog S/q = m darab van és ezek természetesen disz-
junktak. (A kozolt megolddsban ¢ = 2, a szabélyos ,,2-szogek” pedig dtmérok.)
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A skatulya elv biztositja, hogy van olyan szabdlyos ¢-sz0g, amelynek minden
egyes csicsa piros. Ez a ¢ cstcs pedig megadja az élek — és igy az S — egy igazsigos
g-részre bontasat. m

4.) Az &llitas jellege alapjan varhaté hogy felbukkan a skatulya elv. A most
kovetkezé bizonyitas is ezt aknézza ki egy orokzold feladat eredményének tujra-
hasznositasaval. A feladatra dltalaban ezt a megolddst szoktdk megtaldlni; ez nem
csoda, hiszen a bizonyitasban felhasznalt eredmény folklor.

2. megoldas. Ismert — és kezd6knek nagyon nehéz — feladat a kovetkez6: m darab
pozitiv egész kozott 1étezik néhany — esetleg csak egy — amelyek Gsszege oszthatd
m~mel. Ha a szamok d1,ds, . . ., d,,, akkor a szokasos bizonyitas szerint ha az aldbbi

dy
di + da

dy +dy+ o+ dpy

Osszesen m darab Osszeg k6zott nincs m-mel oszthatd, akkor legfeljebb (m — 1)-féle
maradékot adhatnak m-mel osztva. Van tehat két egyenlé maradékot adé Osszeg,
ezek kiilonbsége pedig a kivant tipusi és valéban oszthatd m-mel.

Hagyjuk most el az 51 szam egyikét; barmelyiket. A fenti eredmény szerint
a megmaradé 50 darab szadm kozott van néhany, amelyek Osszege oszthaté 50-nel.
Minden 6sszeg hatarozottan pozitiv és kisebb, mint 100, az egyetlen lehet6ség, hogy
az 50-nel oszthato 6sszeg éppen 50. -

Megjegyzések. 1.) Tanulsdgos, ahogyan egy gyengébb &llitds — létezik 50-nel oszt-
hato 0sszeg — nyoman kapjuk az eredményt.

2.) Ezek utédn az a benyomasa tdmadhat az embernek, hogy itt nincs sziikség
mind az 51 darab szdmra, hiszen az els6 1épésben minden tovabbi nélkiil elhagy-
hatunk koziiliik egyet. Igazsdg szerint azt bizonyitottuk be, hogy ha 50 pozitiv
egész Osszege kisebb 100-nal, akkor van a szdmok kézott néhany, amelyeknek 50 az
Osszege.

Erdemes felfigyelni arra, hogy ebben a megfogalmazasban megtérik a feladat
eredeti szimmetridja: ,, Keressiink két egyenld Gsszegii részhalmazt!” helyett gy
vetddik fol a kérdés, hogy ,, Keresstink 50 0sszegti részhalmazt!” Ez igy csak arnya-
latnyi hangsilyeltol6das, de valdjaban tobbrdl van sz6: altalaban is igen hatékony
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bizonyitési stratégia, ahogy a feladat egy konstansat egy wvdltozé mennyiség adott
értékének tekintve azt kérdezzik, hogy a specidlis 50 helyett dltaldban milyen t-re

van t-0sszegi lista a megadott szamokon? A késObbiekben kidertil, hogy ha m + 1
pozitiv egész Osszege 2m, akkor ez minden 1 <t < 2m egészre teljesiil.

2. feladat. Bizonyitsuk be ezt az dllitdst.

3.) Az eddigi bizonyitdsok nem vették figyelembe a megadott szamok lista-
janak a szerkezetét. A tovabbi megolddsokban kiilonb6z6 szinten vizsgaljuk ezt a
listat. Az elsé koziiliik — na végre! — teljes indukcié — a kovetkez6 pedig varatlan
kornyezetbe helyezi a feladatot.

3. megoldas. Az m-re vonatkozé teljes indukciéval belatjuk, hogy ha m+1 pozitiv
egész szam Osszege 2m, akkor a szamok két egyenld 6sszegii csoportba oszthatok.
Ha m = 1, akkor a feltétel szerint két pozitiv egész Osszege 2, ami csak ugy lehet-
séges, ha mindketto 1, az allitas igaz.

Legyen most m > 1 és tegyiik f6l, hogy az allitds igaz minden, m-nél kisebb
szdmra. Tekintsiink m + 1 darab pozitiv egészt, amelyek Osszege tehat 2m. A
szamok atlaga, Tﬁ—:’fl kisebb mint 2, azért van koztiik 1-es és mivel m > 1, az atlag
most 1-nél nagyobb, a szamok k6zott van 1-nél nagyobb is. Hagyjunk el a szdmaink
koziil egy darab 1-est, az egyik 1-nél nagyobb szamot pedig csokkentsiik 1-gyel. fgy
1-gyel kevesebb, m = (m — 1) + 1 darab pozitiv egészhez jutunk, az osszegiik pedig
2-vel csokkent, tehdt 2m — 2 = 2(m — 1).

Az indukcids feltevés szerint ez az m = (m — 1) + 1 darab szdm két egyenld
Osszegli csoportba oszthaté. A két csoport egyikében ott van az 1-gyel csokkentett
eredeti szam, ennek adjuk vissza korabbi értékét, a masik csoporthoz pedig vegyiik
hozzd a félretett 1-est. Ezzel megvalésitottuk az m+1 szdm igazsdgos felosztdsat. g

3. feladat. Erdemes visszalapozni a 2. feladatra, mit is ér ez az indukcid.

Megjegyzés. Tapasztalataim szerint az indukciés bizonyitas elég nehezen sziiletik
meg. A megoldasbdl latszik az 1-esek szerepe: veliik lehet ,finomra vagni” a koze-
lit6 egyenléséget. Miel6tt mutatnék egy olyan okoskodast, amelyik ténylegesen ezt
valésitja meg, az olvaso figyelmébe ajanlom az iménti megoldéds egy egy meglepd
varidnsat.

3’. megoldas. Az eléz8 bizonyitas ismerds lehet: sz6 szerint ez az indukcié bizo-
nyitja be azt a grafelméleti tételecskét, amelyik azt mondja ki, hogy ha a pozitiv
egész dy,da, .. .,dy, szédmokra dy +ds + ... + dy, = 2m — 2 (= 100), akkor 1étezik
olyan m(= 51) csicsu fa (0sszefligegd, kormentes gréif), amelyben az egyes csticsok
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fokszdmai rendre dy,ds, . .., d,. Ebben a faban pedig mar csak le kell olvasni a mi
feladatunk allitasat ...

{1,1,1,1,1,1,1,2,3,4,4} 44+1+14+1+141+1=10
4 1 11 1 1 1

4 3 2 1
4+34+2+1=10

Elég arra hivatkozni, hogy egy fa pdros grdf. A csicsok halmazdt ennek meg-
feleléen két osztdlyba sorolva éppen a fokszamsorozat egyenld Gsszegii felosztasat
kapjuk: péros grafban az egyik osztalybdl kilépé élek a masik osztaly cstcsaiba
futnak, a két osztdly cstcsaibol kilépé élek szama egyenld. -

4. megoldas — a kiegyensilyozé algoritmus. TetszGleges i > 1 egészre jeloljiik
fi-vel az i érték gyakorisdgdt — tehat az eloforduldsainak a szamat — a megadott
szamok kozott. Ekkor nyilvan

51
> i- fi =100.
=1

Ha a d > 1 érték el6fordul a szamaink kozott, akkor a d-t6l kiillonb6z6 1-nél nagyobb
értékeket 2-vel becstilhetjiik alulrdl, és igy

(f1) fi-l+(Bl—fi—1)-241-d < 100.

Innen d < f;, tehdt minden 1-nél nagyobb d értékhez van a szamok kozott legalabb
d darab 1-es. Ezt persze elegendd a szamok maximumara kimondani, bar d = 1-re
azt a trivialitdst adja, hogy a megadott feltételek esetén a legalabb két 1-es van a
szamok kozott.

Megmutatjuk, hogy az alabbi kiegyensilyozo algoritmus igazsagos felosztast
valdsit meg.

Nyissunk két iires listat, A-t és B-t és a legnagyobb szdmmal kezdve — legyen
ez d — egyesével, csokkend sorrendben tegyiik a szamokat a két lista valamelyikébe
az alabbiak szerint:

— ha a két lista szdmainak Osszege egyenlo, akkor a kovetkez6 szamot tegyiik
az A listaba. (fgy példdul d az A listdba keriil.)

— ha a két lista szamainak az 6sszege kiillonb6z0, akkor a soronkévetkezo szam
keriiljon abba a listaba, amelyben a szamok Osszege kisebb.
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50 dag dag

ds1 dso

A B A B A B A B A B

Vegyiik észre, hogy a két lista Osszegének eltérése egyik 1épés utan sem ha-
ladja meg d értékét: ezt maga az eljaras biztositja. fgy aztan akkor is ez a helyzet,
ha mar elhelyeztiik valamennyi 1-nél nagyobb szamot. Lattuk, hogy ekkor még
legalabb d darab 1-esiink van, ezekkel tehat biztosan helyreallithaté az egyensiily.
Ebben az egyensiilyi helyzetben a két listaban egyenld a szamok Osszege, az eddig
elhelyezett szamok Osszege tehat pdros. Ebbdl azonnal adddik, hogy a még nya-
kunkon maradt 1-esek szdma is paros. (Lehetséges persze, hogy egy sem maradt.)
Felvaltva rakosgatva Oket a két listdba az egyensuly az eljaras végén is helyredll. g

Lakos Gyula megolddsa

Megjegyzések 1.) Ez a megoldds természetes médon szovegezhetd, ha a szdmokra
sulyokként hivatkozunk, az eljaras soran pedig ezeket a siilyokat kell egy kétkari
mérleg két serpenydjében elhelyezni tigy, hogy a végén egyenstlyban legyen a mér-
leg.

2.) Szemben a kordbbi egzisztenciabizonyitdsokkal ez a kiegyensilyozé algo-
ritmus ténylegesen el6 is allit egy igazsidgos felosztast. Az eljards tulajdonképpen
kézenfekvo, egy héziasszony nyilvan igy fogna a dologhoz. Az mdés kérdés, hogy
hajlandé volna-e az 1-esek szdmdra vonatkozé becslés kiszdmoldsara is. :-) A bizo-
nyitasbdl kideriil, hogy a ,felhasznalonak” szerencsére nincs sziiksége ilyesmire: az
egyensuly automatikusan létrejon, nincs més teend6, mint pakolni.

koK ok

Eddig megvolnank. A bizonyitdsok elegdnsak és mintha kiaknazndk a fela-
dat feltételeit. Szemiigyre véve az els6 két bizonyitast, ott ha nem is tobbet, de
valamivel erésebb allitast igazoltunk: a szamok tetszdlgesen ragzitett sorrendjéhez
vannak olyan, ebben a sorrendben ciklikusan szomszédos szamok, amelyek Gsszege
50. Ez azt mutatja, hogy igen sok ilyen 6sszeg lehet, nem nagy csoda, hogy sikeriilt
ilyet talalnunk. Az is gyanus lehet, ahogy a méasodik megolddsban egy szamot —
akarmelyiket — egyszeriien félretehetiink.

Elképzelhetonek latszik, hogy mar kevesebb mint 51 szdm jelenléte is biztositja
az igazsagos felosztast. Nos, a kovetkez6 50 darab szam: 51 + 49 - 1 mutatja, hogy
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ilyesmi dltalaban nem varhaté. Itt persze az a baj, hogy az 51 til nagy. Ha a
feltételhez hozzavessziik azt a természetes megszoritast — erre 51 szam esetén nincs
sziikség (miért?) — hogy a szdmok kozott nincs 50-nél nagyobb, akkor a kévetkezdt
kapjuk:

Maisodik valtozat. 50 pozitiv egész dsszege 100 és egyikik sem nagyobb 50-nél.
Ekkor a szdmok két egyenld dsszegii csoportba oszthatok.

Megjegyzés. Ez az allitds kozvetleniil nem &altaldnosithaté: ha m darab szam
Osszege 2m, akkor még gy sem rendezhetdk feltétleniil két egyenld Gsszegli cso-
portba, ha feltessziik, hogy egyikiik sem nagyobb mint m, a lista mérete: példaul
15 — vagy éltaldban, paratlan sok — 2-esbdl nem lehet az Gsszegiik felét eléallitani,
az most paratlan. (Ez elbizonytalanithatja azokat, akik ismét indukciéval prébél-
kozndnak.) Még ha érzi is az ember, hogy varhatéan ez az egyetlen kivétel, — igy
van — az altalaban sziikséges tovabbi megszoritds, hogy az m értékének parosnak
kell lennie, némileg elbonyolitja a feladat feltételrendszerét.

Ami a bizonyitast illeti, ha az embernek nincs 1j otlete, akkor vagy valame-
lyik bizonyitdst prébalja megpatkolni, vagy pedig a gyengébb dllitds alkalmazdsdval
kisérletezik az 1j helyzetben. Nézziik az els6 lehetoséget:

A 2. megoldas — ajratéltve. Feltehetd, hogy a szdmok nem mind egyenlék, akkor
ugyanis 50 darab 2-esiink van, tovabb4 az is, hogy mindegyikiik hatarozottan kisebb
50-nél. Legyen tehdt dy # dg és ismét tavolitsunk el egyet a megmaradé szamok
koziil, majd tekintsiik megint a kovetkezd, eztttal csak 49 részletosszeget ( mod
50):

di, di+do, di+do+ds, ...,dy+do+ ...+ dyo.

Ha egyikiik 0 vagy van koztiik két egyenld, akkor az eredeti megoldas szellemében
készen vagyunk, igy az az eset marad, ha éppen a 49 nem nulla maradékot soroltuk
fel valamilyen sorrendben ( mod 50). Ha most a fenti listdban a legelsd elemet,
d1-et kicseréljiik do-re, akkor a tovabbi 6sszegek valtozatlanok. Ha tehat ekkor sem
kapunk megolddst, akkor di = dy ( mod 50 ), ahonnan most d; = dg kiévetkezik,
ami ellentmondas. m

Megjegyzések 1.) Ami a stratégidt — ha rovid a bizonyftds, toldd meg egy lépéssel
— illeti, valéjaban a felhasznalt segédtételt javitottuk fel, a bizonyitashoz ezutdn
mar hozza se kellett nytlni. Azt igazoltuk ugyanis, hogy m — 1 egész szdm kozott
vagy van néhany, amelyek Osszege oszthatd m-mel, vagy pedig valamennyi szdm
ugyanazt a maradékot adja m-mel osztva. (Péros m-re persze ilyenkor is van m-mel
oszthatd Osszeg.) Vagy mdsképpen: ha az m — 1 elemfl listdban legaldbb kétféle
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maradék fordul el mod (m), akkor a listdnak van m-mel oszthaté Gszegli része is.
Az ember megprébélkozhat ennek a segédtételnek a tovabbi kiterjesztésével.

4*, feladat. (Tardos Gdbor) Legyen m > 1 pozitiv egész szam. Bizonyitsuk be,
hogy ha egy L listdban tobb mint m — |L| maradék fordul eld mod m, akkor a lista
elemeibdl készithetd m-mel oszthato dsszeg.

2.) Ebben a megkozelités az egész particiés modellt mds kérnyezetbe keriil.
Az alapfeladat 2. megoldésa azt adja, hogy egy 51 elemii listdnak van olyan valédi
része, amelyben az elemek 6sszege oszthaté 50-nel. (***) ezt még meg kell nézni

5. feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha 49 egész dsszege kongruens 0-val mod 100,
akkor van olyan részletosszeg, amelyik kongruens 0-val mod 50.

3.) Az 5. feladatban egy kicsit eléreszaladtunk; a kérdésre még visszatériink,
de el6bb nézziik meg, mire megy a 100 Gsszegii 50 elemii lista elfelezésével a 4.
megoldas kiegyensulyozd algoritmusa.

A 4. megoldas — Gjratéltve. A 4. megoldas kiegyensilyozo algoritmusdnak sikeres
lefutdsdhoz sziikség volt az 1-esek gyakorisagara kapott becslésre. Most mar meg-
eshet, hogy a listdban egyaltalan nincs 1-es, ilyenkor persze 50 darab 2-esiink van
és a lista trividlisan felezhetd.

Legyen most is d az Lsg lista legnagyobb eleme és ha f6ltessziik, hogy nem az
azonosan 2 listardl van szd, akkor d > 2. A 4. megoldds (f1) becsléséhez hasonléan
most is felirhatjuk, hogy

(f1) fi-14+(B0—fi—1)-241-d < 100,

ahonnan ezuttal d — 2 < f; adddik. Inditsuk el ismét a kiegyensilyozé algoritmust
és dllitsuk meg a filmet abban a pillanatban, amikor folkeriiltek a serpenydkbe
az 1-nél nagyobb silyok. A két serpenyé eltérése most sem haladhatja meg d
értékét. Ha van elegend6 1-es az egyensuly helyreallitasahoz, akkor a 4. megoldas
gondolatmenete szerint az algoritmus elfelezi a listat. Ha nincs, akkor még mindig
tegylik be az 1-eseket a konnyebbik serpenyébe. Ezek utan a két serpenyé eltérése
péros (az Osszegiik paros) és mint 14ttuk, legfeljebb 2: az eltérés eszerint pontosan
2. Ez csak ugy lehetséges, ha az l-esek felrakdsa el6tt az eltérés éppen d volt,
amibdl tobb dolog kovetkezik: egyrészt hogy fi = d — 2, masrészt hogy az 1-nél
nagyobb listaelemek k6zott nem lehet d-nél kisebb, végil az is hogy fq paratlan.
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Ha tehat a kiegyensilyozo algoritmus nem egyenstllyal ér véget, az 1ényegében
meghatarozza az Lsg lista szerkezetét:

(Ks0) Liy={1,1,...1,d,....d}!
——— N —
d—2 ptlan

Innen a lista Gsszege

100=(d—2)-1+(50—d+2)-d
ahonnan
(Q) 0=d*>—53d+102 = (d—2)(d - 51).

Mivel d > 2, az egyetlen lehetoség, ha d = 51; az igy ad6dé lista ugyan nem
felezhetd, de ezt a kiegészité d < 50 feltétellel kizartuk. -
Megjegyzések 1.) Elhangzott, hogy egy erdsebb allitds bizonyitdsakor nem csak
a kordbban bevalt mddszert, hanem magét az allitast is megkisérelhetjiik felhasz-
nalni. Hogy ezzel most jabb bizonyitast kapunk-e, az majd kideriil...

Bovitsiik ki az Lsg listat két extra 1-essel. A kapott

Ls2 =A{1,1,d1,ds2,...,dso}

listdban nyilvdn s(L52) = 102 = 2 - 51. Az alapfeladat 4ltaldnos véltozata szerint
ez a lista minden tovabbi nélkiil felezhetd, a szdmok két 51 Osszegli A, B listdba
rendezheték. Ha mind a két lista tartalmaz 1-est, akkor ezeket eltavolitva az eredeti
szamok igazsagos felosztdsat kapjuk. Tegyiik fel tehat, hogy a felezés nyoméan az
f1 darab Lso-beli 1-es mindegyike ugyanoda, mondjuk az A listdba keriilt. A
4. megoldds kezdetén kiszdmoltuk, hogy fi legalabb akkora, mint az Lgo lista
legnagyobb eleme, igy specidlisan f; > b a B lista tetsz6leges b elemére is.

Ha most van olyan b € B, amelyre hatdarozottan f; > b teljesiil, akkor cseréljiik
ki ezt a b értéket az A lista b darab l-esére. A kapott igazsdgos felosztdsban mar
mindkét lista tartalmaz 1-est és ez, mint lattuk, elég. Hajtsuk végre ezt a cserét
még akkor is, ha b = f; teljestil minden b € B esetén. Ekkor az f; darab 1-es dtkertil
a B-be és most mar az A listaban kezdhetiink olyan szamot keresni, amelyre f1 > a.

Akkor vagyunk bajban, ha ilyet sem taldlunk. Ez viszont csak tgy fordulhat
el6, ha a kibovitett Lgo lista az fi > 2 darab 1-esen kiviil csupa azonos, egyenként
f1 értékii szdmot tartalmaz. Ilyen szdm (52 — f1) darab van, igy a kib6vitett lista
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elemeinek Gsszegérél sz616 feltétel most fi + (52 — f1)f1 = 102. Rendezés utén — no
lam! — megkapjuk az el6z6 megoldas barati (Q) feltételét:

0= f7—53f1 4102 = (f1 — 2)(f1 — 51).

Ha fi; = 2, akkor az eredeti lista 50 darab 2-esbdl all, ha pedig fi1 = 51, akkor az
eredeti lista
Lso={1,1,...,1,51},
———
49

de ezt a potlélagos feltétellel kizartuk. -

2.) Latvéanyos, ahogy a két gondolatmenet ugyanabba a szdmoldsba torkollik.
Az Olvaso eltoprenghet, miben kiilonbozik ez a két bizonyitas...

3.) Sz6 szerint ugyanigy okoskodhatunk, ha m darab pozitiv egész Gsszege
S =2m. A (Q) feltétel az dltaldnos esetben is

(@) 0=t>—(m+3)t+2m+2=(t—2)(t— (m+1))

alaku. A t valtozé jelentheti az el6bbi megoldds szerinti maximaélis d elemet, de
az utébbi valtozatban az 1-esek f1 gyakorisdgdt is. Tanulsdgos, hogy ez a két
mennyiség valamilyen értelemben azonos szerepet jatszik.

Az igazsdgos felosztas mindenestre két specialis sulyeloszlas kivételével dlta-
ldban is megvaldsithaté: ha a lista minden eleme 2-es, akkor paratlan m-re a lista
nem felezhetd; a mdsik kivétel az, ha az L, lista legnagyobb eleme (m + 1), (a
t6bbi persze ilyenkor 1-es).

Ezek most valédi akadélyok, hiszen az dltaldnos (Q) feltétel felirdsakor sem
azt nem hasznaltuk fel, hogy az m péaros, sem pedig azt, hogy a szamok kozott
nincsen m-nél nagyobb. A bizonyitds maga adja ki ezeket az ellenpéldakat, ahogy
azt is, hogy mads ellenpélda nincs! Erdekes, hogy a vizsgélt esetekben az igazsigos
elosztasnak csak trividlis akadalyai vannak; ha ezeket az akadalyokat pdtldlagos
feltételekkel kizarjuk, akkor a felosztds mar megvaldsithaté. A bizonyitasokért
persze meg kell dolgozni...
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Intermezzo. Vegyiik szemiigyre a kiegyensulyozé algoritmus mitkodését a médosi-
tott 4. megolddsban. Kideriilt, hogy ha ,,...nem egyensullyal ér véget, az lényegében
meghatarozza az Lsg lista szerkezetét:

(Ks0) Liy=1{1,1,...1,d,...,d}."
——— N——
d—2 ptlan

Ennyi 1ényegében elég volt a bizonyitas befejezéséhez, most azonban vegyiik koze-
lebbrol szemiigyre ezt az Lf listat. Elészor is jegyezziik meg, hogy egy ilyen lista
nem csak a kiegyensilyozé algoritmust dogleszti le; ha d > 2, akkor egyaltaldan nem
lehet elfelezni! A paratlan sok d értéket elhelyezve legalabb d kiillonbség lesz a két
csoport kozott és ezt az 1-esekkel nem lehet kiigazitani. (Ehhez egyébként annyi
is elég, hogy az l-esek szdma d-nél kisebb.) Ha d > 1, akkor az

£r={1,1,...1,d,....d}
—_——— ——

<d ptlan

tipusu listdk a listamérettdl és listadsszegtdl fiiggetleniil nem felezheték! Ha elte-
kintiink a listamérettdl és megnézziik, hogy s(L£*) = 100 mit tesz lehetévé, akkor
d(1 + fq) = 102 adddik. Ha nagymeéretii felezhetetlen listdt akarunk, akkor vagy d
értékét érdemes nagyra valasztani, (ekkor sok lesz az 1-es), vagy pedig fq-t. El6bbi
esetben d = 51 vélasztdssal megkapjuk a szokasos 50 elemii felezhetetlen listat, de
ezt ki szoktuk zarni. Ha d = 3, akkor a 34 elemi

L3, =11,3,...,3}
—
33

listat kapjuk! Ez a lista az eddigiek szerint nem felezhet6. Van-e ennél nagyobb,
mondjuk 35 elemi lista, amely még mindig nem felezhet&?
Tekintsiik az ugyancsak 35 elemi

L35 ={17,17,2,...,2}
33

listat. Ez ugyan felezhetd, de a kiegyensilyozo algoritmus 49 : 51-es allast hoz
létre. A kiegyensilyozé algoritmus tehdt nem a bolesek kéve, megbicsaklik egy
trividlisan felezhet6 listan. Most persze az ember nyomban latja a megoldédst: Gjra
kell kezdeni az egészet, éppenséggel ugyanabba serpenyébe téve a két nagy paratlan
silyt! Altalaban, ha egy £ listat nem felez el a kiegyenstlyozé algoritmus, akkor
mondjuk azt, hogy a lista kiegyensulyozatian. Egy ilyen lista persze lehet felezheto,
a fenti L35 éppen erre példa.
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A kiegyensilyozas kényszere til erds megkdtésnek latszik, olykor, mint 14t-
tuk, éppenséggel meg kell szegni: szabaduljunk hat meg tole, de 6rizziikk meg jo
emlékezetiinkben...

A siet0s algoritmus. Lazitsuk fel a kiegyenstlyozo algoritmust a kévetkezoképpen:
két serpenyo helyett tegyiikk most a sulyokat egy-egy 50 ,lrméretii” tartalyba.
Rogzitsiik ekbzben valahogyan a sulyok sorrendjét, de — egyelére — még azt se irjuk
elé, hogy ez csokkend legyen. A Lovdsz-Gdcs konyv ezt a nagyon kotetlen eljarast
sietds algoritmusnak nevezi. Ennek soran tehat a silyok egy rogzitett sorrendjében
az éppen kézbevett sulyt barmelyik tartalyba betehetjiik, amelyikbe befér. Nincs
sz6 tehat ,kiegyensilyozasrol” | csak pakolunk, amig van hely vagy sily. Ha ez
az algoritmus lefut, azaz minden sulyt sikertl elhelyezniink, akkor a két tartdly
sziniiltig van, sziikségképpen egyenld Gsszegeket allitunk eld!

Az eljarés persze ,tulcsordulhat”: megeshet, hogy a kézbevett suly mér egyik
tartdlyban sem fér el. (A kiegyenstilyoz6 algoritmus ilyenkor vakon tovabblép.)
Nézziik meg, hogy ez mivel jar. Szamozzuk meg a silyokat 1-t6] 50-ig és végezziik
ezt a sietés pakoldst az indexek csdkkend sorrendjében — elnézést, ennek a forditott
indexelésnek oka van — tehat a dsg-nel kezdve: dsg, dag, ..., dg, ... Tegyiik fel, hogy
a dj sillyal elakadtunk, az mér egyik tartalyban sem fér el. Elészor is jegyezziik
meg, hogy ilyenkor sziikségképpen di > 1. Valéban, a stlyok egészek, 1-est tehat
csak akkor nem lehet elhelyezni, ha a tartalyok mar megteltek. Ehhez viszont az
Osszes sulyt fel kell hasznalnunk, ez pedig ellentmondas.

Ha a dj, sullyal a kézben az elsé tartalybdl még hi, a masodikbdl pedig ho
hidnyzik az 50-hez, akkor a tilcsordulas azt jelenti, hogy di > hy és d > ho, tehat
egészekrél 1évén sz6, 2dy, > 2+ hq +hs. (Ezen a kis nyereségen mulik majd minden!)
Mivel pedig a mar felrakott és a még fel nem rakott silyok Gsszege a két tartdly
egylittes kapacitasa, azért a hidnyok osszege: hi+hs = di +do+. ..+ dg, a még fel
nem rakott silyok Gsszege. Rendezés utan kapjuk, hogy di, > 2+dy + ...+ dg—1.

Azt kaptuk, hogy ha az eljards a dj, sullyal — tehét az (51 — k)-adik 1épésben
— akad el, akkor sziikségképpen

(Uk) dk>1+d1+...dk_1,

ez a k-adik sily hatarozottan nehezebb, mint az els6 k — 1 darab sily 1-gyel meg-
novelt Osszege.

A fentiekbdl kovetkezik, hogy ha a stlyok megadott sorrendjében minden
1 < k < 50 esetén a fenti Uy, tagaddsdt tessziik 61, azaz hogy

(Uk) de <1+4dy+dy+...+dp
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akkor a siet8s algoritmus tulcsordulds nélkiil lefut! (Miért?)

Megjegyzések. 1.) Jegyeziik meg, hogy az (Uy) feltétel (k = 1) formélisan azt
adja, hogy a pakolas sorrendjében legutolsé dy sily 1. Az Usg feltétel pedig most
dso < 1+4+dy+da+ ...+ dy = 101 — d5g, ez pedig teljestil, hiszen kiegészito
feltevésiink szerint szerint a silyok egyike sem nehezebb 50-nél.

2.) Az 1960. évi Kiirschdk-versenyen tlizték ki a kovetkezé feladatot:

Ha adott a pozitiv egész szdmok di,ds, ..., sorozata, akkor annak sziikséges és ele-
gendd feltétele, hogy minden pozitiv egész szdmot eld lehessen dllitani a d,, sorozat
néhany alkalmas elemének az dszegeként, az, hogy

dp <1+4+dy+do+...+dr_1
teljestilion minden pozitiv egész k-ra. (Ez éppen az (Uy) feltétel.)

A Matematikai Versenytételek két indukcids bizonyitast kozol, ha odafigyel-
tiink, akkor a fentiekbol egy harmadik is kiolvashatoé.

6. feladat. Bizonyitsuk be a Kiirschak feladat dllitdsdt!

Igazsag szerint az a tulajdonsag, hogy minden pozitiv egészt el6 lehet allitani
az adott sorozat egy véges részsorozatanak az Osszegeként, nem annyira a soro-
zatra, mint inkdbb arra a listara jellemzd, amelyet a sorozat elemei alkotnak. Erre
a listdra nézve a feltétel azt is jelenti, hogy az elemei sorozatba rendezhetdk ugy,
hogy minden k-ra teljesiiljon az (Uy) feltétel. Hézi hasznédlatra mindenesetre hivjuk
univerzdlisnak az ilyen sorozatokat. Univerzalis sorozatok vannak, példaul az azo-
nosan 1 vagy pedig a 2 hatvanyok sorozata. Egy kevésbé trividlis példa a Fibonacci
szamok sorozata. Egy véges lista esetén is van értelme ilyesmirdl beszélni: ekkor
annyi varhatd, hogy az L lista elemeinek s(L) Gsszegéig lehessen minden szdmot
eléallitani. A 2. feladat dllitasa szerint ha adott pozitiv egészek atlaga kisebb 2-nél,
akkor ez a lista univerzalis, azaz minden 1 < ¢t < s(L) egész el6éll L-beli szdmok
Osszegeként.

7. feladat Bizonyitsuk be ezt az dllitdst az (U) feltétel felhaszndldsdval.
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Rendezziik a sietOs algoritmust. Készitsiik el6 a sietds algoritmus lefutdsat a
szokasos mdédon: rendezziik a szamokat csdkkend sorrendbe; mostantdl tehat dsg >
dgg > ... > do > di. Tipikus mohd algoritmussal van dolgunk: lépésenként a
leheté legnagyobb silyt rakjuk f6l, oda, ahova elfér. Ha a dj sullyal akadunk el,
akkor az (Uy) feltételben a jobb oldal értéke legalabb k, azért innen kovetkezik,
hogy di > k + 1. Ilyenkor tehat a stlyok csokkend elrendezése miatt ¢ > k esetben
d; > di > k+ 1, ha pedig i < k, akkor mindentél fiiggetleniil d; > 1. Elakadaskor
tehat a kovetkezOképpen becsiilhetjiik alulrdl a silyok Osszegét:

50
(Bg) 100=>"di=Y di+Y di>(k=1)-1+(51—k)- (k+1),

i<k i>k
ahonnan az (Uy) feltételbdl rendezés utdn
(Ex) 0 < p(k) = k? — 51k + 50 = (k — 1)(k — 50)

adddik. A nagyvonali becslések ellenére remekiil hasznalhaté célszerszamot kap-
tunk: ha a rendezett siet8s algoritmus a dj, sillyal elakad, akkor p(k) > 0. Nevezziik
a tovdbbiakban ezt a p(k) polinomot az adott paraméterekhez (m = 50,.5 = 100)
tartoz6 elakaddsjelzé polinomnak. Az elnevezés taldn koriilményes, de taldléd: el-
akaddskor ez a polinom elGjelet valt: negativbdl pozitivra. Erdemes folrajzolni a
grafikonjat.

Megjegyzés. Jegyezziink meg annyit, hogy ha p(k) = 0, akkor valamennyi becs-
lésben egyenlség van és igy

g — 1 ha ¢ < k,
" lk+1 hai>k.

A megoldésra viszatérve ldthatd, hogy p(k) negativ, ha 2 < k < 49, ha tehat
a k-adik sillyal akadunk el, akkor k > 50 vagy k < 1. Az eljiras tehdt vagy rogton
a legels6 1épésben lefullad a legnehezebb sullyal, dsp-nel, vagy pedig a legvégén,
amikor mar csak di-et kéne felrakni.

Az elsé lehetbséget a kiegészité feltétel — nincsen a szdmaink kozott 50-nél
nagyobb — kizdrja: az algoritmust legaldbbis el tudjuk kezdeni.

Ujra gondoljuk meg, hogy p(k) > 0 csupén sziikséges ahhoz, hogy a dj. stly-
nal elakadjunk. Ennek a feltételnek a felirdsakor nem is vettiik figyelembe azt a
kiegészité megszoritast, hogy a sulyok kozott nincsen 50-nél nagyobb. Ha ettdl
eltekintiink, akkor az (E}) feltétel éppen gy adddik és valéban: ha a legnagyobb
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sily 51, a tobbi pedig 1-es, akkor a legels§ 1épésben (k = 50) valéban elakad az
eljaras.

A bizonyitds befejezéséhez ellenérizniink kell, hogy tilcsordulhat-e az eljards
a legutolsé 1épésben, amikor mar csak a legkonnyebb siily van a keziinkben, Nos,
ha van a stlyok kozott 1-es, akkor dy, a legkisebb nyilvan az és lattuk, hogy 1-essel
az eljards nem akadhat el. Ha pedig nincs 1-es a silyok kozott, akkor mindegyik
suly 2-es, ezekbdl pedig az 50 kirakhato.

Megjegyzések. 1.) Ugyanez a szdmolds megy akkor is, ha dltaldban m darab szdm
Osszege S = 2m. Ekkor a fenti becslés

2m>k—-1+(m+1—-k)(k+1)
alakid, ahonnan az elakasasi polinom segitségével a
0<pk)=k>—(m+Dk+m=(k—1)(k—m)

sziikséges feltételét kapjuk annak, hogy az eljaras a dj sulynél elakadjon. Itt most
semmit nem irtunk el a szamokrodl és m-rol: elakadasra tényleg sor is keriilhet
az eljaras kezdetén, ha a legnagyobb szam m + 1 — ekkor a tobbi 1-es — illetve a
legutolsé 1épésben is, ha minden szam 2-es és az m paratlan: az algoritmus ebben
az esetben (m — 1) : (m — 1) alldsndl az utolsé 2-essel a kézben valéban elakad.
Egyik esetben sem létezik igazsagos felosztas, de a bizonyitasbol kideriil, hogy ezek
az egyediili kivételek. Ismét bebizonyitottuk hogy

2.5. valtozat: Ha m darab pozitiv egész ésszege S = 2m, akkor a szdmok beoszt-
hatok két egyenld Osszegi csoportba, kivéve ha a szamok legnagyobbika m + 1 vagy
pedig minden szam 2 €s m pdratlan.

Mi a helyzet altalaban? Nézziik meg, hogyan akadhat el a rendezett sietds al-
goritmus, ha m darab pozitiv egész szdmunk van, amelyek Osszege S. A silyok
Osszegére vonatkozé (By) becslés most

(Bk) S:zm:diZZdi‘f'(m-i-l—k)'de(k—l)-1+(m+1—k)~(k+1),
i=1 i<k

ahonnan rendezés utan

(Ep) 0<pk)=k*—(m+1k+(S—m)
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adddik az elakadas sziikséges feltételeként.
Az (m, S) paraméterekhez felirt elakaddsjelzd polinom tehdt

(P) p(k) =k*— (m+ 1)k + S —m.

Ennek a polinomnak az eldjele felelés tehat dltaldban is a rendezett sietés algorit-
mus lefutdsaért.

Gondoljuk meg, hogy altaldban az algoritmus sikeres lefutdsianak sziikséges és
elégséges feltétele az U, : k = 1,2,...,m egyenlStlenségrendszer. (Ebbe k = m
esetben be van épitve a d,,, < S/2 kényszerfeltétel is.)

A feltételrendszer ebben a formédban viszonylag nehezen kezelhet6; az Uy ta-
gaddsdnak gyengitésével viszont a p(k) > 0 szikséges feltételét kapjuk annak, hogy
— ha addig lefutott — a dj, stllyal elakadjon az eljards. Ilyenformén pedig p(k) < 0
elégséges feltétele annak, hogy — ha addig lefutott az algoritmus — a dj sulyt is el
tudjuk helyezni. Szerencsés, hogy ez a gyengités a kritikus esetekben kiélesedik! és
igy az elakadasjelz6 polinom eldjelvaltasakor pontos korlatokat kapunk.

Az (Ey) feltételre visszatérve: az elakaddsjelzd polinom (m+1)/2-re szimmet-
rikus, p(k) = p(m+ 1 — k). Elakaddsra tehat vagy az eljérds kezdetén keriilhet sor,
ha a nagy szdmok tul nagyok, de ezt a szokdsos médon elhdrithatjuk a d,, < S/2
kényszerfeltétellel, vagy pedig — és ez valéban megeshet — az eljaras végefelé.

Vegyiik észre azt is, hogy az (Ej) feltételhez vezetd dton nem wolt szikségunk
arra, hogy a két tartdly mérete egyenld: csak annyi kellett, hogy az {irméretiik
osszege S! Mivel pedig p(1) = S — 2m, ami negativ, ha S = 100 és m = 51, a
rendezett sietés algoritmus ilyenkor tilcsordulds nélkiil lefut, barmennyi legyen is
a két tartdly mérete. Amellett, hogy ezzel immar a hatodik megoldasat kaptuk a
kiindulé feladatnak, a 2. feladatra visszatérve ez éppen azt jelenti, hogy az eredeti
feltételek mellett nem csak 50 6sszegii csoportot tudunk kijel6lni, hanem tetszéleges
1 <t <100 esetén van az 51 darab szdmnak t 6sszegii részhalmaza; az 51 szambol
allé 100 osszegli lista wniverzdlis! Ez persze altaldban is igaz: ha pozitiv egész
szamok atlaga kisebb 2-nél, akkor ez a lista a szamok Osszegéig univerzailis.

A valddi korlat. Ami a minimdlis elemszdami igazsidgosan eloszthaté S = 100
Osszegli lista kérdését illeti, vegyiik észre, hogy az (m,100) paraméterekre felirt
elakaddsjelz6 polinomban p(2) = p(m — 1) = 102 — 3m, ez pedig negativ, ha
m > 35!

Ez azt jelenti, hogy ha 35 pozitiv egész 6sszege 100 és a szamok egyike sem
nagyobb 50-nél, akkor a rendezett siets algoritmus legfeljebb a 35. 1épésben, a

I Erben Péter megjegyzése
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legkisebb szammal a keziinkben akadhat el. Ha ez 1-es, akkor persze ez sem fordul-
hat el6, hiszen, mint megjegyeztiik, 1-essel nem csordulhat til az algoritmus! Ha
viszont a legkisebb szdm 2-es, akkor igenis elakadhatunk: 2-17 4+ 33 -2 = 100 és
ezekre a szamokra az eljards a 49 : 49 alldsndl valéban tilcsordul! (Az més kérdés,
hogy ilyenkor a 2-esekbdl azonnal ki lehet rakni az 50-et.)

Hogy tétje is legyen a dolognak, emlékezziink vissza, hogy a kiegyensilyozé
algoritmus vizsgélata sordn ratalaltunk egy 34 elemi nem felezhet6 listara:

L3, =41,3,3,...,3}%
——
33

a kapott m = 35 korlat éles! Ezt a listdt mar ismerjik, de most tanulsagos meg-
gondolni, hogy ez az elakadasjelz6 polinom is kézenfogva elvezeti hozza az embert.

Arrdél van sz6, hogy miutan kideriilt, hogy m > 35 esetben az elakaddsjelzd
polinom a 2 helyen negativra valt, indokolt megnézni, mi van, ha m = 34! Ebben
az esetben az elakaddsjelz6 polinom

p(k) = k? — 35k + 66

és most p(2) = 0! Ha tehat 34 szdm esetén k = 2-nél elakadunk, akkor a (Bs)
becslésben minden egyenlétlenségben egyenldség van! Innen pedig kiolvashatjuk,
hogy di = 1ésd; =2+ 1, hai > 2: éppen a fenti, latszélag ad hoc ellenpéldat
kaptuk! Az elakadds sziikséges feltétele: p(2) > 0, most elégségessé vélik: az
algoritmus 32 darab 3-as igazsagos elhelyezése utan 48 : 48 allasndl az utolsé 3-
assal a kézben elakad. Az elakadds ténye onmagaban még nem feltétleniil jelenti
azt, hogy az L34 listat nem lehet felezni, elvégre méasképp is lehetne prébélkozni; a
baj egy trivialitds: 3-asok Osszegeként nem lehet az 50-et el6allitani.
Vegytink nagy levegot és vagjunk bele:

Utolsé (?) valtozat. 35 pozitiv egész Gsszege 100 és egyikik sem nagyobb mint 50.
Ekkor a szamokat két egyenld dsszegii csoportba lehet osztani.

Majdnem megvan a bizonyitas is, hiszen a fentiek utdn mar ,csak” az az eset
maradt, ha a szamok legkisebbike 2. Kindlkozé lehet&ség, hogy ekkor a 2-eseket
hasznaljuk a ,finomra vagasra”, ugy, ahogyan az eredeti valtozatban az 1-eseket.
Most belSliik van elegendéen sok. Az 1l-esek szdmara adott becsléshez hasonléan
kapjuk, hogy ha a szdmok maximuma d és nincsen koztik 1-es, akkor a 2-esek
szama legalabb d + 2.
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8. feladat. Ldssuk be ezt az allitdast, aztdn fejezzik be a bizonyitdst.

Ha megvan, akkor tanulsdgos lehet, hogy egy kis triikk révén a 2-eseket nem
az 1-esekhez hasonléan, hanem lényegében 1-esként lehet felhasznalni!

Tegyiink félre ugyanis egy 2-est! A megmarad6 34 szdm Osszege paros, igy
paros sok paratlan van koztiik. Készitsiink most mar 17 darab péart ugy, hogy a
parok Osszege paros legyen. Az eredeti 2-essel egyiitt ekkor 6sszesen 18 darab paros
szamot kapunk, amelyek 0sszege 100. Vegyiik mindegyiknek a felét, igy 18 pozitiv
egészhez jutunk, amelyek Osszege 50. E szamok legkisebbike 1 és — gondoljuk meg —
egyikiik sem nagyobb 25-nél! (Ha az eredeti 35 szdm legkisebbike 2, akkor barmely
kettejiik 6sszege legfeljebb 100 — 33 - 2 = 34.)

Eressziik rd a rendezett sietOs algoritmust most mér erre a 18 szamra! Ha
lefut, akkor egyuttal az eredeti szamok igazsdgos felosztasat is kiadja, ha vissza-
szorzunk 2-vel és szétszed-jiik a parokat. Az altaldnos elakaddsjelz6 polinomban
p(2) = p(m —1) = S+ 2 — 3m, ami negativ, ha S = 50 és m = 18! Ez most is
azt jelenti, hogy — elvileg — csak a legelsd, vagy pedig a legutolsé 1épésben akadhat
el az algoritmus. Most azonban egyik sem lehetséges: a legelsd, legnagyobb szdam
kisebb mint S/2 = 25, az utols6 szdm pedig 1, amelyik méar nem csordulhat tul. -

Zaré megjegyzések 1.) A bizonyitdsbdl az is kideriil, hogy ha 35 pozitiv szdm

egyike sem nagyobb 50-nél, az Osszegiikk 100 és a szamok legkisebbike 1, akkor

ez a lista univerzélis: minden 1 < ¢ < 100 esetén létezik t Osszegii rész. Ha a

legkisebb szam 2, akkor legalabbis minden 2 és 100 k6zé es6 pdros szam kirakhato.

A {32,2,2,...,2} lista mutatja, hogy ilyenkor ennél to6bbet nem is vdrhatunk.
———

34 db

9. feladat. Bizonyitsuk be ezt az dllitdst.

2) ﬁgy tlinik, tényleg eljutottunk egy hatarig. Hasonldéan bizonyithaté, hogy

ha S/2 pédros és S el6all 5
+2
m= |5+

darab S/2-nél nem nagyobb pozitiv egész dsszegeként, akkor ezt az m darab szdmot
két egyenld, S/2 6sszegii csoportra lehet osztani. Az is igaz, hogy ha S nem oszthaté
3-mal, akkor ez az eredmény éles, az S = (m — 2) - 3 + r felbontds m — 1 darab
olyan szdm, amelyek nem oszthatok S/2 6sszegil csoportokba.

Ha S harommal is oszthatd, tehét S/2 paros volta miatt 12-vel is, példdul S =
120, akkor a bizonyitasbdl annyi jon ki, hogy m = 41 darab 60-nal nem nagyobb
pozitiv egész szam Osszegeként felirva ezek a szamok két 60 Gsszegii csoportba
oszthatdk.
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10*. feladat. Jelolje m(120) a fenti tulajdonsdgi m értékek minimumdt; ezek
szerint m(120) < 41. Mennyi m(120)? Ha megvan a vdlasz, akkor hatdrozzuk meg
m(S) értékét tetszbleges pozitiv egész S-re.

Hogyan tovabb? Adott S pozitiv egészre legyen q az S egy valdodi osztdja. Jeldlje
m(q, S) azt a legkisebb pozitiv egész szamot, amelyre teljesiil, hogy valahdnyszor
S el6éll m(q, S) darab, S/g¢-ndl nem nagyobb pozitiv egész Gsszegeként, akkor ezek
a szamok ¢ darab, egyenként S/q Gsszegli csoportba oszthaték. A 10. feladatban
értelmezett m(120) eszerint valéjdban m(2,120).

Lattuk, hogy m(2,100) = 35. Az 1. feladat szerint m(3,60) < 41, illetve
altaldban is m(q,nqg) < 1+ (n — 1)q (Csajbok Bence).

11. feladat. Bizonyitsuk be djra Csajbdk Bence eredményét (ld. az 1. feladat
kornyékét) a megfeleld ,,q-tartdlyos” elakaddsjelzé polinom eldjelvizsgdlatdval.

12. feladat. a) Mennyim(3,99)? b)* Mennyi m(3,6s)?
Utmutatds: vizsgaljuk a megfelel6 elakadasjelz6 polinomot harom tartaly esetén.
Tovabbi feladatok

13. feladat Az Ls listaban az 1,2,3,4,5 szamok fordulnak eld, az i érték gyakori-
sdga f; =5V/i: i=1,2,3,4,5. A lista elemeinek Gsszege tehdt 5 - 5. Bizonyitsuk
be, hogy az Ly lista elemei beoszthatdk 5! darab egyenld, 5 dsszegli csoportba.

Utmutatds: Alkalmazzuk a rendezett sietSs algoritmust.

14. feladat. Bizonyitsuk be, hogy tetszbleges t valds szamra
[2t] [3t] @ [4t] = [5Y]
- - - - < .
[t] + 5 + 3 + 1 + 5 < [5¢]

Utmutatds: Szorozzunk 5l-sal, hasznéljuk az el6z6 feladat eredményét, tovabba a
minden valés z,y szdmra érvényes [z] + [y] < [z + y] egyenl6tlenséget.

15. feladat. Altaldnositsuk a 14. feladatot.

Megjegyzés. Ez az altalanos véltozat a maga idejében nagyon nehéz feladat volt
az amerikai matematikai olimpian. Aztdn, ahogy ez lenni szokott, felbukkant a
Kémalban is.2 A 2004. évi mérciusi szam két megoldést kozol: az elsé Kds Géza
szokdasos varazslata, a masodikban Paulin Roland lényegében explicit médon meg-
adja ennek a nagyon szimmetrikus particiés feladatnak a megoldasat. A 15. feladat
megoldasahoz persze elegendd az egzisztencia.

2 A. 311 feladat
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16**. feladat Legyen s az 1+ 2+ ...+ n dsszeq eqy n-nél nem kisebb osztdja.
Bizonyitsuk be, hogy ekkor az elsé n darab pozitiv egész szamot be lehet osztani s
0sszegt csoportokba.

Megjegyzések. 1.) A 15. feladat egy mdsik vonzé — és dognehéz — varacid. Er-
demes felfigyelni arra, hogy a targyalt esetekhez hasonldéan a trividlisan sziikséges
feltételeken tul itt sincs masra sziikség ahhoz, hogy ennek az igen szabélyos listanak
az elemeit egyenl6 Gsszegli csoportokba lehessen rendezni. Abbdl a bizonyitdsbol,
amelyet ismerek, nem deriil ki, hogy az {1,2,...,n} halmaznak pontosan milyen
tulajdonsdgén milik ez a dolog... )-:

2.) Lazitdsul egy friss (2008. december van) adalék. Az idei Arany Ddniel
versenyen a kezdOk kategdridjanak elsé forduléjaban az egyik feladat azt kérdezte,
be lehet-e osztani az els6 2008 pozitiv egész szamot két egyenl6 6sszegii csoportba.
Az egyik tanitvdnyom, Kabdebd Noémi — sajat bevallasa szerint azért, mert ide-
gességében mindig elszamolta az egyébként trivialis konstrukciét — a koévetkezot
siitotte ki:

A széban forgé 6sszeg péaros, a kis Gauss ki is tudnd szadmolni, mennyi. Jel6lje
az értékét 2s; készitsiink két, egyenként s irméretii tartdlyt és a legnagyobbik 2008-
cal kezdve kezdjiik csokkend sorrendben bepakolni a szamokat az egyik tartalyba.
Ha épp sziniiltig tudjuk rakni, készen vagyunk, ha nem, akkor egy 1 < k < 2008
szdmmal tulcsordul az eljardas. A k-nél kisebb még fel nem hasznalt szamok kozott
ekkor ott van az els6 tartaly telitéséhez hianyzé érték. Tegyiik ezt a helyére és
fejezziik is be a bizonyitast.

3.) Levezetésképpen egy viszonylag kozismert feladatot ajanlok, amely a fenti
kérdések egy lehetséges tovabbi kiterjesztése felé mutat.

Fejtoro. Huszonegy olajoshordd kozil hét tres, hét félig van, hét pedig tele. Helyez-
ztik el a horddokat harom teherauton gy, hogy mindhdrom rakomdnyban ugyanannyi
hordo és ugyannnyi olaj legyen.
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