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EGY OTLET

Alkalmazzuk a Catalan-osszefiiggést!
MOLNAR ISTVAN

Az aldbbiakban egy olyan Osszefliggést mutatunk be, amely gyakran hasz-
nalhaté feladatok megolddsaban, tételek bizonyitasaban. El6bb bizonyitjuk ma-
gat a nagyon egyszeril Osszefiiggést, majd alkalmazzuk kiillénbozo6 tipusu feladatok
(egyenl6tlenségek és oszthatésdgok igazoldsa, hatdrértékek kiszdmitdsa) megoldd-
saban.

Allitas. (Catalan-osszefiiggés.)* Tetszdleges pozitiv egész n esetén fenndll a kovet-
kezd Osszefiiggés:

(1) 1_14_1_1_'_..._'_ 1 _i: 1 +L+...+L.
2 3 4 2n—1 2n n+1 n+2 2n
Bizonyitas.
1_1_’_1_14_4_ 1 _i:
2 3 4 2n—1 2n
:1+1+1+1+...+ 1 +i_2<1+1+1+... i)—
2 3 4 2n—1  2n 2 4 6 2n
—1+1+1+...+i_<1+1+1+...+l>—
2 3 2n 2 3 n
1 1 1
a1l w2 T

Megjegyzés. A bizonyitas egy madsik kozismert médja a matematikai indukcid
modszerével torténik.

* Eugéne Charles Catalan (1814-1894) - belga matematikus
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Alkalmazasok
1. Az els6 alkalmazds egy kozismert feladat. A kiilonb6zé tankdnyvek, példatarak
tobbségében az egyenlbtlenség igazoldasa indukcid segitségével torténik.

Mutassuk meg, hogy ha n € NT ésn > 2, akkor

1 n 1 " " 1 >13
n+1 n+2 on = 24°

Megoldas. Alkalmazzuk az (1) Osszefiiggést.

1 —+ 1 +...+i:1_1+1_1 1 i_
n+1l n+2 2n 2 3 4 2n—1 2n
(Y ) ()
2 3 m—1 -
S (S B A e N A 14>§
- 2 3 4 2 12 12 24 24

(Felhasznéltuk azt a tényt, hogy a zdrdjelekben 1év6 kifejezések kiilonbsége minden
esetben pozitiv szdm).

2. A masodik alkalmazas egy tjabb egyenl6tlenség igazoldsa.

Bizonyitsuk be, hogy ha n pozitiv egész szam, akkor

PR PR N S 1 2<1
23 14 om—1 2n 2

Megoldas. Alkalmazzuk az (1) Osszefiiggést, majd a tovdbbiakban elészor a
szédmtani és négyzetes kozepek kozotti Osszefliggést a kovetkezd alakban: ha
Aq,As,..., A, > 0, akkor

(A1 + Ao+ +A,)° <n(A2+ A3+ +42),
aztan pedig az ismert

(n+k)?>>n+k)(n+k—1)
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egyenlStlenséget, ahol n, k € N*.

1111++112_1+1++12<
3 4 2n—1 2n) \n+1 n+2 2n) —

<n|— SR S
T+ 1)’ (n+2)?° (2n)?

[ 1 1 1
S"mr)n T mrmED +2n(2n—1)}

L +

1 1 1 1

=N e — =n— = —
n 2n 2n 2

1 1 1 1 1
= b —

1
<1-— 4. - =
- 4 +2n—1 2n n—|—1+n—|—2 2n

N =

minden n € N1 esetén.

3. A harmadik alkalmazds a 21. Nemzetkozi Matematikai Didkolimpia (London,
1979) egyik feladata.

Legyenek m és n olyan pozitiv egészek, amelyekre fenndll, hogy

m_11+11++1 1+1
n 2 3 4 1317 1318 = 1319°

Bizonyitsuk be, hogy m oszthato 1979-cel.

Megoldas. Alkalmazzuk a feltétel jobb oldaldra az (1) Osszefliggést.

m (1_1_’_1_1_’_4_ 1 — 1 >+ 1 =

n 3 4 1317 1318 1319

(1 1 1 1
(@—’_T—’_.”—Fﬁ)—’—ﬁ

(1 1 1 1 1 1Y
—(@+ﬁ)+(@+ﬁ)+“+(@+@)—

1 1
=1 [
o7 (660- 1319 + 661 - 1318 toee 989 - 990)
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A zérdjelben 16v6 kifejezés a kozos nevezdre hozés utdn ¢ alaki lesz, ahol a pozitiv
egész és b = 660-661 - - - 1319. Mivel az 1979 primszam és b minden tényezoje kisebb,

mint 1979, ezért b és 1979 relativ primek. Innen az 7 = 19797 egyenléséget atirva

mb = 1979an alakra és felhaszndlva, hogy (b;1979) = 1, kapjuk, hogy az 1979
osztdja kell legyen m-nek.

Megjegyzés. A feladatot egy éltaldnosabb feladatbdl is szarmaztathatjuk.

Legyen p hdromndl nagyobb primszam, q = [%”] (ahol [a] az a valds szdm egész

részél jeloli), valamint legyenek m és n olyan pozitiv egészek, amelyekre fenndll,

hogy
m 1 1 1 1
—=1— =4 - = 4. —1)¢
n 2+3 4+ +(=1)

Ekkor m oszthato p-vel.

4. A negyedik alkalmazds egy Gjabb versenyfeladat, az 57. Putnam verseny (1996)
egyik feladata (lasd példaul [1]).

Legyen p hdromndl nagyobb primszdam és q = [23—”} Bizonyitsuk be, hogy a
p p p
1)+ )=+ ()
Gsszeq oszthatd p2-el.

Megoldas. A feltételek alapjan a feladatban szereplé minden binomidlis egyiitthaté

oszthato p-vel, hiszen a
py__ »
r rli(p —r)!

felirasbdl kovetkezik, hogy a p osztdja a szdmlalonak, de nem osztéja a nevezdnek

(0 () ()

p! p! p! p!
R R e I N IR e
:p+p(p2!—1) +p(p—13)!(p—2) +m+p(p—l)(p—z)!-“(p—qﬂ) _

:p[1+p2—!1+(p—1)3!(p—2)+“.+(p—l)(p—221!--.(p_q+1)
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A kapott felirasbdl kovetkezik, hogy a kért oszthatdsag bizonyitasahoz elegendd
belatnunk, hogy az

p-1 p-V@-2 =D -2 (p-gt+])

S=1+ 31 P

Osszeg oszthatd p-vel.
Ha az S-ben szerepld tortek szamldléiban a megfelelé miiveleteket elvégezziik,
az Osszevondasok utan S atirhatd

pko  pks Dk 1 1 1 -1 1
e T A iy 1— 4= —=4... -1 =
T +q. + 5tz 7t +(=1) .

alakra, ahol ko, ks,...,k; egészek. A 3. feladat megoldds utdn tett megjegyzés
alapjan az

pko  pks pkq 1 1 1 g—11
gDtz Prs o PRe (2ot =
SR E R C R S S A

(k2 | ks kq m

ahol m oszthaté p-vel (azaz m = pl, | € NT) és az n nem tobbszordse p-nek.
Mindezek alapjan

(ke ks ky 1
Sp<§+§+~--+a+g :

ahol egyetlen nevez& sem oszthaté p-vel, tehdt az S oszthaté p-vel.

5. Mutassuk meg, hogy az

1 1

1 1+1 1+ +
an: _— = —_ - — e p— s
2 3 4 2n —1 2n

(n € NT) dltaldnos tagi sorozat konvergens, és szdmitsuk ki a hatdrértékét.

Megoldas. Alkalmazzuk a sorozat altaldnos tagjdra az (1) Osszefliggést, majd a
tovabbiakban az egyenlGség jobb oldalan 4ll6 kifejezést tanulmanyozzuk.

1 11 N 1 N +1
n—1 2n n+1 n+2 on

a,=1—=-+ + -+

N | =
W=
e~ =
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A monotonitast vizsgalva:

Ap+1 — Qp =

1 1 1 1 1 1 1 1

e R P PRy i T Sy R R T
1 1 11 1 1

>0

%+l 242 n+l a1l iz (2n+1)(2n +2)
Tehdt ant1 — an, > 0, bdrmely n € Nt esetén, azaz az {a,} sorozat szigorian
monoton névekva.

A korldtossagot vizsgalva egyrészt
1 1 1 1 1 1 n

= — _ ‘e [ - e = <]_
n n+1+n+2+ +2n*n+1+n+1+ +n—|—1 n+1 ’

n—szer

maésfel6l pedig
1 1 L +1 1+1+ +1 on 1
T n+1 n+2 2n—2n n on  2n 2

n—szer

Tehét % < a, < 1, bdrmely n € NT esetén, azaz az {a,} sorozat korlatos.
Osszefoglalva tehdt az {a,} sorozat szigorian monoton névekvd és korldtos,
igy konvergens.
[rjuk fel az {an} sorozat dltaldnos tagjat a kovetkezSképpen:

N SRS NN S Y AU N SRR
Tl T2 2 n\1+L 142 1+z)
Az el6bbi felirast figyelembe véve azt kapjuk, hogy az {a,} az == +z
a [0;1] intervallum n egyenld részre valé beosztasdhoz tartozé Darboux-féle alsé

fiiggvénynek

integralkozelité dsszege. Mivel az - fiiggvény monoton a [0; 1]-on, ezért integral-
haté, igy ha n — oo, akkor

an o /
Tehat

) . o (1111 1 AT
(2) oo ™ T nlos s T3 it oty T T, T

Megjegyzés. A fenti hatdrérték m&s mddszerekkel is kiszamithaté (elemi 1ton,
més sorozatok segitségével, hatvanysorokkal stb.), ldsd példaul [2],[3].

dm = 1n(1+x)]0 =1n2.

6. Ehhez az alkalmazdshoz el6bb egy segédtételt bizonyitunk, mely segitségével és
az b. feladat eredményének felhasznalasaval bizonyos tipusi hatarértékek konnyen
kiszamolhatova vélnak.
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Segédtétel. Ha az {a,} sorozat hatdrértéke A és a By, = byy1 + by + -+ + bay,
b, > 0 dltaldnos tagi sorozat hatdrértéke B, akkor teljestl

nlgrgo(an+1bn+1 + ant2abnia + -+ agnbay) = AB

Bizonyitas. A feltételekbdl adéddéan barmely € > 0 valés szamhoz 1étezik olyan
ne € N, hogy barmely n > n. esetén |a, — A| < e és |B, — B| <e.
Legyen «a,, = a, — A és B, = B, — B, ahonnan

(3) an=oa,+A é B,=p8,+B

Az {a,} és {B,} sorozatok konvergencidjabél adédéan a sorozatok korlatosak is,
tehat 1étezik M > 0 ugy, hogy

(4) lan| <M és B, <M.
A (3) Osszefliggéseket felhaszndlva

Ant1bni1 + Gnpobngo + -+ + aznbon =
= (any1 + A) bpy1 + (g2 + A) byyo + -+ + (a2 + A) bay, =
= Qnt1bng1 + anpabnge + -+ aznban + A(bng1 +bpgo + o+ b2n) =
= Qpp1bpy1 + Angobpyo + -+ aopban + A(Bn + B) =
= Qpp1bpy1 + apyobpyo + -+ aopboy, + AB, + AB

A kapott eredményt, a hiromszog-egyenlStlenséget, az |a,| < €, a |Bn] < &, a
by, > 0 és a (4) egyenl6tlenségeket figyelembe véve, ha az n > n., akkor

|@n+10n+1 + anyobpto + -+ - + agpbay, — AB| =
= |04n+1bn+1 + an+2bn+2 + -+ agpban + Aﬂn| <
< |ant1bnt1] + |anpobnia] + -+ + |a2nban| + |ABn| =
= |ant1]bng1 + [ni2|bnga + - + |a2n|ban + [A]|Bn] <
< e(bns1 +bny2+ -+ bap) +|Ale =
=¢eBp + |Ale <eM + |Ale = (M + |4])
Tehat, ha n > n., akkor
|an+1bn4+1 + Ang2bnia + -+ + agpbay, — AB| < &1,

ahol a €1 = (M + |A|). Innen kévetkezik, hogy

im (@n41bn41 + @niobnio + -+ aznbon) = AB.

n—oo
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Példa. Szamitsuk ki az alabbi hatdrértéket:

lim
n—oo

T isin—l 4
Sin Sin
n+1 +2

+ sin —
Sin — .
2n

Megoldas. A hatarértékben szerepld kifejezés a kovetkezOképpen alakithatd
.om
sin

. 7r .
+ sin + -+ s —
n+1 n+2

T 1
P— 1 1 .
(n+ )Sm<n—|—1> n+1

+ (n+2)sin [ — Lo
n Sln . ...
n -+ 2 n+2
™ 1
mon(2) &
+ (2n) sin o)
Legyen
R B 1 n 1 n n 1
= . ln —_ —_— DR —_—
n =108 n e " n+l n+2 2n
(azaz a segédtételben szerepld b, = %)
Felhasznalva, hogy
. . .om .. osing , .
lim a, = lim n-sin— = lim —* =7 ¢é lim B, =In2,
a segédtétel alapjan kapjuk, hogy
(5) lim (sin —— + sin 4odsin/ ) =nxln2.
n— o0 n+1 n—+2 2n

Megjegyzés. 1. A 6. alkalmazdsban szereplé (5) hatdrértéket altalanositva, ha
p € NT, akkor

lim (n—l—l)p_lsinp T + (n+2)p_1sinp T 4.
n— 00 n+1 n+2

S+ +(2n)P sin? (;—n)} =7P1n2,
ahol az elobbiekhez hasonlé gondolatmenettel élve

. T\P ,
an:(n~sm—) és B, =

n

1

n 1
S on+1
valasztasokat eszkozoljiik.

izt




Egy otlet 133

2. Néhany tovabbi hatarérték, melyek kiszamitasa hasonlé gondolatmenettel tor-
ténhet. Ezt a Tisztelt Olvaséra bizzuk.

. T ™ T
lim (tg—+tg—+-~+tg—)
n—oo

n+1 n+2 2n
_n_ ntl 2n—1

. n n—+1 n + 1 n+2 2n — 1 2n
llm . ...
n—00 n+1 n—+2 2n

. n n+1 2n—1

lim | n— - — =
n—00 n+1 n+2 2n
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