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[r4sunkban feltételezziik, hogy az olvasé ismeri a grafelmélet alapfogalmait,
melyek megtaldlhatok példdul Hajnal Péter konyvében [3]. Sziikségiink lesz azon
Osszefiiggd grafokra, melyeknek harom éliikk van. Nincs sok ilyen graf, 6sszesen csak
harom: a karom, a haromszog, és a harom hosszua 1t. Ezek elterjedt jelclése rendre:

K1,3; C?n P4~

A gréafelmélet allatorvosi lova a Petersen-graf. Hogy miért, arrél mar kényvet
is {rtak [5]. Tudjuk, hogy a Petersen-grafnak 10 csicsa van, minden csics foka 3,
igy éleinek szama 15. Lehet-e tigy csoportositani az éleket 5 részre, hogy minden
rész ugyanaz az Osszefiiggo graf legyen? A fenti dbra mutatja a harom lehetéséget.
Mivel a Petersen-grafban nincs haromszog, ezért egy lehet6ség azonnal kizarhato.
Az igenl6 valasz indoklasara lasd a kovetkez6 abrét.

Ha a vastaggal jelolt utat megfelelen elforgatjuk négyszer, akkor megvaldsul
a kért felbontds. Mindenki prébalja meg maga eldonteni, hogy lehetséges-e hasonlé
felbontéast adni karmokkal.

Legyen H gréfok egy halmaza. Azt mondjuk, hogy egy G grafnak van H-
felbontdsa, ha G éleit olyan részgrafokra tudjuk osztani, hogy mindegyik izomorf le-
gyen egy H-beli graffal. Sokszor H = {H} tehét egy gréffal akarunk ,parkettazni”.
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Ekkor az egyszertibb ,, H-felbontdsa G-nek” szohasznélattal és jeloléssel dolgozunk.
Mindig feltessziik, hogy G csicsainak szama n, és H élszama osztja G éleinek
szamat.

Izgalmas (és valdszintileg jéval korabbi) kérdés annak vizsgélata, hogy egy
sikgeometriai alakzat mikor bonthaté fel kettd, harom, négy stb. egybevagd alak-
zatra. Adunk most két ilyen fejtorét. Jatékos kedvii olvaséinknak javasoljuk Martin
Gardner konyvét [2], amelyben tovédbbi példak taldlhatdk.

1. Egy gazdag foldtulajdonos haldla utdn négy fia egy nagy L alaku foldet 6rokolt.
Adjunk egybevagd darabokat az 6rokosoknek.

2. Osszuk fel két egybevagd darabra a kovetkezd alakzatot:

Visszatérve a grafokhoz, a legegyszeriibb ilyen tipusu kérdés az, hogy minden
Osszefiiggd, paros élszamu graf felbonthaté-e 2-éli utakra? Erre igenld a valasz.

1. Lemma. Minden olyan dsszefiiggd grdf, amelynek pdros sok éle van, felbonthatd
2-éld utakra.

Bizonyitas. A 2-élii utakra elterjedt a ,cseresznye” elnevezés. A bizonyitas Otlete
a kovetkezd [4]. Pakoljunk rd a gréfra taldlomra olyan sok cseresznyét, amennyit
sikeriil. Ha ez egy felbontds, akkor készen vagyunk. Kiilonben kimaradt paros sok
él. Ezek kozil legyen ketto e és f. Mivel a graf Osszefliggl, ezért létezik 1t e és f
kozott. Vegyiik az Osszes e és f parokhoz tartozo ilyen utak koziil a legrévidebbet,
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legyen ez P. A P tutban szerepelnek cseresznyék és fél cseresznyék. Vegytik hozza
az utobbiak masik felét is P-hez.

Az e élet a szomszédos éllel, legyen ez ey, egyesitsiik cseresznyévé. fgy az
e1-et tartalmazo cseresznye masik éle par nélkiill marad. Egyesitsiik 6t az tton
kovetkezé éllel, stb., ahogyan a fenti dbran lathaté. Meggondolhatd, hogy ezen el-
jarassal sikeriil a cseresznyék szamat eggyel megnovelni. Végiil az Gsszes él parokba
szedheto. -

A kovetkez6 1épésben azt vizsgalhatnank, hogy egy G grafnak van-e Py-

felbontasa, ha G élszama harommal oszthaté. Mindenki latja, hogy itt is fel kell
tenniink, hogy G legyen Osszefiigg6. Tekintsiik most a kovetkezo grafokat:

Mindenki meggy&zodhet réla, hogy ezeknek nincs Py-felbontasa. Van aki arra
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is raérez, hogy ennek az is oka, hogy a fenti grafokban van olyan él, amelyet elvéve
a graf szétesik két részre. Azon grafokat, amelyekben nincs ilyen él, kétszeresen
élosszefiiggd grafoknak hivjuk.

Jinger, Reinelt és Pulleyblank [7] azt a kérdést vizsgalta, hogy milyen grafok-
nak van { Py, Cs, K1 3}-felbontdsa. Tehdt olyan részekre akarjuk a graf éleit osztani,
melyek Osszefiiggek és harom éliik van. Megmutattak, hogy minden olyan kétsze-
resen élosszefiiggo graf felbonthatd, amelyben az élek szama harommal oszthato. A
felbontasokban P, és K 3 jol kiegészitik egymdst. Viszont, ahogy azt mar lattuk
is, van amikor Cs-at nem is tudunk haszndlni, hiszen a grafban nincs egyaltalan
haromszog. Erre jol ismert példa a 2-szinezhetd grafok, amelyeket paros grafoknak
is hivunk. Ezekben nincs paratlan hosszu kor.

A haromszogmentes grafokra érdekes lenni eldénteni, hogy melyek azok, ame-
lyek felbontdsdhoz elegendd csak az egyik épitékovet haszndlni. A tovabbiakban
ehhez kapcsolodd kérdéseket vizsgdlunk. Jiinger, Reinelt és Pulleyblank a kovet-
kez6, maig megoldatlan problémat is felvetették. Ebben csak utakat engednek meg,
viszont haromszogmentes grafokon elég probélkozni. (Gyanus a sejtésben, hogy a
sikgraf feltétel nem hagyhaté el.)

2. Kérdés. ([7]) Igaz-e hogy minden kétszeresen élésszefiiggd, pdros, sikgraf, mely-
nek élszama hdrommal oszthatd, felbonthaté haroméld utakra?

Nézziik, hogy milyen gréfokra tudunk biztosan Py-felbontdst adni. A kovet-
kez6 egyszerii allitast mar sokan felfedezték.

3. Lemma. Legyen G eqy kétszeresen éldsszefiiggd grdf, amelyben minden csics
foka 3. Ekkor G-nek van Py-felbontdsa.

Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy G éleinek szdma oszthaté 3-mal. A kétszeres
élosszefiiggbség miatt G-ben van teljes péarositds. Ez Petersen tétele, ami meg-
taldlhaté [3] 123. oldaldn. Legyen ez a teljes pérositds M. Ekkor G-bdl elhagyva
M éleit egy 2-regularis grafot kapunk. Azaz G — M korok unidja. Irdnyitsuk most
ezen éleket ugy, hogy iranyitott koroket kapjunk. Ekkor az eredeti G graf min-
den cstcsara pontosan egy kimeno6 él illeszkedik. Ragasszuk most hozza az M-beli
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élek végpontjaihoz a beldlik kifelé induld egy-egy élt. Az irdanyitast most elfelejtve

kaptuk a G graf egy Py-felbontasat. -

Az el6z6 bizonyitas alapotletét fogjuk ismét hasznalni. Egy sikgrafot maxi-
malisnak hivunk, ha barhogyan is adunk hozza egy 1j élet, a keletkez6 graf mar
nem sikgraf. Egy ilyen maximélis graf minden tartomanya héromszog, és 3n — 6
éle van. fgy természetes jelolt arra, hogy az éleit izomorf 3-éli grafokra bontsuk.

4. Tétel. [Haggkvist, Johansson] Minden legaldbb 4 csicsi mazimdlis sikgrdfnak
van Py-felbontdsa.

Bizonyitas. Legyen G egy graf a fenti tulajdonsdgokkal. Ekkor G duédlisa egy 3-
regularis 2-Osszeflige6 H graf. Ekkor, Petersen tétele miatt, van H-ban egy M
teljes parositds. Elhagyva H-bol az M-beli éleket, korok unidjat kapjuk.

Csindljunk ezen korokbél iranyitott koroket. Azon korok, melyek a végtelen
tartomdnnyal hatarosak, kapjak a sik irdnyitasanak megfeleld iranyitast. Azok
a korok, amelyek az els6 lépésben iranyitott korck belsejében a hatdron vannak,
azok kapjak az ellentétes iranyitast. Ezt folytassuk, amig kell. Vegytlik észre a
kovetkez6t: A H dudlisban azok az élek, amelyek dthaladnak egy e élre illeszkedd
két haromszog-tartomanyon, ellentétesen vannak iranyitva.

Minden e € M esetén ragasszuk hozzd e-hez azt a két H-beli élet, amely kifelé
van irdnyitva az e végpontjaibdl. Igy kapjuk a H gréaf egy P,-felbontasdt. Ezeknek
az éleknek megfeleld élek a G grafban szintén egy Py-felbontast adnak. Csak azt kell

latnunk, hogy sem karom sem hdromszog nem keletkezhet, az iranyitdsok megfeleld
vélasztdsa miatt. -

Karom-felbontasok leirhaték iranyitdasok segitségével. Ha egy G grafnak van
karom-felbontésa, akkor G élei iranyithaték a kovetkez6 médon. A felbontasban
szereplé minden karom éleit irdnyitsuk a karom 3-foku csicsabdl kifelé. A keletke-
zett irdnyitott grafban minden kifok kongruens 0 (mod 3). Forditva is, ha G-nek
van ilyen iranyitdsa, akkor megkonstrudlhaté a karom-felbontas. Ezen Gsszefiiggés
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motivalta, hogy felbontasokat ne kozvetleniil, hanem a graf éleinek iranyitdsaval
keressiik. Ezért érdemes tanulmanyoznunk grafok éleinek specidlis iranyitasait.

Ha v egy irdnyitott graf olyan csticsa, amelyre d*(v) = d~ (v) (mod 3), akkor
azt mondjuk, hogy az irdnyitas kiegyensulyozott v-ben. Egy G graf iranyitdsat
Tutte-iranyitdsnak hivjuk, ha minden cstics kiegyensilyozott.

5. Lemma. Minden, legaldbb 6t csicsi G mazximdlis sikgrdfnak van Tutte—irdnyi-
tasa.

Bizonyitas. Brooks egy tétele azt mondja ki, hogy egy graf csicsai jol szinezheték
annyi szinnel, amennyi a legnagyobb fokszdm a grafban. (ez az 4llitds megtalalhatd
[3] 173. oldaldn). Brooks tételét alkalmazva a G sikgraf dudlisira kapjuk, hogy
G tartomanyai jol szinezheték 3 szinnel. Vegylink egy ilyen 3-szinezést. Ennek a
segitségével definidljuk a G éleinek irdanyitasat a kovetkezOképpen. Minden élre két
haromszog illeszkedik. Egy adott e él esetén, gondolatban forgassuk gy a gréfot,
hogy e legyen vizszintes, ekkor a két haromszoget nevezziik alsénak és felsonek. Ha
az alsé hdromszog szine i, és a fels§ hdromszog szine i+ 1 (mod 3), akkor irdnyitsuk
az e élet jobbrdl balra. Ellenkez6 esetben balrdl jobbra. Vizsgaljuk most meg, hogy
egy tetszOleges v csicsban hogyan alakul az élek irdanyitasa. Tegyiik fel, hogy a T
tartomany egyik csticsa v, és T szine 1. Ekkor T-bdl indulva bejarhatjuk a v-vel
szomszédos tartomanyokat, mondjuk az éramutatd jarasaval ellentétes iranyban.
Ekkor az élek iranyitasat meghatarozza a bejart tartomanyok sorrendje. Képzeljiik
el most, hogy csak harom tartoméany van, és ezek szine a fenti koriiljaras szerint
1,2,3. A v koriili bejarast szemléltethetjiik gy, hogy ezen a harom tartoményon
mozgatunk egy zsetont, az éppen aktudlis tartoméany szine szerint. Ekkor a v-
t koriljarva a zsetonunk oda-vissza, korbe-korbe mozoghat. De a lényeg, hogy
az 1 szini mezobdl indult, és az 1 szinli mezébe érkezett. Ezért az éramutatd
jarasaval megegyez0 1épések, és az ellentétes iranyu 1épések szamanak kiilonbsége
3-nak tobszorose. Igy minden v csticsra d*(v) = d~ (v) (mod 3). -

6. Lemma. Minden G maximalis sikgrdifnak van karom-felbontdsa.

Bizonyitas. Az otlet a kovetkezo. Felhaszndljuk azt az egyszerti eredményt, hogy
minden sikgraf felbomlik legfeljebb 3 erdé uniéjara [8]. Utdna elérjiik, hogy minden
erd6 pontosan két fabol dlljon. Tovabbd, legyen két olyan csticsa G-nek, amelyek az
emlitett hat fat lefogjak. Azaz harom fa tartalmazza z-et és harom fa tartalmazza
y-t. Ekkor irdnyitsuk G éleit a megfelels fakban z és y felé. igy minden fdban
minden csucs kifoka 1 lesz, kivéve z-et és y-t. Ezen két csucs kifoka 0 lesz, az egész
irdnyitott G-ben is. Viszont minden mas csics harom erdében lesz benne, igy a
kifoka pontosan 3. Ez pedig éppen egy karom-felbontés.
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Hatra vannak még a részletek. Tudjuk, hogy G-nek 3n — 6 éle van. Ezért a
hérom erd§ élszdma (n—1,n—1,n—4), (n—1,n—2,n—3) vagy (n—2,n—2,n—2).
Az utolso lehet6ség azt jelenti, hogy a harom erdé mindegyike két fabol all. Ezt
szeretnénk elérni. Ha valamelyik D erdé > 3 fabdl all, akkor valasszunk ki két
kiilonb6z6 komponenst. Vegyiik észre, hogy ekkor van olyan éle G-nek, ami a
felbontasban egy T feszit6faba keriilt, és D ezen két komponense k6zott megy. Ezt
az élet a feszit6fabdl athelyezve D-be kapunk egy T’ és egy D’ erddt. Ezek koziil
T’ biztosan két fabdl all, és D’ is ketté vagy hdrom fadbdl. Ezt a triikkkot esetleg
még egyszer alkalmazzuk. Igy kapjuk a kivant felbontdst, amelyben minden erdé
két fabdl 4ll.

Azt is szeretnénk még elérni, hogy legyen két gyokércsics, amelyek 3-3 kiilon-
b6z6 faban vannak. Ez altaldban teljesiil. Egy kis probléma lehet csak. Koénnyt
latni, hogy mindenképpen van két olyan erdd, amelyre taldlunk két csticsot, ami
két-két kiillonbozo faban van. Legyen x € Ty NT5 és y € To N Ty. A harmadik
erd6 két faja azonban lehet olyan helyzetii, hogy az egyik csicshalmaza megegye-
zik (Th NT5) U (To N Ty)-vel. Ekkor ismét élathelyezéseket kell csindlnunk, ami ezt
a helyzetet feloldja. Az olvasé ellenérizheti, hogy ez mindig lehetséges. -

Az el6z6 két Lemma eredménye mutatja a karom-felbontdsok és a Tutte-
irdnyitasok kozti hasonlésagot. Persze, a bizonyitas kiillonbozésége 6vatossagra int,
hogy a két fogalom nem ugyanaz. A mélyebb Osszefliggés és egy kozos dltalanositas
a témadja [1]-nek.

7. Sejtés. Ha G egy 4-szeresen él-dsszefiiggé sikgraf, amelynek élszama 3-mal
oszthato, akkor G-nek van karom-felbontdsa.

Gondoljuk meg az eggyel kisebb él-Osszefiiggéséget. Egy 3-regularis G grafnak
akkor és csak akkor van karom-felbontdsa, ha G paros graf. Hiszen egy ilyen grafnak
2k csucsa és 3k éle van. Ezért a felbontdsban k darab karomnak kell szerepelnie, és
a karmok kozéppontjai fliggetlen halmazt alkotnak. Meggondolhatd, hogy létezik
3-élosszefiiggo, 3-regularis sikgraf, ami nem péros graf. Ebbol a szempontbdl a 7.
Sejtés éles.

Nem tinik indokoltnak a sejtésben a sikgraf feltétel. Kinalja magét az az
erOsebb allitas, hogy

8. Sejtés. Minden 4-szeresen él-dsszefiiggd grafnak van karom-felbontdsa.

De ez nem igaz. Vegyiik a K4 teljes graf harom diszjunkt példanyat. Minden
par kozé hiizzunk be még két-két élet gy, hogy egy 4-regularis Gy grafot kapjunk.
Ennek a 4-szeresen él-6sszefiiggd grafnak 12 csicsa és 24 éle van.
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Tegyiik fel, hogy Gg-nak van karom-felbontasa. Ennek nyolc karombdl kell
allnia. Minden karom éleit iranyitsuk a levelek felé. Az igy kialakult irdanyitott
grafban van négy nyeld, azaz olyan csics, melyb6l nem indul ki él. A skatulya-elv
miatt ezek koziil ketté ugyanabba a K4-be esik. Ez viszont lehetetlen, hiszen akkor
megy koztiik él, ami nem indulhat ki két helyrdl is. Ez az ellentmondas igazolja,

hogy Gg-nak nincs karom-felbontésa. -

Feladat. Mutassuk meg, hogy eqy megfeleld élszami toruszhdlonak van karom-
felbontdsa.

Végiil kitiiziink egy nehezebb feladatot, aminek megolddsahoz a cikkben sze-
repld otletek jol hasznalhatok.

Feladat. Minden 3-requldris grdf élhalmaza felbonthato legfeljebb 4 hosszi utakra
19y, hogy minden csics valamelyik it végpontja, és valamelyik it belsé pontja. (Az
ilyen tulajdonsdgu felbontdst kiegyensilyozottnak nevezzik)

Megjegyzés. Az utak hossza nem csdkkenthet6. Van olyan 3-reguldris gréaf, amely-
nek nincs kiegyenstlyozott felbontasa legfeljebb 3 hossza utakra. Egy ilyen graf
lathatd a kovetkez6 abran.
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Vegyiik észre tovabba, hogy a 3. Lemma miatt minden kétszeresen élossze-

fiiggd 3-regularis grafnak van kiegyensulyozott Py-felbontasa.

(1]
2]

3]
[4]

[5]
[6]
[7]

8]

Irodalom

J. Barat, C. Thomassen, Claw-decompositions and Tutte-orientations. J. Graph
Theory 52 (2006) 135-146.

M. Gardner, Penrose Tiles to Trapdoor Ciphers. Mathematical Association of Ame-
rica, Washington DC, (1997), x+319 pp.

Hajnal P., Grafelmélet. Polygon jegyzettar, Szeged, (1997) x+296 pp.

N. Hartsfield, G. Ringel, Pearls in graph theory. A comprehensive introduction.
Academic Press, Inc., Boston, MA, (1994), x+249 pp.

D.A. Holton, J. Sheehan, The Petersen graph. Cambridge University Press, Camb-
ridge, (1993), viii+353 pp.

R. Héggkvist, R. Johansson, A note on edge-decompositions of planar graphs. Disc-
rete Math. 283, (2004), 263-266.

M. Jiinger, G. Reinelt and W.R. Pulleyblank, On partitioning the edges of graphs
into connected subgraphs. J. Graph Theory 9, (1985), 539-549.

C.St.J.A. Nash-Williams, Decomposition of finite graphs into forests. J. London
Math. Soc. 39, (1964), 12.

Bardt Jdnos, SZTE, Bolyai Intézet, Szeged, Aradi vértanik tere 1.,
barat@math.u-szeged. hu



26



