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Ezen cikk els6 véltozatat tobb éve irtam. A Polygon 2000. évi 1. szamaban
jelent meg Filep Léaszlé cikke [F], melyben a valés szdmok tanitdsanak lehet&ségeirdl
esett sz6. Ez a cikk inditott arra, hogy leirjak néhany gondolatot a valds szamok
teljességérdl és azok tanitasarél. A Polygon jelen szémaban jelenik meg Honti
Dénes cikke, amely ugyanezt a kérdéskort mas kiindulopontbdl térgyalja. Bar
témank és kovetkeztetéseink is gyakran hasonldak, igy gondolom, a két mas iranyu
megkozelités onmagaban is érdekes lehet.

A valds szamok szokasos felépitéseiben hol axidmaként szerepel az arkhimé-
deszi tulajdonsag, hol bizonyitjak. Jelen cikk célja annak a vizsgalata, hogy mi
ennek a tulajdonsdgnak a szerepe. Latni fogjuk, hogy a teljességi axioma egyes
alakjai megkivanjak e tulajdonsdg posztulalasat, masok nem. Ugy gondolom, ez
az Osszefoglalds hasznos lehet, hiszen az analizis kiilonb6z6 tankonyvei (ezekben
taldlkozunk a legtobbszor a valds szdmok fogalmanak {6lépitésével), az alapok ap-
r6lékos részletezése helyett, gyorsan kiépitik a konvergencia és/vagy a folytonossdg
teljes elméletét.

Cikkiink 4. és 5. szakaszdban megvizsgédljuk, vannak-e ,nemarkhimédeszi”
struktirak, és ha vannak, milyenek.

1. A valds szamok tanitasardl

A valés szamok fogalménak tanitdsa a kozépiskoldban, de még az egyetemen
is, igen nehéz feladat. Ugy gondolom, ezt az elvi nehézséget nem szabad eltakarni.
Természetesen a kidolgozas alapossdga iskolatodl, csoporttdl fiiggden valtozhat. A
legtobb kozépiskoldban alighanem be kell érniink valamilyen szemléletes illusztra-
ciéval, de ekkor is jelezniink kell, hogy itt egy mély problémaan léptink at.

A valds szamok bevezetésének lényegében két utja van, az axiomatikus és a
konstruktiv. Vegytiszta formajaban mindkett6 elég nehéz ahhoz, hogy egyediiliként
alkalmazhassuk.

Mint [F]-ben is olvashatjuk, a tisztdn axiomatikus mdédszer életidegen, nem
felel meg a fogalmak fokozatos kifejlédésének. (Sem a matematika torténeti fejlé-
désének, sem a tanulményaink sordn benniink végbemend ,lélektani” fejlédésnek.)
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Radasul az axiomarendszer feldllitasa utdn, meg kell vizsgalnunk, kielégitheto-e;
és ha igen, kielégithetik-e 1ényegesen kiilonb6z6 struktirak? Egyik bizonyitas sem
végezheto el azon a szinten, ahol mar sziikségiink lenne a valds szam fogalmara.

Kovessiik a konstruktiv utat? Ekkor példdul a racionélis szamok megkonst-
rudldsakor kiindulunk az egész szdmokbdl alkotott (a, b) rendezett parokbdl, majd
értelmezziik az Osszeaddst: (a,b) @ (¢,d) := (ad + be,bd) ... Miért pont igy ér-
telmezziik? Ez bizony ,Deus ex machina”, aligha van ré jobb vélasz, mint arra
hivatkozni, hogy (a, b) valéjdban az (,ismert”) ¢ tortet jelenti ... Es mire a végé-
re jutunk, teljesen elszakadtunk a szemlélettél, hiszen a valds szamokra altalaban
ugy gondolunk, mint tizedes tortekre, a szdmegyenes pontjaira, vagy csak egysze-
rilen ,szdmokra”, nem pedig mint (pl.) a raciondlis szdmok halmazénak bizonyos
osztélyozdsaira (ahol a ,raciondlis szdmok” egész szdmokbdl képezett parok ekvi-
valenciaosztélyai stb.).

Ugy gondolom, a kozépiskoldban, az egyetem alsébb évfolyamain a legegy-
szer(ibb, ha valamiféle fél- (vagy negyed-) axiomatikus utat kovetiink. Felsorolunk
bizonyos tulajdonsdgokat, melyeket a valds szamoktdl elvarunk, de az ellentmon-
désmentességet és az egyértelmiiséget csak kimondjuk. Természetesen az axiémak
kimondaésa el6tt a lehet6 legtobb példaval és feladattal kell el6késziteniink azokat,
megfogalmazasuk utan ujra példakkal és bizonyitdasokkal kell terjedelmiiket, hasz-
nossagukat illusztrdlnunk. A konstruktiv utat alighanem csak az egyetem fels6bb
évfolyamain jarhatjuk végig, de az alsébb szinteken is tehetiink, s6t, célszerii is
tenniink egy-egy nem til bonyolult konstruktiv 1épést (egy kozépiskolds szakkor
példaul elég érett lehet arra, hogy absztrakt modon is megkonstrudlja a természe-
tes szdmokbdl az egész szamokat).

2. Egy axidmarendszer

Algebrai tulajdonsdagok

Legyen K egy algebrai test, azaz ,értelmezett rajta a négy alapmivelet a
szokdsos tulajdonsiagokkal”. A pontos axiémarendszert most nem adjuk meg, ez az
algebra tankonyveiben megtalalhaté. Megjegyezziik viszont, hogy az egységelemet
1-gyel jelolve, értelmezhetck 2 :=1+1, 3,4, ..., %, %, ..
az a +a =: 2a, 2a+a =: 3a, ...; a-a =: a®, a®-a =: a® ... jeloléseket, és
érvényesek a szokdsos azonossigok is (ezek némelyikének bizonyitdsa a formalis
mddszer j6 gyakorldsa lehet).

., valamint hasznalhatjuk

Rendezettség

Legyen adott K-n egy (<-bel jelolt) teljes rendezés, azaz Va,b,c € K-ra la)
ha a < bésb < ¢, akkor a < ¢, és 1b) az a < b, b < a, a = b reldcidk koziil
pontosan az egyik teljesiil. Ez a rendezés legyen az alapmiiveletekkel kompatibilis,
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azaz Va,b,c € K esetén, 2a) ha a < b, akkor a + ¢ < b+ ¢, valamint 2b) ha a < b
és 0 < ¢, akkor ac < be.

(Erdekes lehet a masik szokdsos felépités is, amelyben csak a pozitiv szamok
halmazat jeloljiik ki: ekkor a rendezést a miiveletek segitségével definidlhatjuk.)

Jegyezziik meg, hogy a rendezés fogalma segitségével értelmezhetok az inter-
vallumok (pl. [a,b) == {z € K : a < z < b}), a félegyenesek (pl. (—o0,b) :=
{zx € K : 2 < b}), a (K-beli) sorozatok monotonitdsa, a korldtossag és a legkisebb
fels6 korlat fogalma is (sup H = ¢, ha Vh € H esetén h < ¢, és V' < ¢ esetén
Jh € H, amelyre ¢ < h). Az viszont nyitott kérdés, hogy van-e legkisebb fels§
korlatja valamely H C K-nak. Egy teljesen rendezett test azonban sziikségképpen
stirti, barmelyik két a,b € K eleme kozott is van elem, példdul %(a +b).

A K testet arkhimédeszi tulajdonsdginak nevezzik, ha a # 0 esetén az (na)
szdmtani sorozatok nem korldtosak. Latni fogjuk, hogy mind a supremum létezése,
mind az arkhimédeszi tulajdonsag teljesiilése inkabb a ,teljesség” kérdéskoréhez
tartozik.

Teljesség

Miel6tt a teljességi axidéma” kiilonbozo alakjait megadnank, még két defini-
ciéra lesz sziikségiink.

Azt mondjuk, hogy az a,, K-beli sorozat konvergdl az a € K-hoz, ha Ve > 0,
€ € K esetén van olyan v, hogy Vn > v értékre —¢ < a, —a <e. Egy H C K
halmaznak a ¢ € K torldddsi pontja, ha barmely (a, §) 3 ¢ nyilt intervallum esetén
a {H N (a, )} halmaz végtelen szdmossdgi. Ennek megfelelden, az a, K-beli
sorozatnak a ¢ € K torlddési pontja, ha barmely («, 8) 3 ¢ nyilt intervallum esetén
végtelen sok n értékre igaz, hogy a, € («, 3).

Tekintsiik a kovetkezo allitasokat:

1. Allitas. K -ban barmely monoton névekedd, felilrdl korlatos sorozat konvergens.
Nyilvéan az allitas ekvivalens a monoton csokkend, alulrél korlatos sorozatokrol

sz6l6 parjaval.

2. Allitas. Ha H C K nemiires és feliilrél korldtos, akkor van legkisebb felsé korlatja

(felsShatdr-tulajdonsdg).

Most is megjegyezhetjiik, hogy az alulrdl korlatos halmazok legnagyobb alsé

/////

3. Allitas. Ha adott egy [a,b] C K zdrt intervallum, és I, = (o, B,) nyilt inter-
vallumok egy olyan rendszere, hogy egyesitésik tartalmazza (lefedi) [a,b]-t, akkor
kivdlaszthato kozilik véges sok olyan Iy, ..., I, intervallum, hogy mdr az 6 egye-
sitésik is tartalmazza [a,b]-t (Heine—Borel-féle lefedési tétel).
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4. Allitas. Ha H C K korldtos és végtelen (szdmossagii) halmaz, akkor van torld-
ddsi pontja (Bolzano—Weierstrass tétel).

5. Allités. (i) Ya € K, a # 0 esetén az (na) sorozat nem korldtos (arkhimédeszi
tulajdonsdg), valamint (i) ha (a,) olyan sorozat, hogy Ve > 0, ¢ € K esetén
van olyan v, hogy Yn,m > v értékre —e < a, — a,, < €, akkor az (ay) sorozat
konvergens (az (ii) rész az un. Cauchy-féle konvergenciakritérium).

6. Allitas. (i) Va € K, a # 0 esetén az (na) sorozat nem korldtos, valamint (ii) ha
[an, byn] zart intervallumok egy olyan sorozata, hogy ¥ n-re [ant1,bnt1] C [an, bnl,

akkor a (N, [an,bn] metszet nem dres (az (i) rész az in. Cantor-féle tétel).

Elegendé foltenni a metszet nemiires voltat. Az ugyanis beldthatd, hogy ha az
intervallumok hossza minden hatdron til csékken, az intervallumoknak legfeljebb
egy kozos pontja lehet.

7. Allitas. Hao A,B C K, A,B # 0 olyanok, hogy AUB = K és ANB = 0,
valamint Va € A, Vb € B esetén a < b, akkor vagy az A-nak van legnagyobd, vagy
a B-nek van legkisebb eleme (A és B a Dedekind-féle szeletek).

Most kovetkezhet cikkiink egyik legfontosabb allitasa:
Tétel. A fenti hét dllitds pdronként ekvivalens.

Miel6tt ratérnénk az ekvivalencidk bizonyitdsara, nézziik meg, mit is jelent ez
eredeti feladatunk, a valés szdmok fogalménak felépitése szempontjabol.

A valds szamok teljességét megfogalmazd axiomaként elsé alkalommal aligha
valasztjuk az 1., 4., vagy 5. A&llitasokat, hiszen a benniik szerepld fogalmak az
algebrai tulajdonsagokon és a rendezettségen kiviil tovabbi definicidékat is igényel-
nek. A Heine-Borel tétel megfogalmazdasa is szokatlan alaki. Megmaradtak a
fels6hatar-tulajdonsag és a Dedekind-axiéma, ezekbdl az arkhimédeszi tulajdonsag
levezethetd, illetve a Cantor-tétel, amelyet axiomanak valasztva, fel kell mellé tenni
az arkhimédeszi tulajdonsag teljesiilését is.

Az analizis tankonyvei altaldban vagy a fels6hatdr-tulajdonsiagbdl indulnak
el, mert talan ebbdl vezethetd le a tobbi sziikséges eredmény a legegyszeriibben,
vagy a Cantor-tételbol, amely nagyon szemléletes a kétoldali kozelitéssel. Ugy gon-
dolom, az egyetem alsébb évfolyamain, kézépiskolai tagozaton/szakkoron jarhaté
Ut az algebrai és rendezési tulajdonsdgok, valamint a 2. és/vagy a 6. allitdsok ki-
monddsa, természetesen minél jobban el6készitve, sok példaval és alkalmazassal
(bizonyitdsokkal, konstrukcidkkal).

Ha (szakkoron, emelt szintii 6rén) részletesen akarjuk targyalni a konvergens
sorozatokat (és erre épiilve a folytonossdgot stb.), az is hatékony ut lehet, ha a
konvergenciafogalom (példdkkal illusztrélt) felépitése utan az 1. 4llitast (a monoton
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és korldtos sorozatok konvergensek) posztuldljuk. Ez is igen szemléletes hdttert,
és konnyen adédik beldle akar a fels6hatar-tulajdonsag, akar a Cantor-tétel.

A matematika fels6bb fejezeteiben gyakran taldlkozunk a 3. és az 5.(ii) 4lli-
tasokkal is. Altaldban teljesnek neveziink egy teret, ha érvényes benne 5.(ii), azaz
a Cauchy-kritérium.

3. Az ekvivalencia bizonyitasa

Ebben a szakaszban bebizonyitjuk az el6z6 szakaszban kimondott ekvivalen-
ciatételt. Bizonyitdsaink a formalis mdédszerek j6 gyakorlasdul szolgalhatnak. Akit
ez nem érdekel, a szakaszt nyugodtan atugorhatja.

1. = 2. Legyen hyg € H és ko H-nak egy felsé korlatja. Ha hg = ko, készen
vagyunk. Ha nem, tekintsiik %(ho + ko)-t. Ha ez H-nak fels6 korldtja, legyen
hy := hg, ky := %(ho + ko), ha nem, legyen hy := %(ho + ko), k1 := ko. Tekintsiik
1(h1 4 ky1)-et ... és igy tovébb, ad infinitum. A kapott (h,) sorozat monton
novekeds, a (k,) csokkend, és Vn : h, < k,, igy (h,) felilr6l korldtos, tehat

konvergens. Belatjuk, hogy A := lim h,, a H-nak legkisebb felsé korlatja. Tegyiik
fel, hogy 3z € H : h < z. Ekkor Vn-re h, < h < z < k,, ebbdl

1
O0<z—-h< (5)"(/60 - ho),

mivel (%)" — 0, (x) kapjuk, hogy © = h, ami ellentmondds. M4dsrészt, ha lenne
a H-nak olyan x fels6 korlatja, amelyre x < h, akkor, mivel lim h,, = h, valamely
n-re x < h,, < h fenn kellene hogy alljon, ami megint csak ellentmondés, mert h,,
nem fels6 korlatja H-nak.

2. = 3. Tegyiik fel, hogy van olyan [a,b] C K zart intervallum, amelyet az
I, = (ay, By) nyilt intervallumok lefednek, de koziilik nem vélaszthaté ki véges
lefedés. Legyen H := {x € [a,b]: az [a,z]-nek van véges lefedése}. H nem iires
(mert a € H), és feliilrdl korldtos (mert b felsé korldtja). Legyen c¢ := sup H.
Van olyan Iy = (ao, fo), amelyre ¢ € Iy. Mivel %(ao +c¢)<e< %(c—l— Bo), 1gy
az [a, %(ao + c)] intervallumnak van véges lefedése, ehhez hozzavéve Ip-t, végesen
lefedtiik az [a, 1(c + Bo)] intervallumot is, ami ¢ = sup H-nak ellentmond.

3. = 4. Tegyiik fel, hogy a H C K olyan korlatos végtelen halmaz, aminek
nincs torlédédsi pontja. Legyenek a és b a H alsé, ill. fels6 korldtai. Egyik x € [a, b]
sem torlodasi pontja H-nak, ez azt jelenti, hogy minden z-hez taldlhatunk olyan,
Ot tartalmazdé nyilt intervallumot, amelynek H-val csak véges sok k6zos pontja van,
ezért taldlhatunk olyan olyan (ay, ;) 3 z nyilt intervallumot is, amely a H-nak
legfeljebb egy pontjit tartalmazza (ti. z-et, ha x € H). Az (ay, ;) intervallumok
egylitt lefedik [a, b]-t, de nem valaszthaté ki koziiliik véges lefedés (hiszen akkor
H-nak csak véges sok pontjat fednénk le).
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4. = 5. Elészor is, legyen 0 < a, és tegyiik fel, hogy (na) korldtos. Ekkor
létezik torléddsi pontja, legyen ez c. Legyen 0 < a/ < 3a. A (c—d/,c+ d)
intervallumban az (na) sorozatnak végtelen sok eleme van, legyen ezek koziil kettd
ap, 68 am, m > n. Mivel ¢ —a’ < ma,na < c+ d, ezért (m —n)a < 2d’ < a,
mésrészt (m —n)a > 1 - a, ami ellentmondés.

Az (ii) rész bizonyitdsahoz el6szor belatjuk, hogy ha az a,, sorozat kielégiti a
Cauchy-feltételt, akkor korlatos. Valoban, ha € := 1, van olyan v, hogy Vn,m > v
esetén —e < a, —am < €, ham:=v+1, akkor —e+a,41 < an < €+ a,41. Tehat
a,, korldtos, igy van torlédési pontja. Ha két torléddsi pontja lenne, ¢ < ¢/, akkor
legyen € := (¢’ —¢), és a (c—¢,c+¢), (¢ —e,c +¢) intervallumokba is végtelen
sok tagja esik a sorozatnak, igy nem teljestilhet a Cauchy-feltétel ezzel az e-nal.

5. = 6. Tegyiik fel, hogy adott [a,,b,] egymdsba skatulydzott zdrt interval-
lumok egy olyan rendszere, amelyek metszete tires. Ekkor %(ao + bp) sem kozos
pont, azaz vagy valamelyik a,, nagyobb, vagy valamelyik b,, kisebb nala. Mond-
juk an, > %(ao + bo), ekkor [an,,bn,] C [%(ao + bo),bol, és Yn > ny esetén is

[an, bn) C [% (a0 + bo), bo], amibél az kévetkezik, hogy
, 1 1
Vn,m>n; esetén — E(bo —ag) < (an — am,), (by — bp,) < §(b0 —ap).

Tekintsiik most az %(%(ao +bo) + bo) értéket. Ez sem kozos pont, ha mondjuk

b, < %(%(ao +bo) + bo), az el6z6hoz hasonléan
, 1 1
Vn,m>ny esetén  — Z(bo —ag) < (an — am,), (by — bp,) < Z(bo —ap).

Es igy tovébb, ad inf. Kapjuk, hogy az (a,), (b,) sorozatok kielégitik a Cauchy-
feltételt, hiszen (x) (bo — ao)(3)™ — 0. Tehét léteznek lima, =: o, limb, =: S,
mivel a,, < by, ezért o < 8, és nyilvan (), [an, bn] 2 [, f] # 0, ami ellentmondas.

6. = 7. Tegyiik fel, hogy A és B olyan szeletek, amelyeknek nincs maximu-
muk, illetve minimumuk. Legyen ag € A, by € B. Tekintsiik %(ao + bg)-t, ha
ez A-nak eleme, legyen a; = %(ao + bg), by = bg, ha B-nek, legyen a; := ayg,
by == 3(ao + bo). Tekintsiik §(ay + b1)-et ... és igy tovabb, ad inf. Mindenesetre
Vn-re [ant1, bnt1] C [an, by], legyen ¢ := ), [an, bn]. Ez a metszet egyelemi, hiszen
(%) (3)™(bo —ao) — 0. A és B szeletek, tehét vagy ¢ € A, vagy ¢ € B. Ha mondjuk
¢ € A, akkor ¢ az A-nak maximaélis eleme, hiszen ha lenne olyan a € A, amelyre
¢ < a, akkor ¢ konstrukciéjabdl kovetkezen lenne olyan b,, amelyre ¢ < b, < a,
ez pedig ellentmondas, hiszen b,, € B, és A, B szeletek, tehat a < b,,. Hasonldan,

ha ¢ € B, akkor ¢ = min B.
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7. = 1. Legyen (a,) monoton névekedd, feliilrél korldtos sorozat. Legyen
B:={be K:(Vn:a, <b)} a fels§ korldtok halmaza, és legyen A := K \ B.
Az A és B halmazok nemiiresek (B-r6l feltettik, és pl. a; —1 € A), ha a € A,
akkor a nem fels§ korldtja az (a,) sorozatnak, igy In: a < a, < b, tehdt A és B
Dedekind-szeletek, 1étezik min B vagy max A, jeloljik ezt c-vel. Tetsz6leges € > 0
(€ K)eseténc—e € A, c+¢ € B, azaz Jv: ¢ — e < a,, a sorozat monotonitdsa
miatt

Vn>v értékre c—ce<a, <a,<c+e,

azaz ¢ = lim a,,.

Aki id4ig jutott e szakasz olvasdsdban, bizonyédra kedveli a formélis érvelése-
ket. Szdmara érdekes lehet, hogy a tébbszor is folhaszndlt (3)" — 0 &llitast ((x)-gal
jeloltiik) kétféleképpen kell bizonyitanunk. Egy teljesen rendezett K testben for-
mélisan érvényes a Bernoulli egyenlétlenség (a szokdsos médon, teljes indukeiéval
igazolhaté), {gy az 5. vagy 6. &llitdst (és benne az arkhimédeszi tulajdonségot)
foltéve, 2" = (14+1)" > 1+ 1-n > 1/e, azaz (—e <)0 < ()" < e, ha n elég
nagy. Az 1. 4llitast foltéve, arra hivatkozhatunk, hogy (%)” monoton csokkend és
alulrél korldtos, tehdt konvergens. Legyen c := lim($)", mivel (3)"*' = ()" -3, a
hatérérték miiveleti tulajdonsigai miatt ¢ = ¢ - &, azaz ¢ = 0.

27

4. Egy példa nemarkhimédeszi rendezett testre

Kombinatorikai feladatok megoldasakor gyakran hasznalunk hatvanysorokat,
generdtorfiiggvényeket. Elegendd itt [H]-ra utalnunk, amely hatvdnysorok segitsé-
gével (is) megadja a Fibonacci-sorozat elemeinek zdrt alakjat. Ezekben a feladatok-
ban altaldban nem vizsgaljuk a szerepl6 sorok konvergencidjat. A legtobb esetben
erre igazabdl nincs is sziikség, ugyanis a folhasznalt tulajdonsigok legtobbje algeb-
rai uton is levezethetd, a formélis hatvanysorok gyuriijének vizsgédlataval, lasd pl.
[N]. Ekkor természetesen meriil fol a kérdés, hogy ezt a gy{iriit ki tudjuk-e testté
boviteni?

Tekintsik az

A=ap+az+ax® + -+ apx™ + - (ar € R)

formélis hatvdanysorok halmazat! Itt az x hatarozatlannak csak kényelmi szerepe
van, tulajdonképpen beszélhetnénk az (ag, a1, as,...) sorozatokrol is. Legyen A =
B&Vn:a, =b,,

A+ B:=(ag +bo) + (a1 +b1)x + -+ (an +bp)z" + -+,

A-B:= (aobo) + (aoln + albo)J? + -+ (aobn 4+ aibp—1+ -+ anbo)x” + -y
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kénnyen ldthaté, hogy halmazunk csakugyan gytiri az F := 1 4+ 0z + 022 + - --
egységelemmel és az O := 0 + 0z + 022 + - - - nullaclemmel.

Prébaljuk meghatarozni A reciprokat, azaz azt a B elemet, amelyre AB = F.
Ez csak akkor létezhet, ha ag # 0, akkor viszont létezik is, hiszen apgby = 1-
bél by = 1/ag, apby + a1bg = 0-b6l by = —aibg/ag, és igy tovébb, a keresett b,
egylitthatékat (rekurzivan) meghatarozhatjuk.

Prébaljuk most értelmezni az A = 0 + --- 4+ 02! + apa® + -+, ap # 0
inverzét! Formélisan A = 2*A’, ahol A’ = ay, + apy1o + -- -, ennek az elemnek a
fentiek szerint 1étezik B’ = by + byx + - - - reciproka, és legyen az A elem reciproka
B=gx"%B azaz B = byz % +biz" ¥t 4. ... Ebbél az 6tletbdl kiindulva, tekintsiik
az Osszes olyan

o0
A= Z anpx”

n—=—oo

elem halmazat, amely ,,balrél véges”, azaz van olyan r, hogy Vn < r esetén a,, = 0.
Az 6sszeadast tagonként végezziik,

A+ B := Z (an + bp)z™,
n=-—oo
a szorzas a fentieknek megfelel6en
A-B= Z cpx™  ahol ¢, = Z agbn_k,
n=-—oo k=—o0

itt a ¢, egyiitthatékra adott képlet valéjaban véges Osszeg. A reciprokképzés az
el6z6 esethez hasonld, ,,balrél kezdve”, rekurzivan a kérdéses egytitthatokat kisza-
molhatjuk. Ellenorizhetd, hogy strukturank valéban test, jeloljik K-val.

A balrdl végességet” kihaszndlva, értelmezhetiink K-n egy (lexikografikus)
rendezést. Ha A # B, legyen k a legkisebb olyan index, amelyre ay # by, és legyen
A < B & ap < bg. Ez nyilvan teljes rendezés, és belathatd, hogy az 6sszeadas és
a szorzas ezzel a rendezéssel monotonak. Erre a K testre tehat mindaz érvényes,
amit a 2. szakasz els6 két pontjaban kimondtunk.

Miel6tt tovabbhaladndnk, prébaljuk meg elképzelni K rendezését! (Az dbrén
szokdsosan ,balra van a kisebb”.)
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c,d>0

_~_(~~0+0:L'+ca;2+-~-)( ot Otcwd - Ot lod- )

(+0+ cx +da* + - ) (< +0+cx+da® - ) +0+4cx+ d12+)

S ) ) Uy

Megfigyelhetjiik, hogy K rendezése fraktalszeriien ,,6nhasonlé”. Azonnal l4t-
szik az is, hogy halmazunk egyetlenegy pici darabja sem 6sszefliggd, hiszen végtelen
sok részre latszik szétesni.

Vizsgaljuk meg, melyek K-ban a konvergens sorozatok.

Ha £ > 0 valés szam, akkor az ey := ---0 4 ex® + 0--- egy K-beli pozitiv
elem. Ha A, — A, akkor a 2. szakasz konvergenciadefiniciéja szerint, van olyan v,
hogy Vn > v esetén

Ay — A= 04 40" 1 4ecb+..., ahol —e<c<e,

azaz, a konvergens sorozatok olyanok, hogy valahonnét kezdve tagjaiknak
(—00)..., (k—1)-edik, k-adik egylitthat6i megegyeznek a hatdrérték-elem egyiitt-
hatoéival, minden k-ra.

Felhasznalva, hogy az ey, elemek pozitivak, valamint a konvergencia fenti jel-
lemzését, konnyfi ellendrizni, hogy halmazunkban teljesiil a Cauchy-kritérium (az 5.
allitds (ii) része), azaz K teljes halmaz. Nem teljesil viszont az arkhimédeszi tulaj-

donsdg, hiszen mondjuk legyen A := ---04+22+0---, ekkornd = ---04+nz?4+0- - -,
amit foliilrél korlatoz ---0 + x + 0- - -. Hasonldéan, tekintsiik a
2 1 2
[0+ 0z+nz®+0--, ~--0+—2+02°+0--]
n

zart intervallumokat. Ezeknek nincs k6zos pontja, hiszen a k6zos pont nem lehet
sem ---0+0z+cz?+0---,sem ---0+cx+022+0--- alakd, hiszen sem n < ¢, sem
¢ < 1 nem éllhat font minden n értékre (c valés szam). Halmazunkra a 2. szakasz
tobbi éllitdsa (7., 1-4.) sem teljesiil, hiszen ezekbdl kovetkezne az arkhimédeszi
tulajdonsag, de a fenti Gtlet alapjan gyakorlasképpen mindegyikre konstrualhatunk
ellenpéldat is.

Egy halmazt akkor neveziink Gsszefiiggének, ha nem bonthaté fel AU B alak-
ban tgy, hogy AN B = AN B = (. Itt A az A halmaz lezértja, azaz az a halmaz,
melyet A-bdl a torléddsi pontjai hozzdvételével kapunk. (A valds szdmok esetében
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pl. a Dedekind-szeletek lezdrtjainak pontosan egy kozos pontja van.) K azon részei,
melyeket a fenti dAbran egy darabnak jeloltiink, topoldgiai értelemben zart részhal-
mazok, hiszen pl. a ---0+cx+---, ¢ > 0 alakid elemek korébdl a hatarérték-képzés
nem vezet ki. Els6 Gtletiink helyesnek bizonyult, K diszjunkt zart darabokra esik
szét.

Az olvasénak mér bizonydra hidnyzik az abszolit érték és/vagy a tévolsig
fogalma. Nem halogatjuk tovabb.
Ha K test, legyen |-| : K — Ry olyan fiiggvény, amelyre Ya,b € K esetén
la] =04 a =0, |ab] = |a| - |b], és |a + b| < |a| + |b| teljesiilnek.

A mi halmazunkban legyen

oo

0] :=0 és ‘ Z anz"”

n=—oo

:=27%  ahol k:=min{n:a, #0}.

Konnyen lathatd, hogy ez a fiiggvény a fenti értelemben abszolut érték. Minden
abszolutérték-fliggvény meghataroz egy tavolsagfogalmat, innen mér a szokasos
titon haladhatunk a kornyezetek és a konvergencia felé. (Mivel |ex| = 2% — 0,
ugyanazt a konvergencia-fogalmat kapjuk, mint az elébb, és ugyanazokra a koévet-
keztetésekre juthatunk ezen az tton is).

Vegyiik észre, hogy a most definidlt abszolut értékre nemcsak a hdromszog-
egyenlétlenség teljesiil, hanem egy erésebb &llitas is: |A + B| < max{|A|,|B|}

5. Nemarkhimédeszi terek

Olyan halmazokon is vizsgalhatunk konvergencidt, amelyeknek egyaltalan
nincs algebrai struktirdja. Ilyenkor (egyik) kiindulépontunk a tdvolsdg (metrika)
fogalma lehet. Az S # () halmazon a d : S? — R tavolsigfiiggvény, ha Va,b,c € S
elemre d(a,b) =0 < a =b, d(a,b) = d(b, a), valamint

d(a,b) < d(a,c)+ d(c,b).

Ebben a szakaszban ([NB] alapjdn) néhdny szét szélunk azokrdl a terekrél,
amelyekben a fenti haromszog-egyenl6tlenség helyett a kovetkezO, erdsebb allitas
igaz:

Ya,b,ceS: d(a,b) < max {d(a, c),d(c,b).}.

Az ilyen tévolsdgfiiggvényeket ultrametrikinak nevezzik. Az el6z6 szakaszban
latotthoz hasonlé nemarkhimédeszi abszolit értékek (azok, amelyekre |a 4+ b] <
max{|al, |b|} teljestl) ultrametrikdt hatdroznak meg.
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Milyen lehet egy ultrametrikus tér geometridja? Mindenesetre az ultrametri-
kus térben nincsenek ,igazi” haromszogek. Cikkiink hatralevé részében az ultra-
metrikus tér koreit vizsgaljuk kedvesindloként (vagy elrettentésként).

A szokdsos médon, ha r > 0 valés szdm, legyen C(a,r) := {z : d(a,x) < r} egy
Lnyilt” korlap. Ha b € C(a,r), akkor a b kézépponti C(b,r) C C(a,r), hiszen ha
x € C(b,r), akkor d(a, ) < max{d(b,r),d(a,b)} < r, s6t, mivel a és b szimmetrikus
szerepliek, C(b,r) = C(a,r). Ezt Ugy is megfogalmazhatjuk, hogy a C(a,r) kor
minden pontja kozépen van! Hasonléan, ha két kor metszete nem iires, akkor az
egyik tartalmazza a mdsikat. Ugyanis, ha C(a,r1) NC(b,12) 3 ¢, és 11 < 1o, akkor
bérmely = € C(a,r1)-re d(b, ) < max{d(b,a),d(a,z)} < ra, azaz x € C(b,rq).

A fenti kérlapokat nyiltnak neveztiik, teljes joggal, hiszen lattuk, hogy bér-
mely pontjuk egy egész kornyezetével egyiitt része a korlapnak, azaz bels6 pont —
de akkor miért az idézéjel?

Tekintsiik a korlap C’'(a,r7) = {z : d(a,z) > r} komplementerét! Ha
b € C'(a,r), tekintsiik C(b,r)-t, ez C(a,r)-rel diszjunkt, hiszen ha lenne z kozos
pontjuk, akkor C(a,r) = C(z,r), igy b € C(a,r), ami ellentmondés. Ezek szerint
az a kozéppontu C korlap C’ komplementere is nyilt, akkor viszont a C' korlap zdrt,
Osszes torlédési pontjat tartalmazza. Vegyiik észre, hogy sikeriilt az ultrametrikus
teret két diszjunkt zart halmazra (C' és C’) folbontanunk, ez azt jelenti, hogy a
tér nem Osszefliggd (sét, barmely pontja barmely mdasiktdl elvélaszthatéd diszjunkt
zart halmazokkal).

Végezetiil, emlékeztetiink arra, hogy minden metrikus térben maga a tér,
valamint az iires halmaz egyszerre nyiltak és zartak is. A fentiek szerint az ult-
rametrikus terekben vannak valddi részhalmazok is, amelyek egyszerre nyiltak és
zartak. Az ilyen halmazokat angolul (closed + open) ,clopen” halmazoknak neve-
zik. Magyarul (nyitott 4+ csukott) nevezhetjik ,nyiti-csuki” halmaznak (kdszonet
feleségemnek a széjatékért), de legérdekesebb a spanyol véltozat: (abierto + cer-
rado) ezek az ,aberrado” halmazok — ha nem is aberrdltak, de eléggé szokatlanok.

Az érdekl6ds olvasé nemcsak a német és a francia véltozatot, hanem tovabbi
érdekességeket, eredményeket és bdséges irodalomjegyzéket is taldl [NB]-ben.
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