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1. Rovid torténeti bevezetés.

Mezopotamia, a ,folyok koze”, a régészeti leletek alapjan mar a Kr.e. VIII.
évezredben is lakott teriilet volt annak ellenére, hogy e vidék és kornyezete egyalta-
ldn nem volt baratsdgos. Nyugaton sivatagok, délen mocsarak ovezték a termékeny
siksdgokat. Kincsekben szegény, még koben és faban is sziikolkodd. A kornyezo
magas hegyek elolvadt hava gyakran okozott pusztité arvizeket, amelyek 6zonviz-
legendék forrasaul szolgaltak. Mindezek ellenére az emberi kultira egyik bolcs6je
volt. Innen eredt harom egyistenhivé vildgvallas: a judaizmus, a kereszténység és
az iszlam. A Kozel - Kelet civilizdcidéja sohasem volt izolalt, magaba zarkézott.
Minden kulturélis vivméanyuk viszonylag gyorsan terjedt at mas vidékekre.

A IV. évezredben! a lakossdg tiilnyomo része mar falvakban, varosokban élt,
amelyek kultikus helyek, templomok koriil jottek létre. A gazdasdg kozpontja is
egy-egy templom (ill. mds kultikus hely) volt. Ezt megel6z6en is létezett mar
néhany népesebb telepiilés, példdul Kr.e. 7000 koriil a Tigrist6l északra (a mai
Kurdisztan teriiletén) Dzsarmo, amelynek 150 lakosa lehetett ekkor, majd mintegy
ezer évvel késébb Jeriko, amely mar igazi varosnak is tekinthet6 a maga kozel 2000
lakosaval. Mindkét telepiilés a mai napig 1étezik. Altaldnossé valt a réz hasznélata,
majd az évezred vége felé mar o6nnal is 6tvozték. Az igy nyert bronz lényegesen
keményebb a réznél, igy hatékonyabb fegyverek készitését tette lehetévé. E korban
késziiltek az els6 kerekes jarmiivek, bar az els6 ,kerék” még négyszogletli volt,
és csak fokozatosan ,kerekedett le”. Ismerték a fazekaskorongot, a korabbi kézi
keramidkat egyre szebb, jobban hasznalhaté eszkozok valtottdk fol.

LA neolitikum (a kékorszak) utolsé idészaka az tijk8kor, amelyet kérézkornak is szokas nevezni,
ugyanis ekkor mar — ha nem is dltaldnosan — rézbdl késziilt eszkozoket is hasznaltak.
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Ebben az évezredben véandoroltak be a sumerok.? Fokozatosan elfoglaltdk a
Tigris és az Eufratesz kozét, elsésorban a délebbre fekvé teriileteket, majd dtkelve
az Eufrateszen tjabb teriileteket foglaltak el magukba olvasztva az Oslakossagot.
Megalapitottdk Ur, Uruk, majd Kis véarosdat. A két el6bbi véaros hosszi harcot
folytatott a hegemdnidért. Megkezdték az Eufratesz csatornazéasat, ontozéses fold-
miivelést folytattak. A templomgazdasagok dllamokkd (varosallamok) fejlédtek.

Kialakult a ,sumer iras”, amely un. képiras, minden szénak kiilon jele volt.
Az ékirasos jeleket lagy agyagbol készitett tablakra frtak kihegyezett naddal, majd
napon megszaritottak. Kés6ébb a fontosabbnak tartottakat kiégették. Erdekes,
hogy sokszor az agyagtdbla mindkét oldaldra irtak. Az irds késébb egyszeriis6dott,
csokkent a jelek szdma. A XIX. szdzad masodik felétél nagy mennyiségben kertiltek
elé ékirdsos agyagtablak. Egyediil az 6si Nippur varosa mellett mintegy 50.000
tablat astak ki.

A TII. évezred vége felé jelentek meg az elsé olyan héditdk, akik a sémi nép-
csoportba tartoztak. Koziiliik a legjelentésebbek a két hullamban érkezett akkadok
voltak, akik a II. évezred elején megszilarditottak uralmukat. Miutan szinte min-
den emlitésre érdemeset megtanultak a sumeroktol, médszeresen kiirtottak azokat.
Az el6bb emlitett nagy menyiségli agyagtabla zome akkad nyelvii.

A Kr.e. XVIIL. szdzad elején alapitotta meg Hammurapi a babiloni birodal-
mat, az Un. Obabiloni Birodalmat. Uralma alatt egyesitette egész Mezopotamiat,
legybzve a tobbi kirdlysdgot. Sztéléjére* vésve fennmaradt torvénygyiijteménye,
amely az okori Kelet legnagyobb hatasu jogi alkotdsa. Ezt ma Hammurapi torvé-
nyei néven ismerjik.

A XX. szézad elején kiteljesedett régészeti foltarasok nyomdan nagyszamu
olyan agyagtabla keriilt el6, amelyeken matematikai targyu szovegek voltak. Ezen
agyagtabldk zome a British Museum, ill. a Yale és a Columbia Egyetemek tulaj-
dona. Megfejtésiikben alapvetd szerepe volt O. Neugebauernek és A. Sachsnak, az
Egyesiilt Allamokban tevékenykedd matematikusoknak [3], [4], [5]. Jelen Gsszealli-
tasunk az 6 kutatasaikra, valamint C. B. Boyer [1], M. Kline [2] és B. L. van der
Waerden [6], [7] konyveire tdmaszkodik.

2. A mezopotamiai szamiras.
Az Obabiloni Birodalom kora lényegében megegyezett az Egyiptomi Koézép-
birodalom koraval. Ez utébbi matematikajarol szamot adé papiruszokat, példaul

2 Ismeretlen eredetii, de minden bizonnyal nem indoeurépai ill. sémi népcsoport.

3 Ebben az idSben a két folyé még kiilén torkolattal rendelkezett, csak jéval késébb alakult ki a
mai forma, a folydk kozos torkolata.

4 Lekerekitett felsé részii oszlop, amelynek alsé részére akkad nyelven vésték fol a torvényeket. A
felsd részen dombormiives dbrazolds 1ldthatd, egy trénuson 1ild isten (vélhetéen Marduk) dtnytjtja
a kirdlynak a torvénypalcat. 1901-ben keriilt el6 Susaban, ahova valamikor a Kr.e. II. évezred
végén vitték 4t.
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a hires Rhind és a moszkvai (Golenisev) papiruszokat mér a XIX. szdzad végén
megtaldltak és meg is fejtették azokat a XX. szdzad elején. Mindezekbdl fejlett
geometria, és hozza képest kezdetlegesebb, nehézkesebb aritmetika tiint elénk.

A mezopotamiai aritmetika nagyrészt azért juthatott az egyiptomiénal lénye-
gesen magasabb fokra, mert — ellentétben az egyiptomival — szamirdsuk helyiér-
tékes volt. A hasznilt szdmrendszer alapszdama azonban nem a tiz, hanem a hatvan
volt. A hatvanas alap megvéalasztdsdanak oka nem ismert. Az azonban erésen valé-
szinti, hogy ebbdl ered az idomérés hatvanas beosztdsa: egy éra hatvan perc, egy
perc hatvan mésodperc, stb.

A mezopotdmiaiak szdmirdsa minddssze két jelet hasznélt, amelyekkel az 1
és a 10 szamot jelolték. Az 1 jele, az ,,6k” | nemcsak 1-et, hanem a 60 barmely
egész kitev8s hatvanyat jelolhette (hatvanados tortekkel is szdmoltak!), mig a 10
jele, a ,sarokpant” « szolgdlt a 60 barmely egész kitevés hatvanya tizszeresének
jelolésére is. E szamirasnak két fogyatékossaga volt: nem volt jele a hatvanados
vesszének és a nulldnak (itt nem a 0-ra mint szdmra, hanem a szadmjegy hidnyanak
jelolésére gondolunk). Az utébbit a kés6bbiekben — a hellenizmus kordban, az
ﬁjbabiloni Birodalom idején — részben kikiiszobolték azzal, hogy az egyes jegyek
kozotti nullak jelolésére egy tjabb jelet vezettek be. A szovegkornyezetbél azonban
a legtobbszor pontosan kideriilt, hogy a jelek mely szamot jelolték. Példaul, az

aldbbi
T < TTT
<
< T1
jelsorozat — ha egész szamnak tekintjik —, akkor egyarant jelolhette az

1 x 60% 4+ 10 x 602 + 20 x 60 + 5 = 253.205,
1 x 602 + 30 x 60 + 5 = 5.405,
60 + 35 = 95

szamokat, de tovabbi lehet6ségek is vannak. Azt, hogy ezek koziil aktualisan me-
lyikrol van sz — mint emlitettilk — a szovegkornyezetbdl deriilt ki.

Ha foltessziik, hogy e jelsorozat nemcsak egész szam lehet, akkor tobbek ko-
z0tt az

1 1 1
1+1 149 —2 B4 4 =
+10x 6071 +20x 607245 x 60 + 51 50 T 00

7
1x60+35><60—1:60E

szamokat is jelolhette.
Vilagos, hogy nekiink ma mar az ilyen szamiras nehézkes, ezért Neugebauer
egy igen egyszer(, tizes alapu atirast vezetett be: a hatvanados szamjegyeket tizes
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szamrendszerbeli szadmokként irta, és vesszével valasztotta el azokat. ,,Hatvanados
vesszOként” pedig pontosvesszot alkalmazott. Igy az elobbi szamokat a kovetkezd-
képp irhatdk:

1,10,20,5 1,30,5 1,35 illetve  1;10,20,5 60;35.

A szamolasok megkonnyitésére tablazatokat készitettek, példaul szorzo- és
reciprok tablazatokat, de igen sok olyan is elGkeriilt, amelyeken egy adott szam
hatvéanyai (pozitiv egész kitevés), vagy szamok négyzetgyokei szerepeltek. A hat-
vanytablakat olykor virtuéz médon alkalmaztak olyan problémak megoldasara is,
hogy egy adott Osszeg adott kamatlab mellett mennyi id6 alatt duplazédik meg.
Szdmos esetben linedris interpolaciét is alkalmaztak! Ezen — 6nmagukban is ér-
dekes — kérdéseket most nem részletezziik.

3. Néhany érdekes feladat, amely masodfoki egyenletre vezet.

Az elkovetkezékben kilenc feladatot elemziink. Eredetileg valamennyi sz6-
veges probléma volt és megtaldlhaté [4]-ben. Néhdny esetben — délt bettivel —
kozoljitk a feladat eredeti szovegét (szogletes zdrdjelbe téve Neugebauer kiegészi-
téseit, amely az egyes tdblak toredékes volta miatt valt szitkségessé) és az eredeti
szoveges megoldést is ugyanigy. Ezeket részben [6]-bdl vettiik at, de sajat interpre-
tacidkat is kozliink [7] alapjdn, valamint egy hasonlatossdgra utaldskor [8] alapjdn.
A hatodik, a hetedik és a nyolcadik feladat szovege és szoveges megoldas részlete
sajat, korhiinek tekintheté megfogalmazas. Véleményiink szerint valami hasonld
lehetett az eredeti is.

1. Feladat (amely egy Szenkereh mellett talalt agyagtdablin olvashatd).
Hosszusdag €s szélesség. A hosszisagot €s a szélességet dsszeszoroztam, €s igy meg-
kaptam a teriletet. Amennyivel pedig a hosszisdg meghaladja a szélességet, azt
hozzdadtam a terilethez, és 3,3[-at kaptam|. Hosszisdg és szélesség dsszeadva pe-
dig 27. Mi a hosszusdg, szélesség, teriilet?

27 3,3 az 6sszegek

15 a hosszusdg

12 a szélesség
3,0 a teriilet

Eljardsod ez legyen: 27-et, a hosszusdg €s a szélesség dsszegét 3,3-hoz add hozzd;
3,30 [az eredmény|. 2-t a 27-hez add hozd; 29 [az eredmény]. 29-bdl letordd a felét;
14; 30-szor 14; 30 [az] 3,30;15. Levonsz 3, 30-at 3, 30; 15-b41; 0; 15 a kilonbség. 0;15
négyzetgyoke 0;30. Az elsd 14;30-hoz add hozza a 0;30-at: a hosszisdg 15. 0; 30-at
a masodik 14;30-bdl kivonsz: a szélesség 14. Azt a 2-t, amit a 27-hez hozzdadtdl,
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14-b6l, a szélességbdl levonod: 12 a végleges szélesség. A 15 hosszusdgot és a 12
szélességet dsszeszoroztam. 15-sz0r 12 [az] 3,0 [ennyi d] teriilet.

A 15 hosszisdg a 12 szélességen mennyivel nyilik til? 3[-mal] haladja meg. 3-at a
3,0-hoz, a terilethez adj hozzad: 3,3[-at kapsz]. [6]

Elemzés. Vildgos, hogy ha a hossziisidgot és a szélességet x,y jeloli, akkor az
zy+zr—y=3,3

r+y=27
egyenletrendszert kellene megoldani. A szamolds mésodik 1épésébdl latszik, hogy
az y szélesség helyett egy 1j 3y’ = y + 2 szélességet vezet be, igy az

xy' = 3,30

rx+y =29

egyenletrendszert oldja meg. Vegyiik észre, hogy ez egy egyszerlibb, standarti-
zalhaté forma, hiszen a két hatdrozatlan Osszege és szorzata adott. A megoldas

ismertetésekor a jobb attekinthet0ség kedvéért egymds mellett szerepeltetjiik az
eredeti szoveges megoldas 1épéseit és a mai szimbolikus szamolast.

97 +3,3 = 3,30 2y = 3,30
2+27=29 x+y =29
!
29 :2 = 14;30 x”;y — 14; 30
N 2
14: 30 x 14: 30 = 3,30; 15 (x;y> —3,30; 15
r+y\?
3,30, 15 — 3,30 = 0; 15 ( 2y> —ay =0;15
/ /
V0,15 = 0; 30 \/<m;y) ay =2 Y —0.30
/ J—
14:30 4+ 0;30 = 15 % ny —z=15
’ S
14:30 — 0;30 = 14 m‘;y —ny —y =14
14-2=12 Y Zo—y=12
f)sszegezve. Egy
xy =P
r+y=a

alaku egyenletrendszert ugy oldottak meg, hogy bevezettek egy 1j w hatérozat-
lant (a két eredeti hatdrozatlan szdmtani kozepétdl valé eltérést), amelynek révén
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egyhatarozatlanossa valt a probléma;:

Lot
r= —a w
2
2
1 1
Yy=—-a—w, w = —a _P
2 2

A megoldasbdl sejthetd, hogy egyrészt ismerték az

(1) (a+0b)? = a® + 2ab+ b?
(2) (a—b)? = a® —2ab+ V?

azonossagokat,? amelyre bizonyitékul szolgdlnak a tovabbi feladatok is, mésrészt
tudniuk kellett négyzetgyokot vonni. A feladatok megoldasanal ugyan tablazatokat
hasznéltak (erre utalnak a megolddsok lefrdsai), de ezeket is egyszer meg kellett
szerkeszteni, el kellett végezni a gyOkvonasokat. Ez utébbit kés6bb megmutatjuk.

Egy mésik agyagtabldn (VAT 6598) szerepl$ probléma hasonlé alakid egyen-
letrendszerre vezet, csak itt a hatarozatlanok szorzata mellett nem az Osszegiik,
hanem a kiilonbségiik adott. A mddszer 1ényegében megegyezett az el6bbivel, ezért

csak mai szimbolikdval vazoljuk azt.

2. Feladat. Megoldands az
xy =P

r—y=d
egyenletrendszer.

Az eredeti szdmoldsbol az vehet6 ki, hogy most a hatdrozatlanok szdmtani
kozepére vezettek be 1j hatdrozatlant. Ha ezt K jeloli, akkor az eredmény (mai
jelolésekkel) a kovetkezd formuldk alapjan adédik, amelyeket tigy kapunk meg, hogy
elszor a méasodik egyenlet négyzetéhez hozzdadjuk az els6t, és végiil négyzetgyokot

d 2
K=\/(5) +r

Mivel ezen szamtani kozéptdl a két hatarozatlan nyilvan %—Vel tér el

vonunk.

d d
—rk+2 —rk-2
. ty Y 2

5 Ezen azonossidgokat el8szor Euklidész bizonyitotta be geometriai forméban, az Elemek 11.4. és
I1.13. Tételeként.
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Az el6bbi eljarasok, mint az ,,0sszeg és kiilonbség mddszere” szerepelnek a Kr.u.
250 koriil élt Diophantosz Aritmetik4jaban.5

A BM 13901 jelii agyagtablan olyan problémék szerepelnek, amelyek masod-
foku egyenletek megolddsat kivanjak. Tekintsiik el6szor a 8. és a 9. problémat.
Mindkettében négyzetek teriiletei Gsszege, valamint az oldalak Gsszege, ill. a kii-

lonbsége szerepel. Ezeket az el6z6 két feladat mddszerével oldottak meg. Neveze-
tesen,

3. Feladat (8. probléma). Megoldands az
22 +y? =8 =21,40
r+y=a=>50
egyenletrendszer.

A szdmolas az mutatja, hogy a mésodik egyenlet négyzetébdl kivontak az elsé
egyenletet, és ezzel ugyanolyan egyenletrendszert kaptak, mint az 1. Feladatban
szerepld, s az ott megismert médon az

|
|
/N
N
N———
. [\

w =
_a
x—§—|—w,
_a
y*E_wa

formuldk altal leirt tton haladtak.

4. Feladat (9. probléma). A mdsodik egyenlet most z — y = d = 10 alaky, s a
megoldas a

formulakkal irhaté le, ugyanigy, mint a 2. Feladatban.

Mindkét egyenletrendszer korabeli stilusi megoldasanak elvégzése j6 gyakorld
feladat az olvasénak.

Vannak azonban ezen agyagtablan olyan problémak is, amelyek megoldasa
meglepi még a tudomanytorténetben bizonyos jartassaggal rendelkez6 olvasot is.

6 Ezen 13 ,kényvet” tartalmazé miinek hosszi ideig csak 6 konyve volt ismert, amelyek el8szor
a XVI. szazad kozepén jelentek meg nyomtatdasban latinul Tartaglia forditdsdban. Azéta szamos
kiaddst ért meg, s egyik XVII. szdzadinak a margdjara irta Fermat legendds megjegyzését. Az
1970-es években 4 tovabbi konyvet taldlta meg egy XIII. szdzadi arab kéziratban.
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5. Feladat (2. probléma). Kivontam a négyzetet a teriletébdl és az 14, 30.

Megjegyzés. Itt (és masutt) a ,négyzet” a négyzet oldalat jelenti.
Az agyagtablan e feladat megoldasa a kovetkezd.

Vedd az 1-et [az egyiitthatdt] és osszad két részre. A 0;30-at szorozd dnmagdval, az
0;15. Ezt add hozzd a 14,30-hoz. A 14,30; 15 [négyzet] gyoke 29;30. Ezt add hozzd
a 0;30-hoz, amit énmagdval szoroztdl. Ez 30, ami a négyzet [oldala). [7)

2 _ g = 14,30 egyenlet, azaz egy x> — ax = b alaku

Elemzés. A probléma az x
egyenlet megoldasat kivanja. A ko6zolt megoldasbdl vilagos, hogy az egyenlet bal
oldaldt teljes négyzetté alakitottdk, ami egyrészt a (2) azonossdg ismeretét, mas-
részt a ma ,mérlegelvnek” nevezett mdédszer ismeretét tételezi f6l. Az utébbirdl
az 1930-as évekig ugy vélték, hogy a Kr.u. VIIIL. szdzadban, mintegy 2500 évvel
késébb élt al-Khwarizmi alkalmazta elészor egyenletek megolddsdban.” Mindezek

2

alapjan az x© — ax = b alakd egyenlet megoldasat az

formula alapjan szamoltédk ki. Fontos azonban hangsulyozni, hogy szamukra alta-
lanos ,formuldk” nem léteztek, kizardlag konkrét feladatokat oldottak meg, mindig
adott mennyiségekkel (szdmokkal) dolgoztak. J6l példazza ezt a kovetkezo feladat
is, amelynek megoldasat csak mai terminoldgiaval, de hatvanados szamokkal irjuk
le.

6. Feladat (7. probléma). A négyzet hétszereséhez hozzdadtam a terilet tizenegy-
szeresét és ez 6;15.

Viladgos, hogy a
1122 4+ 7z = 6; 15

masodfoku egyenletet kell megoldanunk. Ismét négyzetté alakitottdk az egyenlet
bal oldaléat, de ehhez el6bb 11-gyel megszorozték az egyenlet, azaz a

2,122+ 1,17z = 1,8;45
egyenlettel dolgoztak. Ha most ez utébbi egyenletet

ax® +br =c

7 Al-Khwarizmi e médszert al-jabrnak nevezte, és szerepel hires kényvének cimében is.
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alakban irjuk, akkor szamolasuk az

1 +b2 b
J)—a ca ) D)

formuléval irhatd le, azaz mindét eset azt tanusitja, hogy tulajdonképpen ismerték
a ,masodfoki egyenletek gyokképletét”, hiszen aszerint szdmoltak.

Osszeallitdsunkat olyan feladatokkal folytatjuk, amelyek tovabbi tudomény-
torténeti meglepetéssel is szolgalhatnak.

7. Feladat (14. probléma). Két négyzetem teriletét dsszeadtam, 25,25. A mdsodik
négyzet kétharmada az elsé négyzetnek és még 5.

Vildgos, hogy egyrészt a ,négyzet” itt a négyzet oldalanak hosszat jelenti,
tovabba ha x,y jeloli ezeket, akkor az

22 4+ 9% =25,25
y=0;40z 4+ 5

egyenletrendszert kell megoldani.
Az olvasé szdmara azonnal kindlkozik az a megoldés, hogy a mésodik egyen-
letbol y-t az els6be helyettesitjik, igy egy egyhatarozatlanos

a1x2 “+ asx = as

alaki masodfoku egyenletet kapunk. E kézenfekvd 6tletnek ellentmond az az 1930-
as évekik altalanosan elfogadott vélemény, hogy e médszer — a ,behelyettesités”
— bevezetése szintén a Kr.u. VIII. szdzadban élt al-Khwarizmi nevéhez fiz6dik.
Ha megvizsgaljuk a megoldas szévegét, akkor nem kétséges, hogy mar e korban is
ismernitik kellett az al-Khwarizminek tulajdonitott eljarast. Véleményiink szerint
ezt az is alatamasztja, hogy amikor az 1. Feladatban szerepl6, Diophantosz altal
Osszeg mbdszernek nevezett eljardst a kovetkezo feladatnél kiilonbségre is atvitték
(ami szintén Diophantosz egy mddszere) lényegében behelyettesitést végezetek.

Az agyagtdbldn ugyanis a feladatot a kovetkez& szdmoldssal oldottdk meg.
(Az eredeti szdmolast kiegészitettiik.)

1+ 0;40-0;40 = 1; 26, 40,
5-0;40 = 3;20,
25,25 —-5-5=125,0
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Ez pedig nem més, mint azon egyenlet egytitthatdi kiszamitasa, amit az emlitett
behelyettesitéssel kapunk, azaz

z? + (0; 402 4 5)% = 25,25,
amit rendezve
(1+0;40%)2% +2-5-0;40x = 25,25 — 5% = 25,0.
Ezen egyenlet megoldasat az alabbi szamolasokkal végezték el:
1;26,40 - 25,0 = 36, 6; 40,
3:;20-3;20 = 11;6, 40,
36,6;40 — 11;6,40 = 36, 17;46, 40.

Ezutan megadtik a 36,17;46, 40 négyzetgyokét, ami 46; 40, majd igy folytattak.

A gyéknek és annak, amit onmagdval szoroztdl a kilonbsége 43;40. Ha ezt meg-
szorzod 1;26,40 reciprokdval, megkapod az egyik négyzetet [a négyzet oldaldt], ami
30. A mdsik négyzet [oldala] pedig 25.

Az olvasé szdmaéra hasznos lehet a reciprok meghatarozasa hatvanados alak-
ban, mi nem részletezziik. Az azonban vildgos, hogy korrekt megoldast kaptak.
Ha végignézziik eljarasukat akkor nyilvanvald, hogy a behelyettesités utan
kapott
az? + 2bxr = ¢

alaki egyenletet el6bb a-val megszoroztdk (ismét egy olyan 1épés, aminek els6 al-
kalmazdsit al-Khwarizminek szokds tulajdonitani), majd az egyenlet bal oldalat
teljes négyzetté alakitottak,

(az + b)? = ac + b2,

ezutan gyOokot vontak, s igy kaptak az

vac+b2 -0

a

megoldast. Vegyiik észre, hogy ma is ilyen eljardssal oldjuk meg a masodfokd
egyenleteket.

Feladatsorunk zarasa el6tt tekintsiink egy haromhatarozatlanos egyenletrend-
szerre vezetd problémat ugyanezen agyagtablardl.
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8. Feladat (18. probléma). Hdrom négyzetem dsszege 23,20. Az elsé és a mdsodik
négyzet kilonbsége 10, a mdasodik és a harmadik négyzet killonbsége szintén 10.

Megoldandé tehat az
2?2 + 9% + 22 =23,20
z—y=10
y—2=10
egyenletrendszer. A tablan taldlhaté szamoldsbol vilagos, hogy tgy dolgoztak,
mintha el6bb a masodik és a harmadik egyenletbol kifejezték volna a z segitségével
az x,y -t, majd behelyettesitették az elsébe. Ezzel z-ben masodfoku egyenlethez
jutottak, aminek megoldasa mar rutin feladat volt.
Erdemes megemliteni, hogy e feladat és megoldasi eljarasa erésen hasonlit a
Kr.e. 1. évezred kinai matematikdjat Osszegzé ,Az aritmetika miivészete kilenc

kényvben” cimi 0sszeallitas IX. konyvében a 12. probléma ugyanis a kovetkezo-
képp szdl [8]:

Van egy ajto, de nem ismerjiik sem a magassdagat, sem a szélességét. Csak azt tud-
juk, hogy a magassdg 2 labbal, a szélesség pedig 4 labbal révidebb, mint az ugyancsak
ismeretlen hosszusdgu bambuszrudunk. Ez azonban ugyanolyan hosszu, mint az ajto
datloja.

Az érdekesség kedvéért éedemes roviden attekinteni (mai jeldlésekkel) a kinai
feladat megolddsat. Ha d jeloli a bambuszrid koszét, az atlét, akkor az ajté szé-
lessége és magassaga d — 4 és d — 2. Ezeket hasznélva, és Pithagorasz tételének
ismeretében® a kovetkezd egyenletet kell megoldanunk.

22 =(2-2)% + (2 —4)°
VélhetSen a kovetkez6képp szamoltak.
22 =222 -2(a+b)z+a*+b* /+2ab
2% 4 2ab =222 — 2(a + b)z + (a + b)?
2ab = (z — (a +b))?
z—(a+b)=V2ab

z=a+b+ V2ab=1014b

z—a="b+v2ab=61db

z—b=a+v2ab=81éb

8 E tétel empirikus forméban az 6sszes 6kori folyammenti kultirdban ismert volt méar a Kr.e. II.
évezredben.
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Az imént ismertetett 8 feladat alapjén megéllapithatjuk, hogy az Obabiloni
Birodalom irnokai minden olyan masodfoku egyenletet meg tudtak oldani, ame-
lyiknek volt pozitiv gyoke. (Erdekes, hogy abban az esetben, amikor két pozitiv
gyok is volt, mindig csak a nagyobbikat adtdk meg.) Mivel az ilyen jellegli prob-
1éméaknél negativ szdmok nem fordulhattak el (bar néhény gazdasigi szamitdsndl
taldlkozhatunk veliik, mit hidnnyal), szdmukra harom tipusi mdsodfoki egyenlet
létezett, nevezetesen

a:2+pa:=q
? =pr+q
x2—|—q=pa:

alakuak. Ha ismét dttekintjiik az ismertett feladatokat, lathatjuk, hogy mindhdrom
tipus el6fordult.

Feladatsorunkat egy igazi ,,gyongyszemmel” zarjuk, amely az YBC 4697 jel
agyagtablan taldlhato.

9. Feladat. A szintén sziveges probléma a

0;20(x +y) +0;1(x — y)> = 15
zy = 10,0

egyenletrendszerre vezet.

Sajnos ezen — a Yale Egyetem gyiijteményében érzott — agyagtdbla csak
egy toredék, a feladat megolddsa mar hidnyzik réla. Az el6bbiekben ismertetett
megoldasi technikak koziil azonban tobb is kinalkozik. Megtehetnénk példaul azt,
hogy a mésodik egyenletbél kifejezziik az egyik hatdrozatlant, majd behelyettesit-
jik azt az els6be. Ekkor azonban harmadfoki, mégpedig tn. teljes harmadfoki
egyenletet kellene megoldanunk. Ez azonban eddigi ismereteink szerint mar meg-
haladja a korabeli ismereteket. Taldltak ugyan olyan tablakat, amelyeken harmad-
fokt egyenleteket oldottak meg (ilyen egyenletekre vezetd problémékat taglaltak),
de azok meglehet&sen specialis alakuak, példaul

3 = A, vagy 2°+x=DB

alakuak voltak, s az elvégzendd szamolasokra specidlis tablazatok szolgaltak. A
teljes harmadfoku egyenletek bizonyos tipusainak megoldaséara elészor a kozel ha-
rom évezreddel késobbi iszlam matematikusok adtak meg geometriai médszereket.
Ezek kozil kiillonosen érdekesek Omar Khajjam — a nagy perzsa kolt6 és csillagasz
— eljarasai. E lehetGséget igy el kell vetntink.

Egy masik lehetOség az, hogy a masodik egyenlet 4-0; 1-szeresét hozzdadva az
elsé egyenlethez (x + y)-ban méasodfoku egyenletet kapunk, ami kezelhet6 lehetne
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az ismert modszerekkel. Ez az 1t elképzelhetd, de véleményem szerint kevésbé
valészinli, mint a koévetkez6 moédszer.

Egy tovabbi lehet6ség — erre eloszor Neugebauer mutatott ra — eddigieknél
jobban illeszkedik a mezopotamiaiak korabeli gondolkoddsmoédjahoz. Nevezetesen,
vezessiink be két 1j hatdrozatlant (kordbban csak egy tjat vezettek be), az eredeti
hatarozatlanok szamtani kozepére, valamint az attdl valé eltérésre. Vegyitik észre,
hogy a feladatban ismét Gsszeg és kiilonbség szerepel, de az eddigiektdl eltéréen
most mindketto egyszerre. Ha tehat az

rT=u-+v

y=u—v
helyettesitéseket alkalmazzuk, akkor az

0;2u 4+ 0; 402 =15

u? — 0% =10,0

egyenletrendszert kapjuk, ami mar konnyen megoldhaté, csak a mésodik egyen-
letbdl v2- et az elsébe kell helyettesiteniink, vagy a mésodik egyenlet 0; 4-szeresét
hozzé kell adnunk az els6hoz.

4. Négyzetgyokvonas.
A Yale Egyetem gyfijteményének 7289-es agyagtabléjan szerepel a v/2 kisza-
mitasa 3 hatvanados tort helyiértékre:

1;24, 51, 10.

E szdm deciméalisan kozelitSleg 1,41421296. A kozelités igen jé, hiszen csak kb.
6 - 10~ "-nel tér el a helyes értéktsl. Ezt a pontossigot a reneszénsz kor vége felé
tudtak ujra elérni az eurdpai, valamint az iszldm matematikusok.

Az Obabiloni Birodalom idején — az agyagtablak tanusiga szerint — a ko-
vetkez6 eljardst alkalmaztdk (mai jelolésekkel irjuk le).

Hatdrozzuk meg az a (pozitiv racionélis) szdm négyzetgyokét, a /a szdmot.

1. lépés: Valasszunk egy ap elso kozelitést, a masodik kozelito értékiink pedig a
b = ail legyen. Vildgos, hogy v/a e két érték kozé esik.
2. lépés: Az eddigieknél jobb kozelitést ad az elébbi két szam szamtani kézepe,

a1 + by a
————, s legyen by = —.

a9 =
2 ’ as

E két érték ismét kozrefogja v/a-t és a1 — b1| > |ag — bal.
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Az eljérast folytatva olyan
ai,az,as, ... bl,bg,bg,...

sorozatokat kapunk, hogy egyrészt minden i-re az a;, b; szdmok kozrefogjak /a-t,
masrészt

|a1—b1|>|a2—b2|>|a3—b3|>...

Elemi figgvénytani eszkozokkel igen egyszertien beldthatd, hogy az eljards valéban
a négyzetgyokhoz konvergal, mégpedig igen gyorsan.

Az imént leirt algoritmust a késébbi korok szdmos tuddsnak tulajdonitottak.
Olvashatunk réla gy, mint a Kr.e. 426-365 kozott élt tarrentumi Archytas (az
»utolsé nagy pitagoreus”), a Kr.u. 100 koriil élt alexandriai Heron eljarasa, de ugy
is, mint Newton algoritmusa.

Vegyiik észre, hogy az emlitett Yale 7289-es tablan talalhaté érték egyszeriien
és gyorsan megkaphaté ezen eljarassal. Tekintsiik kezd6 értéknek az a; = 1;30-
at. Ekkor by = 1;20, amibél as = 0;30(1;30 + 1;20) = 0;30 - 2;50 = 1;25, és
by = 135 = 1;24,42,21. Az eljérast folytatva

as = 0;30(1;25 4 1;24,42,21) = 0; 30 - 2;49, 42,21 = 1; 24,51, 10, 30.

Ebbdl az utolsé jegyet elhagyva, vagy a 21 felét egyszertien 10-nek véve, adédik a
tabla 1;24,51, 10-es értéke.

E ponton javasoljuk az olvasénak a kovetkezd kisérlet elvégzését egy egyszerti,
8 jegyre szamol6 zsebkalkuldtorral. Az imént lefrt eljardssal szamolja ki v/2 értékét,
kezd6 értéknek az a; = l-et (ez nem igazén jé kozelités még) valasztva. Azt
fogja tapasztalni, hogy az as értéke megegyezik azzal a szammal amit gy kap,
hogy kozvetleniil a négyzetgyokvono funkciot hasznalja. Megjegyezziik, hogy ennek
a pontossiga is kb. 6-1077. EbbSl — az eljdras gyorsasagan kiviil — arra is
kovetkeztethetiink, hogy kalkulatorunk szintén ezen 6si algoritmust koveti.

Szamos feladatban alkalmaztdk a

a?+b~a-+ b
2a
kozelitést. Ez els6 latasra a binomidlis sorral valé — két tagot figyelembe vevé —
kozelités, de 6k ezt nyilvan nem tudtdk alkalmazni. Egyszertien adédik azonban az
elobbi eljarasbdl dgy, hogy a1 = a, és az as-t kell meghatarozni mindossze. Ezen
egyszeri kozelitést még ma is hasznaljuk.
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