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A teriiletprobléma megoldasa
a klasszikus konvergencia-fogalom kiterjesztésével

KALMAR DANIEL

A teriilet szabatos fogalmaval a legtobb didk a XII. osztdlyban ismerkedik
meg. Ennek soran kideriil, hogy a sokszogek halmazan egy és csak egy olyan
fliggvény van, amely eleget tesz a teriilettel szemben megfogalmazott intuitiv elvé-
rasoknak, azaz pozitiv, additiv, az egy oldali négyzeteken 1 értékii és egybevagd
sokszogekhez azonos szamokat rendel. Ekkor egy értelmes didk megkérdezheti: ,, Ki
lehet-e terjeszteni ezt a teriletfliggvényt a sokszogekrdl a sik minden részhalmazdra?
A kiterjesztés sordn persze elvdrjuk, hogy a terilet dltalunk megfogalmazott dsszes
tulajdonsaga érvényben maradjon.” El6fordulhat, hogy ez a didk korabban mér
taldlkozott ,bonyolult” ponthalmazokkal is, példdul a Cantor-halmazzal (melyet
Sierpinski-sz6ényegnek is hivunk). Ebben az esetben kérdését esetleg a jogos kétel-
kedés hangjdn fogalmazza meg. A kovetkezOk sordn a tanar valaszat szeretnénk
konnyebbé tenni: arrél fogunk szolni, hogy a kozépiskolaban megismert tertiletfiigg-
vény kiterjesztheto a sik minden részhalmazdra. Hangsilyozzuk, hogy mostantol
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a ,kiterjesztés” fogalmat végig abban az értelemben fogjuk hasznalni, ahogyan azt
didkunk is tette: a permanencia-elv figyelembe vételével.

Témankrdl a ,,mértékek nyelvén” szeretnénk beszélni, ezért el6szor a mérték
fogalmaval ismerkediink meg. Kezdetben tgynevezett 0-1 mértékekkel foglalko-
zunk, melyek elvezetnek benntinket egy taldn kevéssé ismert — a&m anndl kiilon-
legesebb — matematikai segédeszkoz, az ultraszir6 fogalmahoz, melyet a modern
analizis egyik megalapitdja, Riesz Frigyes vezetett be 1908-ban. Ezutdn az ult-
raszirOk alkalmazasaként megismerkediink a klasszikus konvergencia-fogalom egy
szép altalanositasaval, az nmagaban is érdekes és fontos Banach-limesszel, ahon-
nan végiil a Banach-féle teriiletmértékhez jutunk, amely a teriiletmérés kiterjesztése
a sokszogekrdl a sik valamennyi ponthalmazéara. E két eredmény Stefan Banach
munkajat dicséri, aki a mult szdzad els6 felében tevékenykedett a ,Lengyel iskola”
legnagyobb hatasi matematikusaként.

Allitdsaink némelyikét feladatként fogalmazzuk meg. Ezek legtobbszor az
1j fogalmak gyakorlasat segitik, a nehezebbeket csillaggal jeloljiik. A jegyzetek
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néhany, a kozépiskolai matematika anyagon tilmutaté kiegészitést és rovid irodalmi
tajékoztatast nydjtanak.

. Mérés és mérték

A teriilet mérésének problémaéja donté szerepet jatszott a matematika meg-
sziiletésében, amely mintegy 4000 évvel ezel6tt jatszédott le az dkori folyam menti
kulturdk teriiletén. Az els6 eredmények még sokszor pontatlanok voltak, amit jol
szemléltethetliink Egyiptom példajaval, ahol az egyenlo szari haromszogek teriile-
tét kezdetben Ugy szdmoltdk ki, hogy az alap hosszanak felét a magassag helyett a
szar hosszaval szoroztak.

A kozépiskoldaban elsésorban a sokszogek teriiletére voltunk kivancsiak és egy
terliletfiiggvénnyel szemben — el6zetesen — a kovetkez6 elvarasokat fogalmaztuk
meg:

1) Egy sokszog teriilete mindig pozitiv szdm;

2) Ha egy sokszoget felbontunk hatdrukkal egymdsra nyil6 részsokszogek egye-
sitésére, akkor ezek teriileteinek Osszege egyenl6 az eredetiével;

3) Az 1 oldali négyzetek teriilete 1;

4) Egybevdgd sokszogek teriilete egyenld.

Magyardn: a teriilet egy fliggvény a sokszogek csalddjan, amely pozitiv (1),
additiv (2), normalt (3) és egybevigdsdg-invaridns (4).

Emlékezziink vissza, hogy el6szor a téglalapok teriiletét értelmeztiik, az 1
oldald négyzetek teriiletére (3) vald visszavezetéssel. Ennek kuleslépése a kovetkezd,
az 1), 2) és 4) tulajdonsdgokbdl adédé allitds volt: ha két téglalap egy-egy oldala
ugyanolyan hossziu, akkor terileteik ardnya megegyezik mdsik két oldaluk hosszanak
aranydval. Ezutdn a hdromszogek tertiletét értelmeztiik, mégpedig — hasznélva 2)-t
és 4)-et — a téglalap teriiletére val6 visszavezetés dltal. Majd innen kiindulva egy
tetsz6leges sokszog tertiletét haromszogekre daraboldssal, ismét 2) alapjdn tudtuk
meghatarozni. Végiil megtanultuk a kovetkezot.

I.1. Tétel. A kizépiskoldban nyert terilet-fiigguény eleget tesz az 1) — 4) elvdrd-
soknak és tobb ilyen fiigguény nincsen.

Természetes kérdés, hogy ki lehet-e terjeszteni ezt a teriiletfiiggvényt sikbeli
halmazok egy bo6vebb csaladjira. Kezdetként szeretnénk megadni a teriilet egy
olyan — egyelére még nagyon altalinos — definiciéjat, amely nem koétédik szorosan
a sokszogekhez. Ehhez az 1) és 2) tulajdonsdgokat kissé &t kell fogalmaznunk.
Altaldban ugyanis — intuitiv médon — szadmolnunk kell oo teriileti halmazokkal
is (gondoljunk csak példaul a sikra), ugyanakkor elvarjuk, hogy legyenek ,kicsi”
halmazok is: az ires halmaznak 0 teriiletet szeretnénk tulajdonitani. Tovabba
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egy viszonylag ,bonyolult” ponthalmaz esetében az additiv tulajdonsag teljesiilé-
sét mar nem hatarukkal egymdésra nyald részsokszogekre, hanem paronként idegen
részhalmazokra szeretnénk megkovetelni. Mindezek a mérték fogalmanak — egy
lehetséges — bevezetését motivaljak.

Definicié. Legyen T egy fiiggvény, melynek értelmezési tartomanya a sik részhal-
mazainak egy csalddja, értékkészlete pedig az R{ U {oo} halmaz. Azt mondjuk,
hogy T egy mérték, amennyiben teljestilnek a kovetkezok:

1) Ha T az tires halmazon értelmezve van, akkor T'(0)) = 0;

2) Ha A, B C X diszjunkt halmazok és T' értelmezve van az A, B, AU B halma-
zokon, akkor T(AU B) = T(A) + T(B).

Tehat a mérték egy kiterjesztett nemnegativ valds értéki halmazfliggvény,
amely az tires halmazhoz biztosan a 0 értéket rendeli (1) és additiv (2).
Most mar megadhatjuk a teriilet altaldnos fogalmat.

Definicié. Tekintsiik a sik részhalmazainak egy csalddjat. E halmazcsaldad egy
mértékét teriletmértéknek vagy egyszerlien teriletnek nevezziik, amennyiben eleget
tesz a kovetkezd két elvarasnak:

1) A halmazcsalddhoz tartozé 1 oldali négyzetek mértéke 1;

2) A halmazcsalddhoz tartozé egybevdgd ponthalmazok mértékei egyenl8k.

Tehat a teriilet egy normdlt (1) és egybevdgdsag-invaridns (2) mérték a sik
részhalmazainak valamely csalddjan. Ez a teriiletfogalom intuiciénk preciz meg-
fogalmazésa és persze egyelére még nagyon altalanos. Am a matematika mintegy
4000 éves torténete soran a teriiletmérték értelmezési tartoméanya egyre bévebb
lett és ennek eredményeként a teriilet imént latott fogalma komoly tartalommal
telt meg.

Gorbe vonallal hatérolt sikidomok teriiletmérésével mar a régi gérogok is so-
kat foglalkoztak. JO6l ismert, hogy Arkhimédésznek sikeriilt meghatdrozni a para-
bolaszelet teriiletét, mégpedig a késébbi arab matematikusok altal kimeritésnek
nevezett mddszerrel. Ennek lényegét mai szemlélettel a kovetkez6 médon fogal-
mazhatjuk meg. Tegyiik fel, hogy a kozépiskoldban megismert teriiletfliggvény
kiterjeszthet6 a sokszogekrél egy bovebb halmazcsaladra, amelyben mar parabola-
szeletiink is benne van. Ez a megfogalmazas egy kissé még pontatlan, de konnyen
precizzé tehet6: azt tessziik fel, hogy e halmazcsalddon van olyan teriiletmérték,
amely a sokszogekhez azok szokasos tertletét rendeli. Tegyiik fel tovabba, hogy
halmazcsalddunk minden S sokszog esetén tartalmazza a P\ S, S \ P halmazokat
is, ahol P a parabolaszelet. Fogjuk most kozre parabolaszeletiinket kiviilrol és be-
liilrol sokszogek egy-egy végtelen sorozataval. Ekkor teriiletmértékiink nemnegativ
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és additiv tulajdonsdga alapjan megallapithatjuk, hogy a parabolaszelet teriile-
tét barmely kiviilre és beliilre {rt sokszog (szokdsos) teriilete kozrefogja. Tegyiik fel
végll, hogy e sokszogek tertiletei pontosan egy értéket fognak kézre. Ebbol azonnal
kovetkezik, hogy a parabolaszelet teriilete ez a kozrefogott érték. Jol ismert, hogy
Arkhimédész moédszere mar sziikségessé tette a ,,végteleniil kicsi mennyiségek” —
lényegében: az integréal — vizsgédlatat. A  kimerités” mddszerének ,megnyugtatd”
altalanositasdra a XIX. szdzad masodik feléig kellett varni: ekkor sziiletett meg
a teriilet Jordan-féle fogalma. Am a Cantor-halmaz teriiletét még a ,kimerités”
modszerének e modern valtozataval sem lehetett értelmezni: a széban forgd pont-
halmaz tertiletének ,helyét” meghatarozé ,kozrefogasi teriiletértékek” nemhogy
egyetlen szamra sziikiilnének, hanem ehelyett minden esetben kozrefogjdk az egész
[0, 1] intervallumot!

Tekintsiik most a sik azon részhalmazait, melyek megkaphatok a sokszogek-
bol megszamlalhatéan sok unié-, metszet- és komplementer-képzés segitségével. E
halmazosztaly elemeit a sik Borel-halmazainak nevezziik. Ez mar eléggé ,gazdag”
csaldd: tartalmazza a sokszogeket, de benne van a Cantor-halmaz is! A XX. sza-
zad elején Borel és Lebesgue megmutatta, hogy a Borel-halmazok csaladjan van
teriiletmérték.! Ez a sokszogekhez azok szokésos teriiletét, a Cantor-halmazhoz
pedig a 0 értéket rendeli. Sé&t, e kiilonleges teriiletmérték egy erésebb additivi-
tési feltételnek is eleget tesz: Borel-halmazok tetsz6leges { H,,} végtelen sorozatira
teljesiil, hogy:

T(|J Ha) = > T(Hy).
n=0 n=0

Azt is mondjuk, hogy a Borel-Lebesgue féle teriiletmérték o-additiv. A Borel-
halmazok szerkezete azonban még mindig nagyon ,szabdlyos”: a sokszogeké-
vel ,rokon”. A sik egy tetszOleges ponthalmazinak szerkezete az 6vékénél joval
,bonyolultabb”.

Mi mégis azt allitjuk, hogy a kdzépiskoldiban megismert teriletfiigguény kiter-
jeszthetd a sik valamennyi ponthalmazdra. Ez az allitdsunk azonban még pontosi-
tasra szorul.

Definicié. Legyen T egy teriiletmérték a sik Osszes részhalmazanak csaladjan. Ek-
kor azt mondjuk, hogy T egy Banach-mérték a sikon.

Kovetkez6 feladatunk allitasa az I1.1. Tétel kovetkezménye.

1.2. Feladat*. Mutassuk meg, hogy a sik egy tetszdleges Banach-mértéke a sok-
szogekhez azok szokdsos teriiletét rendeli.?

1 E mérték teljessé tételével a szokdsos Lebesgue-mértékhez juthatunk.
2 Es — egyben — kiterjeszti a Jordan-féle teriiletmértéket is: a Jordan-mérhetd halmazok csaladjsn
a teriiletnek unicitdsa van.
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Ezért a sikbeli Banach-mérték fogalma a kozépiskolai teriiletfogalom kiter-
jesztése a sokszogekrdl a sik valamennyi részhalmazara. Kozponti kérdésiink, hogy
van-e ilyen mérték. FEz a nevezetes teriiletprobléma, melyet a sik egy Banach-
mértékének megtalaldsaval szeretnénk megoldani.

Kezdetként érdemes kiterjeszteni a mérték fogalmat a sikrdl egy tetszoleges
alaphalmazra. Ez igen egyszer(i: rogzitsiink egy tetszOleges alaphalmazt és te-
kintsiikk e halmaz részhalmazaink egy csaladjat. Vegytlink e halmazcsaladon egy
kiterjesztett nemnegativ valds értékii fiiggvényt. Ha ez a fiiggvény az () halmaz-
hoz a 0 értéket rendeli (feltéve, hogy ott értelmezve van), tovdbbé additiv, akkor
mértéknek nevezziikk. Megéllapodunk abban is, hogy ha egy X alaphalmaz esetén
egy p mérték értelmezési tartomanyat mar megadtuk, akkor ezutdn a ,u mérték
X-en” kifejezést is hasznaljuk majd, az egyszeriibb fogalmazds kedvéért.

A Banach-mérték a sik Osszes részhalmazdn értelmezve van. Ezért érdemes
azokat a mértékeket vizsgalni, melyekre ez szintén teljesiil. Legyen tehat X egy
tetszéleges halmaz és p pedig egy mérték az X 0Osszes részhalmazanak csaladjan.
Legyenek most mar A C B X-nek részhalmazai. Mivel most minden halmaznak
van mértéke, ezért — hasznalva p nemnegativ és additiv voltat — irhatd, hogy:

#(A) < u(A) + (B \ A) = p(AU (B\ 4)) = p(B),

tehat p(A) < w(B), melyet p monoton tulajdonsdgdnak neveziink. Ez a tény jol
szemléltetheto az alaphalmaz ldncain, melyek altalanos alakja a kovetkezo:

(%) )=HyCH CH,C...CH, 1CH,=X.

Az elébbiek szerint ugyanis bérmely (%) alakd ldncon nyomon kovethetjitk mérté-
kiink megndvését:

0= pu(0) = p(Ho) < p(Hr) < p(H2) < ... < p(Hp—1) < p(Hy) = p(X).

A kovetkezOk soran még azt is feltessziik, hogy p csupan két értéket vesz fel: a 0-t
és az 1-et. Tudjuk, hogy az lires halmaz mértéke 0. A csupa 0 mérték azonban
érdektelen, ezért azt is megkoveteljitk, hogy az alaphalmaz mértéke legyen 1. Egy
ilyen mértéket 0-1 mértéknek neveziink majd. Emlékeztetiink, hogy egy 0-1 mérték
az alaphalmaz 6sszes részhalmazan értelmezve van!
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1l. 0-1 mértékek és ultrasziirok

Figyeljiik meg, hogy a 0-1 mértékek igen kiilonleges médon nének meg.
Ugyanis egy 0-1 mérték esetén minden (x) alakd ldnchoz megadhatunk egy 0 <
k < n értéket gy, hogy a k-ndl kisebb indexti H;-k mértéke 0, Hy-val kezdve pedig
minden halmaz 1 mértékii. A tovabbiak soran azt vizsgaljuk majd, hogy egy adott
0-1 mérték esetén dltalaban mikor kovetkezik be a most megfigyelt ,ugras”.

Kezdetként észrevessziik, hogy 0-1 mértékeket nagyon konnyen nyerhetiink:
ha X tetsz6leges halmaz és x € X, valasszuk 1-mértékiinek pontosan azokat a
halmazokat, melyek tartalmazziak az = elemet, a tobbiek mértéke pedig legyen O.
Konnyen meggondolhatjuk, hogy ez valéban egy 0-1 mérték. Egy ilyen mérték
esetén az 1 mértékit halmazok csaladjat tgy érdemes elképzelni, mint egy vird-
got, melynek szirmai az 1-mérték{i halmazok, ezek pedig a virag kozepén taldlhatd
legkisebb szirmon, a kitiintetett {z}-en nyugszanak. Erdemes lesz ezt a ,képet”
alaposan megjegyezni! Ezek a speciélis 0-1 mértékek minden (nemiires) halmazon
jelen vannak és igen konnyen attekinthetd szerkezetiik miatt a trividlis jelz6vel fog-
juk Oket ,megbélyegezni”. Figyeljik meg, hogy egy trividlis 0-1 mérték esetén egy
tetsz6leges (*) alakd ldncban az ,ugrds” pontosan azon a halmazon kovetkezik be,
amely az z-et tartalmazdé tagok kozott a legkisebb indexii.

Most mar szeretnénk talalni ,,gazdagabb” szerkezetii 0-1 mértékeket is, me-
lyeket a nemtrivialis jelzovel fogunk kitiintetni. Egyszertien meggondolhatd, hogy
egy 0-1 mérték pontosan akkor nemtrivialis, ha az alaphalmaz minden egy elemi
részhalmazdhoz a 0-t rendeli.

Lassunk hozzd kitlizott feladatunk megolddsahoz: keressiink nemtrivialis 0-1
mértékeket! Legyen ezért p egyel6re egy tetszéleges 0-1 mérték az X halmazon
(trividlis vagy nemtrividlis) és tekintsiik az 1-mértékii halmazok csalddjat:

F={AC X :pul4) =1}

Emlékezziink vissza, hogy trividlis p esetén F elemei egy ,virdgot” formaznak, a
nemtrivialis esetben pedig tudjuk, hogy F nem tartalmaz egy elemii halmazt. Most
megvizsgaljuk, hogy altaldban mit allithatunk e halmazcsaladrol.

A lancokat szemlélve mér kordbban lattuk, hogy X € F, 0 ¢ F ésha A € F,
valamint A C B egy B C X halmazra, akkor B € F szintén teljestil.

Legyenek most A, B € F tetszbleges halmazok, vagyis pu(A) = u(B) = 1.
Ekkor p(A\ B) + p(AN B) = u(A) = 1 miatt az A\ B és AN B halmazok koziil
egynek és csak egynek a mértéke 1. Figyeljiik meg, hogy a pu(A\ B) = 1 feltevésbdl
az kovetkezne, hogy p(AUB) = u(A\B)+u(B) = 141 = 2, ami ellentmond annak,
hogy mértékiink 0-1 mérték. gy sziikségképpen w(ANB) =1, tehdt ANB € F.
Végiil, ha A C X egy tetsz6leges halmaz, akkor pu(X) = 1 szerint — mint az imént
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— az addédik, hogy A és X \ A koziil pontosan az egyik 1-mértékii, vagyis koziiliik
pontosan az egyik tartozik az F halmazhoz.
Most Gsszefoglaljuk eddigi megallapitasainkat.

IL1. Tétel. Egy tetszdleges 0-1 mérték szerint 1 mértékii halmazok F csalddjdra
érvényesek a kovetkezok:
1) XeF, 0¢gF;
2) Ho A€ F és AC B egy B C X halmazra, akkor B € F;
3) Ha A,B € F akkor AN B € F;
4) Ha A C X, akkor A és X \ A kézil pontosan az egyik tartozik F-hez.

A kovetkez6 feladat allitdsa szerint elébbi gondolatmenetiink megfordithato.

11.2. Feladat. Legyen X tetszéleges halmaz és F az X halmaz részhalmazainak egy
csalddja. Tegyiik fel, hogy F rendelkezik az 1) —4) tulajdonsagokkal. Ertelmezziik
a p fliggvényt az X Osszes részhalmazanak csalddjan a kévetkez6 modon: legyen p
értéke F elemein 1, maskor 0. Igazoljuk, hogy p egy 0-1 mérték!

Konnyen lathatd, hogy a I1.1. Tételben szereplé p — F és a I1.2. Feladatban
fellépé F +— p hozzdrendelések egymds megforditdsai. Ezért e két megfeleltetés
a 0-1 mértékeket és az 1)- 4) tulajdonsdggal rendelkezé halmazcsalddokat parba
allitja, mégpedig ugy, hogy egy tetszéleges (u, F) par esetén a p szerint 1 mértékii
halmazok és F elemei ugyanazok. Ezeknek az F halmazcsalddoknak azonban még
nem adtunk nevet. Ezt most megtessziik, méghozza két 1épésben.

Definicié. Legyen X tetszOleges halmaz és F az X részhalmazainak egy olyan
csalddja, amely rendelkezik az 1) — 3) tulajdonsdgokkal. Ekkor azt mondjuk, hogy
F egy szird.

Az elnevezés szemléletes, hiszen példdul 2) igy is mondhaté: ha egy halmaz
fennakad sziir6nkon, akkor ez teljesiil minden néla bévebb halmazra is.

Definicié. Ha egy F szlir6 a 4) tulajdonsdggal is rendelkezik, akkor ultrasziirének
nevezziik.

fgy e kitiintetett szlir6k esetében az el6bb latott szemléletes kép is gazdagabba
valik: dgy érezhetjilk, hogy egy ultraszlirén az alaphalmaz ,nagy” részhalmazai
akadnak fent, ezek vannak benne. Emlékeztetiink a 0-1 mértékek és az ultrasziirék
azonositdsdra: egy beldlikk alkotott (u, F) pér esetén az 1 mértékii halmazok és az
ultrasziir6 elemei ugyanazok.

Tekintsiik most a trividlis 0-1 mértékeket. Megfigyeltiik, hogy ezeknek a
,virdg-alaku” ultraszirok felelnek meg, melyeket trivialis ultraszlir6éknek neveziink.
Ezek tehat kitiintetnek egy x € X elemet: pontosan azokat a halmazokat tar-
talmazzdk, melyekben x benne van. Végiil nevezziik a nemtrividlis 0-1 mértékek
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megfelel6it nemtrivialis ultrasziiréknek! fgy egy korabbi megfigyelésiink szerint egy
ultraszlir6é pontosan akkor nemtrivialis, ha nem tartalmaz egy elemii halmazt.

Vannak olyan ultrasziirOkre vonatkozé allitasok, melyeket legegyszeriibben
ugy lehet belatni, ha atfogalmazzuk 6ket a megfeleld 0-1 mértékek ,nyelvére”,
majd hasznaljuk azok tulajdonsagait:

11.3. Feladat. Legyen F egy ultrasziiré az X halmazon és éllitsuk eld ezt az
alaphalmazt véges sok részhalmazanak diszjunkt uniéjaként. Igazoljuk, hogy ekkor
ezen részhalmazok koziil pontosan egy tartozik az ultrasziir6hoz!

Innen pedig adddik a kovetkezd egyszeru allités.

11.4. Feladat. Mutassuk meg, hogy véges halmaz minden ultrasziir6je trividlis!

7o

El6z6 két feladatunk megoldédsa bizonydra nem okozott gondot. , Jutalmul” —
és kikapcsoloddsként is — most megfogalmazzuk ezek egy lebilincsel6 kovetkezmé-
nyét, melyet Kenneth J. Arrow taldlt.

11.5. Tétel (Arrow-tétel). Képzeljink el egy vdlasztdst, ahol van véges sok szavazd
és legalabb hdrom, de szintén véges sok jelolt, akikre szavazni lehet. A wvdlasztds gy
torténik, hogy minden szavazo elkészit eqy listdt, amelyen a jelélteket rangsorolja
tetszése szerint. A szavazdlapokat eqy gép értékeli, melynek kimenete a vdlasztds
végeredménye: a jeloltek eqy listdja. A szavazdgép mikodésérdl a kivetkezdket tud-
Juk:

1) Ha minden beérkezd lista megegyezik, akkor a végeredmény is ez lesz;

2) Az, hogy a gép két adott jeldltet milyen sorrendben rangsorol a végsd listdn,
csak attdl fiigg, hogy ezek a jeloltek az egyes listakon milyen sorrendben szere-
pelnek, tehdt abszolut helyezésik nem szamit.

A wvdlasztds annyira izgalmas, hogy tetszélegesen sokszor megismétlik. Az dl-
litds az, hogy a szavazdk kozott van eqgy diktdtor, akinek a listdja mindig gydz: a
végeredménnyel minden alkalommal megegyezik, teljesen fiiggetleniil attdl, hogy a
tobbiek hogyan szavaznak.

E hires tétel ,iizenete” valéjdban a koévetkezd. Adott egy, a demokratikus
dontési folyamatokra vonatkozé minimélis feltételrendszer: van szavazdgép (azaz
a szavazoOlapok kitoltése a végeredményt egyértelmiien meghatdrozza), fenndll 1)
és 2), s végiil nincs diktétor. Alh’tjuk, hogy nem létezik olyan csoportos dontési
folyamat, melyre az el6z6ek mindegyike teljesiil. Val6ban, hiszen az Arrow-tétel
szerint az els6 harom feltétel teljesiilése maga utan vonja, hogy van diktator. A
tétel névadoja, Kenneth Arrow a neoklasszikus kozgazdasagtan egyik legismertebb
képvisel6je. Az idézett tétellel kapcsolatos vizsgalataiért 1972-ben Nobel-dijat ka-
pott.
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Az Arrow-tétel bizonyitdsa dnmagaban is érdekes® és ennek ,,csattandjat” mi
is leirjuk. Tekintsiink egy adott forduldt és osztalyozzuk a szavazokat listdik sze-
rint: tartozzanak egy halmazba azok, akik pontosan ugyanazt a listat allitottdk
fel. Feltételeink szerint véges sok ilyen halmaz van, s igy ha a szavazok halma-
zan nézink egy ultraszir6t, akkor az ezek koziil pontosan egyet tartalmaz, a I1.3.
Feladat allitasa szerint. Kideriil, hogy a szavazogép fent ismertetett miikodésének
eredményeként a valasztok halmazan fellép egy olyan ultrasziiré is, amely az el6bbi
halmazok koziil tetszoleges forduld esetén éppen azt tartalmazza, ahol a halmazt
alkotd szavazdk kozos listdja egyben az adott forduld végeredménye. Mivel a sza-
vazok szama véges, igy ez az ultrasziir6 a I1.4. Feladat allitdsa szerint trividlis,
tehat ,virdg-alakd”. Vizsgaljuk meg e viragnak kozépso, kitiintetett szirmat! Jol
tudjuk, hogy ez a halmaz egyetlen szavazébdl all: 6 az a szavazo, aki az ultraszir6
minden elemében fellép. Ezért az 6 listdja mindig gy6z, vagyis a diktator megvan!

Az érdekes kitéré utdn visszatériink mértékeinkhez. A I1.4. Feladat allitdsat
ugy is megfogalmazhatjuk, hogy véges halmaz minden 0-1 mértéke trivialis. Most
szeretnénk megmutatni, hogy a végtelen halmazok egészen masként ,,viselkednek”:
egy végtelen halmazon mindig van nemtrivialis 0-1 mérték.

Elébb azonban meggondoljuk, hogy — az additivitds szempontjabol — tobbet
nem allithatunk. Beldtjuk, hogy egy végtelen halmazon &dltalaban nincsen olyan
nemtrivialis 0-1 mérték, amely o-additiv is. Valéban, érvényes példaul, hogy a
szamegyenes o-additiv 0-1 mértékei mind trividlisak. Tekintsiink ugyanis a szam-
egyenesen egy ilyen mértéket. Ekkor szemlélhetjiik 6t a 0-1 szamjegyekbol allo
végtelen sorozatok halmazan is, hiszen jol tudjuk, hogy ennek ugyanannyi eleme
van, mint az R halmaznak. Legylink figyelmesek arra, hogy ebben az 1j alaphal-
mazban fellép egy ,mindentudd” elem: ez az a sorozat, amely egy j € N helyen
azt mondja meg, hogy az itt 1, illetve 0 értéki sorozatok két halmaza koziil melyik
az 1-mértéki. Meggondolhatd, hogy ekkor a ,,mindentud6” sorozatunkbdl all6 egy
elemii halmaz mértéke 1. fgy mértékiink valéban trividlis, a hozza tartozd ultra-
szir6 ,virdg-formaju”, melynek kozépsé ,szirmét” éppen a ,mindentudd” sorozat
alkotja.

Most mar nem csigdzzuk tovabb az érdeklédést: belatjuk, hogy minden végte-
len halmazon létezik nemtrivialis 0-1 mérték. Legkonnyebben ugy juthatunk ered-
ményre, ha az ultraszirok ,nyelvén” szélunk. Fogalmazzuk at ezért allitdsunkat, a
korabban latott médon!

11.6. Tétel. Minden végtelen halmazon van nemtrividlis ultraszird.

A Dbizonyitds tobb 1épésbdl all, melyeket feladatokként fogalmazunk meg.

3 Péter Komyjdth — Vilmos Totik: Ultrafilters. in: The American Mathematical Monthly. 2008 /1.
33-44.
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Szikségiink lesz egy egyszeru fogalomra: egy végtelen halmaz valamely részhal-
mazat kovégesnek nevezzilk, ha komplementere véges. Velik kapcsolatos kiindulé
feladatunk.

11.7. Feladat. Mutassuk meg, hogy tetszéleges végtelen halmaz kovéges részhal-
mazai egy szir6t alkotnak!

Az ultrasziir6k bevezetésekor gy ldttuk, hogy egy ultrasziir6 bizonyos ér-
telemben az alaphalmaz ,nagy” részhalmazait tartalmazza. A kovéges halmazok
persze szemléletesen a ,lehetd legnagyobbak”, igy felmeriilhet a kérdés: fellépnek-e
ezek bizonyos ultraszlirékben? E kérdés eldontése mér 6 célunk felé vezet.

11.8. Feladat. Mutassuk meg, hogy egy végtelen halmaz tetszéleges ultrasziiréje
pontosan akkor nemtrividlis, ha tartalmazza a kovéges halmazokat!

fgy elég lenne belatni, hogy minden sziir6 kiterjeszthetd egy ultrasziirové. Ezt
gondolhatjuk meg kovetkezd két feladatunk megoldédsa soran. ElOszor az ultraszii-
réket jellemezziik a sziir6k korében.

11.9. Feladat*. Igazoljuk, hogy egy sziiré akkor és csak akkor ultrasz{ir6, ha nincsen
nala bévebb sziiro.

Akik ismerik a Zorn-lemmaét, az iménti allitdsbdl kiindulva tjabb feladatunkat
mar kénnyen megoldhatjdk.

11.10. Feladat. Igazoljuk, hogy minden sziird kiterjeszthetd egy ultrasziir6vé!

Az el6bbi éllitasok Osszegzéseként tehat megdllapithatjuk, hogy tetszoleges
végtelen halmaz kovéges részhalmazainak sziirgjét kibovithetjiik egy ultrasziir6vé,
s ezaltal egy nemtrivialis ultraszlir6hoz juthatunk. Ezzel igazoltuk a I1.6. Tételt.
Sét, a I1. 8. Feladat allitdsa szerint most mar a nemtrividlis 0-1 mértékek ,ugrédsi”
helyeit is pontosabban ismerjiik. Nyertiikk ugyanis, hogy egy ilyen mérték egy
tetszoleges, (x) alaku ldncon sziikségképpen az elsé nem véges és az elsd kovéges
halmaz kozott ,,ugrik”.

Most pedig eddigi {6 eredményiink, a I1.6. Tétel alkalmazdsaként megismer-
kediink a kozépiskoldban tanult konvergencia-fogalom egy szép dltaldnositasaval.
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I1l. Banach-limesz

Ebben a fejezetben sorozaton mindig valds szamokbdl allé sorozatot fogunk
érteni. Emlékeztetiink, hogy ezek a természetes szamok halmazan értelmezett valds
értéki figgvények. Jelolje most By a korldtos sorozatok halmazat. Jél ismert,
hogy minden konvergens sorozat korlatos. Ez azonban forditva nem igaz. Legyen
ugyanis {a,} az a sorozat, melynek pdros indexii tagjai 0-k, a tobbi tagja pedig 1.
Magyarén {a,} = (0,1,0,1,...). Ez a sorozat korldtos, de nem konvergens.

Az elébbieket tgy is megfogalmazhatjuk, hogy a konvergens sorozatok By-
nek egy valédi részhalmazat alkotjak. Most szeretnénk minden korlatos sorozatnak
egy lim" hatdrértéket tulajdonitani, a klasszikus konvergencia-fogalom valamilyen
kiterjesztésével. Erdekességként gondoljuk meg: milyen értéket rendeljen egy ilyen
lim* fiiggvény az {a,} = (0,1,0,1,...) sorozathoz? Bizonydra egyetértiink Leibniz
német matematikussal, aki szerint ,igy lenne méltanyos”, ha ez az érték az 1/2
lenne.

A konvergencia dltaldanositdsa soran persze arra fogunk torekedni, hogy a szo-
kasos hatarértékre vonatkozd, kozépiskolaban is jol ismert tulajdonsagokat tovabb
,0rokitsiik” a By sorozatain értelmezett lim* fliggvényre. Egy ilyen lim* fliggvényt
Banach-limesznek fogunk hivni.

Definicié. Egy lim* : By — R fiiggvényt Banach-limesznek neveziink, amennyiben
kovetkez6 elvarasainknak eleget tesz:
1) Ha egy {x,} € By sorozat konvergens, akkor lim z, = lim* z,;
n—o0

2) Ha {z,}, {yn} € By, akkor im*(x,, + y») = im™ z,, + lim" yy,;
3) Ha {x,} € By és a egy valds szdm, akkor lim* oz, = alim” z,;
4) Amennyiben {x,} egy nemnegativ tagokbdl &llé korldtos sorozat, akkor
lim* z,, > 0;
5) Ha {z,} = (z0,21,22,...) € By és {yn} = (x1,22,23,...) € By az el6bbi
sorozat eltoltja, akkor lim™* x,, = lim™ y,,.
Igy egy Banach-limesz kiterjeszti a szokdsos hatdrértéket (1), linedris (2; 3),
nemnegativ sorozatokhoz nemnegativ szdmokat rendel (4) és eltolds-invaridns (5).
Tekintsiink most egy lim* Banach-limeszt. Legyen {a,} ismét Leibniz soro-
zata, {b,} = (1,0,1,0,...) pedig ennek eltoltja. Ekkor:
1(—)hm (1,1,1,1,...) = lim™(a, + b, ) = hm ay + lim™* b,
5
© lim* a,, + lim* a,, = 2lim* a,,.
Ezért lim* a,, = 1/2, vagyis Leibniz vigya teljesiil!* Mar csak arra vagyunk kivan-
csiak, hogy létezik-e egyaltalan ilyen lim™ fiiggvény. Most megmutatjuk, hogy van

4 J6l ismert, hogy egy konvergens sorozatnak és tetszéleges részsorozatanak hatarértéke ugyanaz.
Az el6bbiek szerint azonban ezt a tulajdonsigot a Banach-limeszre mar nem tudjuk atorokiteni.
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Banach-limesz.

Kezdetként egy olyan By — R fiiggvényt szeretnénk taldlni, amely csupan
az 1) - 4) tulajdonsdgokat tudja, azaz kiterjeszti a hagyomanyos hatarértéket, li-
nedris és nemnegativ sorozatokhoz nemnegativ szamokat rendel.® Idézziik fel ezért
a konvergencia definiciéjat! Egy {x,} sorozatot konvergensnek neveziink és azt
mondjuk, hogy hatarértéke az o szdm, amennyiben barmely ¢ pozitiv szdm esetén
Zn € (@ — &, + €) teljesiil majdnem minden n-re, ahol a ,;majdnem minden n-re”
kifejezés annyit jelent, hogy ,,véges sok n kivételével”. Emlékezziink vissza, hogy
a véges komplementer(i halmazokat kovéges halmazoknak neveztiik. Ugyanakkor
most egy tetszbleges korlatos sorozathoz intuitiv médon egy olyan szamot szeret-
nénk hozzarendelni, melynek barmely kicsiny kornyezetében benne van a sorozat
yhagyon sok” tagja. FEzért ugy érezziik, hogy elég lenne kiterjeszteni a ,nagy hal-
maz” fogalmat N kovéges részhalmazairél egy bovebb halmazosztilyra. Vegytik
észre, hogy egy ilyen kiterjesztés mar a kezliinkben van! Tekintsiink ugyanis egy
nemtrivialis ultrasziirét az N halmazon, melyet jeloljon F. Ennek létezését a I1.6.
Tétel biztositja. Emlékezziink vissza az F-beli halmazok szemléletes képére: dgy
éreztiik, hogy ezek N ,nagy” részhalmazai, melyek kozott a 11.8. Feladat allitasa
szerint ott vannak a kovéges halmazok is. Vezessitkk be most mar a kévetkezo fo-
galmat.

Definicié. Legyen F egy nemtrividlis ultrasziiré a természetes szdmok halmazan.
Tekintstink tovabbd egy allitast N-en. Azt mondjuk, hogy ez az allitds majdnem
minden n € N esetén igaz (az F szerint), ha az &llitdst igazzd tevd elemek halmaza
az F-hez tartozik.

Most pedig megmutatjuk, hogy a ,majdnem minden” szokdsos fogalménak
elébbi dltalanositasa kitlizott célunknak valéban megfelel. Rogzitsiink ezért egy F
nemtrividlis ultraszlir6t N-en, a I1.6. Tétel alapjan. Nézziink egy tetsz6leges {x,, }
korlatos sorozatot. Azt fogjuk mondani, hogy az « valds szam ezen sorozatnak
F-limesze, amennyiben az « tetszélegesen kicsiny kornyezete tartalmazza a soro-
zat majdnem minden elemét (az F szerint). fgy az eddig mondottak szerint egy
konvergens sorozat hatarértéke annak F-limesze is.

Vegyiik észre azt is, hogy egy korlatos sorozatnak legfeljebb egy F-limesze le-
het, melynek belatasa ugyanigy torténik, mint a szokéasos hatarérték egyértelmiisé-
gének bizonyitasa: azt kell kihasznalni, hogy a szamegyenes pontjai kell6en kicsiny
kornyezetekkel elvalaszthaték egymastol. Most meggondoljuk, hogy minden korla-
tos sorozatnak létezik F-limesze. Egy korlatos sorozat F-limeszét pontosan ugyan-

5 Megjegyezziik, hogy egy ilyen fiiggvény létezése a Hahn-Banach tételbdl azonnal kovetkezik. Mi
azonban a nemtrividlis ultraszlirék létezését allité 11.6. Tételt hasznaljuk majd, ami egy elemibb
és szemléletesebb targyaldst tesz lehetové.
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ugy lehet megtaldlni, mint valamely torlédasi pontjat: az ,oroszlanfogas” mdd-
szerét kell alkalmazni! Emlékeztetiink, hogy a széban forgé Bolzano-Weierstrass
tétel bizonyitasa sordn minden egyes ,oroszlanketrec” felallitasakor a kovetkezot
mondtuk: ,ha a tekintett intervallumon ott van a sorozat végtelen sok tagja, ak-
kor ez az &llitas az intervallum legaldbb egyik felére is biztosan teljestl!”, majd
ezt a részintervallumot valasztottuk wjabb oroszlanketrecnek. Most ehelyett ezt
kell mondanunk: ,ha a tekintett intervallumon ott van a sorozat majdnem minden
tagja (az F szerint), akkor ez az allitds az intervallum pontosan egyik felére szintén
teljesil!”, melyet a I1.3. Feladat allitdsaval indokolhatunk. Az eljards végén ott
alldogal ketreciinkben sorozatunk F-limesze, a ,,befogott oroszldan”. Adédott, hogy
minden korlatos sorozatnak létezik egy egyértelmiien meghatarozott F-limesze, ez
konvergens sorozatok esetén azok hatarértéke, altalaban pedig a sorozat egy torlo-
dasi pontja.

I1I.1 Feladat. Mutassuk meg, hogy az F-limesz fliggvény linedris és nemnegativ
sorozatokhoz nemnegativ szamokat rendel.

Tehat az F-limesz fuiggvény teljesiti az 1) - 4) feltételeket.

Figyeljiik meg, hogy F-limesziink nem eltolds-invaridns, azaz nem Banach-
limesz. Valéban, hiszen példdul Leibniz sorozatdnak, {a, }-nek két torléddsi pontja
van: a0 ésaz 1. Ezért e sorozat F-limesze is e két érték valamelyike, vagyis biztosan
nem az 1/2. Erdekes azonban, hogy F-limeszilinkbdl kiindulva a Banach-limesz
létezésére mar konnyen kovetkeztethetiink. Jelolje ugyanis az F-limesz fliggvényt
limg. Most bevezetiink egy Lo : By — By fiiggvényt, melynek feladata az 5)
tulajdonsag {x,} és {yn} sorozatainak ,azonositdsa” lesz. Legyen:

To+x1 Tot+T1+2x2 o+ T+ X2+ T3
2 ’ 3 ’ 4 T

Lo(l’o,xl,l’g,...) = ((Eo, )

Es legyen végiil lim* z,, = lim}(Lo({zy})). Allitjuk, hogy lim* egy Banach-limesz.
Vegytink elészor egy {x,} konvergens sorozatot. Jeldlje o a hatérértékét és

{l,,} pedig legyen a sorozat Lo melletti képe. Ha ¢ egy kicsi pozitiv szdm, akkor

van olyan v kiiszobszdm, hogy a néla nagyobb n indexekre |z, — a| < €/2. Egy

ilyen n-re érvényes, hogy:

Z?:o €Lq _ | Z?:o(xi —a)l

l, — ol = -«
| | |n+1 | n+1
Legyen a szamlélé a c(e) (n+1)e/2 a szadmlalénél
nemnegativ konstans nagyobb
Y Y
S Jei—al X0 lai—al
A . Tr; — & o r; — & cle c
< =0 + i=v+1 ( ) + =

< )
n+1 n—+1 n+1 2
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ahol a jobb oldali Gsszeg elsé tagja elég nagy n-ekre maga is kisebb, mint £/2.
fgy {l,} konvergens és hatdrértéke . Nyertiik, hogy Lo konvergens sorozatok-
hoz konvergens sorozatokat rendel, mikdzben azok hatarértékét is megérzi.® Ezért
lim* fuggvénytink kiterjeszti a szokdsos hatérértéket, ami az 1) tulajdonsig. Most
meggondoljuk, hogy a tovabbi négy tulajdonsag is teljesiil.

Vegyiik észre, hogy L linedris. fgy lim* is az, hiszen két linedris fiiggvény
egymasutanja. Vegyiik most szemiigyre az Ly definiciéjaban fellépd szamtani koze-
peket! Megallapithatjuk, hogy Ly nemnegativ sorozatokhoz ugyanilyeneket rendel.
Ezért lim™* 6rokli limg 4) tulajdonsdgat: nemnegativ sorozatokhoz nemnegativ sza-
mokat rendel.

Legyenek végill {z,} és {y,} az 5) tulajdonsig sorozatai, vagyis {z,} =
(20,1, T2,...) egy tetszbleges korldtos sorozat és {y,} = (x1,x2,23,...) ennek
eltoltja. Alh’tjuk, hogy lim* z,, = lim* y,,. Segitségként tekintsiik a kovetkezd fela-
datot.

I11.2.  Feladat. Mutassuk meg, hogy Lo({zn} — {yn}) egy nulldhoz konvergéls
sorozat!

Igy lim}(Lo({zn} — {yn})) = 0, ahonnan — hasznalva elébb Lo, majd lim}
linedris voltat — adddik, hogy limf(Lo({zn})) = limg(Lo({yn})), tehdt lim* z,, =
lim* y,,. Ezért lim* eltolds-invaridns, s igy valéban egy Banach-limesz. Ezzel iga-
zoltuk a kovetkezd fontos tételt.

111.3. Tétel. Van Banach-limesz.

E tételbdl kiindulva fogjuk meggondolni, hogy a kozépiskoldaban megismert
tertilet-fliggvény kiterjeszthetd a sik minden ponthalmazara: a sikon van Banach-
mérték. Elobb azonban megismerjiik lehet&ségeink korlatait.

IV. Banach-mértékek nemlétezése

Tekintslink egy mértéket a szamegyenes részhalmazainak valamely csalddjan.
Azt mondjuk, hogy ez hosszusagmeérték, ha az 1-hosszu szakaszokhoz az 1 szdmot
rendeli és egybevagosig-invarians. Ha egy hosszisagmérték értelmezési tartomanya
az egyenes Osszes részhalmazanak csalddja, akkor ezt a fiiggvényt az egyenes egy
Banach-mértékének nevezziik. Kovetkez6 allitasunk szerint az egyenesen tekintett
Banach-mérték a hosszisdg fogalméanak kiterjesztése az intervallumokrol az egyenes
minden részhalmazara.

IV.1. Feladat*. Mutassuk meg, hogy az egyenes tetszéleges Banach-mértéke az
intervallumokhoz azok szokasos hosszat rendeli.

6 TErdekes, hogy a Banach-limeszhez a konvergencia Cesaro-Fejér féle gyengitésén 4t jutunk.
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Vegyiik észre, hogy a hosszmérés dltaldanositasahoz elegendé a tertiletmérést
altaldnositanunk:

IV.2. Feladat. Tegyiik fel, hogy van Banach-mérték a sikon. Mutassuk meg, hogy
ekkor az egyenesen is van!

A teriiletprobléma megoldasara vonatkozé torekvésiinkkel kapcsolatban né-
mely olvasénkban esetleg felmeriilt a kovetkezd kérdés: miért nem tliztiink ki va-
lami nagyobb feladatot? Példdul megprébalhatnank beldtni, hogy a teriiletmérés
o-additiv moédon is kiterjeszthetd a sikon! Ez a feladat azonban nem oldhaté meg:
o-additiv Banach-mérték mar az egyenesen sem létezik. Tegyiik fel ugyanis, hogy
létezik a szdmegyenesen egy p Banach-mérték, amely o-additiv. Ekkor a [0, 1] in-
tervallum mértéke 1, a [0, 2] intervallumé pedig 2. Belathatd, hogy léteznek olyan,
kiilon-kiilén paronként idegen elemekbdl &ll6 {A, } és {A} halmazsorozatok, me-
lyekre teljesiil, hogy US2 A, = [0,1], USS Ak = [0,2] és az A,, A% parok minden
n természetes szam esetén egymas eltoltjai’. Am ez ellentmondésra vezet, kihasz-
nalva, hogy egy halmaznak és eltoltjanak mértéke mindig ugyanaz:

1= p[0,1] = p(Up2oAn) = > u(An) =D u(A}) = p(UgA;) = ul0,2] = 2.
n=0 n=0

Itt haszndaljuk a o-additivitdst Ismét, a o-additivitds miatt

Adodott, hogy o-additiv Banach mérték nincs a szamegyenesen. fgy persze a sikon
még inkabb nincs, amit a IV.2. Feladat bizonyitdsdhoz hasonléan gondolhatunk
at.

Rendben van, akkor legaldbb azt mutassuk meg, hogy a térfogatmérés is ki-
terjeszthet6 a tér valamennyi részhalmazara — javasolhatnd még el6bbi olvasénk.
Ez a ,javaslat” persze még pontositandé: ugyanigy, mint a sik és a szamegyenes
esetében.

IV.3. Feladat. Adjuk meg a térfogatmérték, majd a térbeli Banach-mérték defi-
niciojat!

Ha jol dolgoztunk, akkor definiciénk szerint a tér egy tetszOleges Banach-
mértéke a poliéderekhez azok szokasos térfogatat rendeli. Ezért a térbeli Banach-
mérték fogalma a térfogat fogalmanak kiterjesztése a poliéderekrol a tér valamennyi
ponthalmazara. Allitdsunk azonban az, hogy ilyen mérték nincsen!

Kezdetként térjliink vissza egy kicsit a sikra, a sokszogek teriiletének kérdésére.
Tegyiik fel, hogy valaki ad nekiink két sokszoget, melyekrdl be kell latnunk, hogy

7 Ennek igazoldsa hasonlé a Zermelo-féle halmaz felépitéséhez. Ld.: Péter Komjdth — Vilmos
Totik: Problems and Theorems in Classical Set Theory (a tovédbbiak sordn PTCST). Springer,
2006. 63-64, 306-307.
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egyenld a (szokdsos) teriiletiik. Hogyan prébélkozhatunk? Eszrevessziik, hogy
elegend6 megmutatni, hogy sokszogeink véges sok vagassal egymésba darabolhatok,
azaz felbonthatok véges sok, paronként egybevagd sokszog egyesitésére. Ekkor
ugyanis a szokdsos teriilet additiv és egybevagdsdg-invarians tulajdonsaga szerint
a két sokszog teriilete megegyezik. Bolyai Farkas volt az, aki a XVIII. szazad végén
sejtést fogalmazott meg el6bbi észrevételiink megfordithatosagardl, amely szerint
az egyenlé tertiletli sokszogek véges sok vagassal egymasba darabolhaték. Ezt az
allitast néhany évtized leforgasa alatt maga Bolyai, tovabba téle fliggetleniil Paul
Gerwien és William Wallace igazolta, ezért ma Bolyai- Gerwien- Wallace tétel néven
ismerjiik.

Erdekléds olvasénk megkérdezheti: igaz marad-e ez az allitds, ha kilépiink a
térbe és ,tertilet” helyett ,térfogat”’-ot, ,sokszog” helyett pedig ,,poliéder”-t mon-
dunk? Ez a kérdés foglalkoztatta David Hilbertet is, aki ,,harmadik problémaként”
fel is vette 1900-ban kit{iz6tt nevezetes 23 problémaja kozé, melyek megoldasitol a
matematika latvanyos elérehaladésat remélte. Erdekes, hogy ez a kérdés az els6ként
megoldott Hilbert-probléma volt, ugyanis Max Dehn mar 1902-ben megmutatta,
hogy a szabdlyos tetraéder nem darabolhats dt téglatestbe véges sok vdgdssal. Ez
az eredmény azt jelezte, hogy mér a poliéderek térfogatat sem lehet meghatdarozni
csupan atdarabolassal, hanem ezen egyszerii modszer helyett a ,,végteleniil kicsi
mennyiségek” vizsgalatdhoz — az integral fogalméahoz — kell nytdlnunk. Ez az oka
annak, hogy a térfogat kozépiskolai targyaldasa soran a Cavalieri-elvet lehetetlen
kikeriilni. A térfogatmérés ,sokkal nehezebb” feladat, mint a teriiletmérés.

fgy taldn mér most is ,elhinnénk”, hogy a térfogatmérés nem terjeszthetd
ki a tér minden részhalmazara. Ez valéban igy is van, melynek magyarizata a
Banach-Tarski paradoxonban rejlik, amely Dehn eredménye utan b6 két évtized-
del, 1924-ben sziiletett meg. E rendkiviil izgalmas allitast Jan Mycielski, a neves
lengyel matematikai gondolkodo egy alkalommal ,az elméleti matematika legmeg-
lepébb eredményének” nevezte. A tételt most a kovetkezé moédon fogalmazzuk
meg. Tekintsiik a tér egy B-vel jelolt egységnyi sugard gombjét. Az allitds az,
hogy ekkor ezt a gobmbot fel tudjuk osztani véges sok halmazra, jelben mondjuk az
Ay, As, ..., A, halmazokra gy, hogy ezekbdl — hézagmentesen és fedés nélkiil — fel
tudunk épiteni két, egységnyi sugari és egymas mellett allé6 gdbmbot: Bi-et és Ba-t,
mikozben az A;-ket kell6 iigyességgel mozgatjuk a térben eltolasok és forgasok &l-
tal. Tehat B gdmbiink megkétszerezhetd! Erdekességként megemlitjitk, hogy ehhez
mér n = 10 gdmbdarab elegends.® Végiil meggondoljuk, hogy a Banach-Tarski pa-
radoxon lényegi allitdsa éppen az, hogy a térfogatmérést nem tudjuk kiterjeszteni
a tér minden részhalmazara. Tegyiik fel ugyanis indirekt médon, hogy létezik egy

8 Ld. Laczkovich Miklés: Sejtés és Bizonyitds. TypoTEX, 1998. 71-77. E konyv koézéppontjdban
a mérték problémdja all, ezért itt az érdeklédd olvasé {6 témankrdl mélyebben is tdjékozédhat.
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1 Banach-mérték a téren. Ekkor kiinduldsi A; gémbdarabjaink elmozgatott képeit
A-al jeldlve megéllapithatjuk, hogy u(A4;) = u(AY) teljesiil minden ¢ =1,2,...,n
értékre, s igy végiil a kovetkezére jutunk:

n n k n
4 * * *
ST=uB) =) p(A) =) pAD) = Y _pA) + Y p(A)
=1 i=1 i=1 i=k+1
A Bj-et alkotd A Bs-t alkotd

darabkdk mértékei  darabkik mértékei

= u(By) + (B2 = o

Az ellentmondéds mutatja, hogy a térfogatprobléma megoldhatatlan: a téren nin-
csen Banach-mérték. Persze, a kozépiskolai térfogatfogalom azért a poliéderek
csaladjanal 1ényegesen altalanosabb halmazosztdlyokra is kiterjeszthetd.

Most mar megfogalmazzuk kézponti tételiinket, amely a korabban mondottak
tiikrében a lehetd legtobbet allitja.

IV.4. Tétel (Stefan Banach, 1923). Van Banach-mérték a sikon, vagyis a teri-
letmérés kiterjeszthetd a sokszogekrdl a sik minden ponthalmazdra.

Megjegyezziik, hogy Banach idézett eredményei a kivilasztasi axidman nyug-
szanak. E nevezetes axiéma igaznak tételezése a modern matematika egyik koz-
ponti ,dogmaja”, sarokkove. Allitzisa, hogy pdronként diszjunkt, nem tres halma-
zok tetszoleges csalddjdhoz megadhato egy olyan halmaz, melynek a halmazcsaldd
minden tagjdval alkotott metszete egyetlen elembdl dll. Ez persze ,els6 latasra nyil-
vanvalénak tinik” — mondja Bertrand Russel, a hires angol logikus — 4m az emlitett
két kovetkezmény erGteljessége és kiillonossége gondolkozasra késztet, s igy ,,végil
az ember elkezdi nem érteni, amit ez az allitas jelent”.

A TV.4. Tétel bizonyitdsardl kovetkezd, utolsé fejezetiinkben szélunk.

V. A sikon van Banach-mérték

Ugy érezziik, hogy a sik Banach-mértékétol megkovetelt egybevagosag-
invariancia igen komoly elvaras. Ezért kezdetben a sik egybevagdsagaira 6sszpon-
tositjuk figyelmiinket. Ertelmezziik két egybevagoisig szorzatat a szokdsos médon,
vagyis ezek egymads utdni végrehajtasaként. Pontosabban, ha v, és 72 két egybe-
vagosag, akkor legyen:

7172 (P) = v2(n(P))

a sik tetszbleges P pontjara. Jol ismert, hogy két, tetszbleges egybevagosag ily mo-
don értelmezett szorzata szintén egybevagosag és a sik egybevagdsagai e muvelettel
egy csoportot alkotnak. Ervényes ugyanis, hogy a szorzas asszociativ, tovabba a
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sik identikus leképezése a szorzasra nézve egységelem és minden elemnek létezik
inverze, amely nem mas, mint az adott transzforméciénak — mint fiiggvénynek —
az inverze.

Most bevezetjiik a kozép fogalmat, amely a Banach-limesz csoportok felett
tekintett ,testvére”.

7

Definicié. Legyen G egy tetszbleges csoport a -7 miivelettel. Jel6lje tovabba Bg
a G csoporton értelmezett, valds értékii korlatos fiiggvények csaladjit. Ekkor egy
Kk : Bg — R figgvény egy kizép a G csoport felett, ha rendelkezik a kovetkezd
tulajdonsagokkal:

1) k(1) =1, ahol 1 az a fiiggvény, amely G minden eleméhez az 1-et rendeli;

2) Ha f, g € Bg, akkor s(f + g) = «(f) + k(g);

3) Ha f € Bg és a egy valds szdm, akkor k(af) = ak(f);

4) Amennyiben f € Bg minden értéke nemnegativ, akkor x(f) > 0;

5) Ha f € Bg és g € G, akkor k(f) = k(yf), ahol 4f az f ,balra toltja” g-vel:
of :G—=R:yf(h)=f(g ' h).

fgy egy G feletti kozép az azonosan 1 fliggvényhez az 1 értéket rendeli
(1), linedris (2, 3), nemnegativ fliggvényekhez nemnegativ szdmokat rendel (4) és
balratolas-invaridns (5). F6 kérdésiink, hogy mely csoportok felett 1étezik kozép.

Meggondolhatd, hogy véges csoportok felett mindig van kézép, mégpedig pon-
tosan egy: a szamtani kozép. Tekintsiik most az egész szamoknak az Gsszeadassal
alkotott Z csoportjit. Rogzitsiink tovdbbé egy lim* Banach-limeszt. Idézziik fel,
hogy ez a I11.3. Tétel alapjan megtehetd! Legyen f € Bz és masoljuk le e fiigg-
vény nemnegativ helyeken felvett értékeit egy f, sorozattal: legyen f, = f(n),
ha n € N. Es végiil legyen k(f) = lim* f,. Konnyen ellendrizhets, hogy x
egy kozép Z felett: az 1) - 5) allitdsok teljesiilése rendre kovetkezik a Banach-
limesz megfelel6 tulajdonsagaib6l. Innen kiindulva mér gyorsan adédik, hogy a
ZXZx---x7Z = Z" csoport felett is létezik kozép minden n pozitiv szdmra®

n—szer
(emlékeztetiink, hogy e csoportokban az Osszeaddst egyszeriien komponensenként
végezziik el). A Z" n € NT csoportrél tudjuk, hogy kommutativ és végesen gene-
ralt: az (1,0,0,...,0), (0,1,0,...,0),..., (0,0,0,...,1) véges sok (n darab) elembél
minden csoportelem megkaphaté véges szamu Osszeadds és kivonds segitségével. A
Z™ csoportok felett nyert kézepekbdl kiindulva meggondolhatd, hogy minden vé-
gesen generdlt kommutativ csoport felett létezik kozép.'° Innen pedig bizonyithaté
a kovetkezd tétel.!!

9 A bizonyitds alapgondolata a tobbszords integral fogalmanak lemdsoldsa, 1d. PTCST, 458.

10 PTCST, 458. Megjegyezziik, hogy ez az &llitas kozvetleniil levezetheté Tyihonov tételébdl, 1d.
Stan Wagon: The Banach-Tarski paradoz. Cambridge University Press, 1985. 150.

11 Kompaktsigi megfontolasokkal, 1d. Wagon, 150.
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V.1. Tétel. Minden kommutativ csoport felett létezik kozép.'

A sik egybevagdsagainak csoportja nem kommutativ, 4m szerkezete a kom-
mutativ csoportokéhoz eléggé kozeli: e csoport ugyanis ,kirakhaté” harom kom-
mutativ csoportbél.!® E tényt kihasznalva az V.1. Tételbdl a kivetkezd nagyon
fontos allitds mar levezethetd.14

V.2. Tétel. A sik egybevagdsagainak csoportja felett létezik kozép.
Egyetlen segédtételt kell még kimondanunk.

V.3. Tétel. A sik dsszes részhalmazdnak csalddjin van olyan mérték, amely az
egy oldali négyzetekhez az 1 szamot rendels.

E tétel bizonyitdsa viszonylag nem bonyolult'®, ami azt mutatja, hogy a
Banach-mérték keresésekor leginkabb az egybevigdsdgokkal szembeni invariancia
biztositasa okoz problémat. Ezért volt sziikségiink az elobbi kitérdre, amely az V.2.
Tételhez vezetett benniinket. Megjegyezziik, hogy ezt az utat el6szor Neumann J4-
nos (von Neumann) javasolta.

A Banach-mérték bevezetéséhez érkeztiink. Kezdetként haszndljuk fel segéd-
allitasainkat! Rogzitsiink egy « kozepet a sik egybevdgisagainak csoportja felett,
tovabba rogzitsiink még a sik Osszes részhalmazanak csaladjan egy p-vel jelolt mér-
téket, amely az egy oldali négyzetekhez az 1 szamot rendeli. A sik egybevagdsa-
gainak csoportjat mostantdl Z fogja jeldlni.

Tekintsiink most mar egy tetszéleges sikbeli ponthalmazt, A-t. Szeretnénk
ymegmérni” az A teriiletét. Ezt az értéket — az A ponthalmaz Banach-mértékét
— egyszerlien T(A) jeloli majd. Vegyiink fel elszor egy fa fiiggvényt, amely
,megnézi” az A halmazzal egybevigd alakzatok p melletti mértékeit:

fa:I =Ry U{oo}: fa(y) = u(v(4)),
ahol v(A) az A halmaz eleminek v melletti képeib6l 4116 halmaz:

1(A) ={v(P): P e A}.

12 E tételbSl a Banach-mérték mér elemi megfontoldsokkal megkaphaté, mégpedig az integral
kiterjesztésén at, 1d. PTCST, 119-121, 459-462. Ennek sordn elébb az egyenesen mutatunk
Banach-mértéket. Innen kiindulva ugyanis a sikbeli allitds mér viszonylag egyszerlien bizonyit-
haté. Végil megjegyezziik, hogy a hosszmérés széban forgd kiterjesztése a Hahn-Banach tétel
alkalmazdsaként is megtehetd, 1d. Kérchy Ldszlé: Valds- és funkciondlanalizis. POLYGON,
2008. 261-268.

13 A sik egybevéagdsigai feloldhatd csoportot alkotnak, melynek faktorai az £/{id}, M/E és az
T/ M kommutativ csoportok, ahol £ az eltoldsok, M pedig a mozgdsok részcsoportjat jeloli a
sikizometridk Z csoportjiban.

14 A kivalasztési axiéma egy érdekes alkalmazésaként, 1d. Wagon, 149.

15 Tyihonov tételével, 1d. Wagon 152-154.
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Eloszor vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor f4 nem korlatos fiiggvény. Ekkor dgy
érezhetjiik, hogy az A halmaz ,nagyon nagy”, ezért Banach-mértékét valasszuk
végtelennek. Ellenkez6 esetben az fa értékeit ,kidtlagolhatjuk” a x kozép segitsé-
gével: legyen az A halmaz Banach-mértéke x(f4). Osszefoglalva, legyen:

00, ha fa nem korlatos

T(d) = {H(fA)v ha fa € Brz.

Végiil meggondoljuk, hogy ez a T fiiggvény egy Banach-mérték. Mivel x nemnega-
tiv fliggvényekhez nemnegativ szdmokat rendel, igy T' — a oo mellett — nemnegativ
valds értékeket vesz fel és az tires halmaz T melletti képe persze 0.

Legyenek most A és B diszjunkt ponthalmazok. Figyeljik meg, hogy ha
v € Z, akkor v(A) és v(B) szintén diszjunktak, hiszen ~ kolcsondsen egyértelmil
leképezés. Ezért:

faus(v) = p(v(AU B)) = p(v(A) U~(B)) = p(v(A)) + p(v(B)) = fa(v) + f(7),

n végesen additiv

vagyis faup = fa + fp. Egyszert megallapitas az is, hogy ha fa és fp valame-
lyike nem korldtos, akkor faup sem az. Ezért ebben az esetben T'(A) + T(B) =
T(AU B). Egyébként pedig, ha f4 és fp mindketten korlatosak, akkor faup is az,
tovabba:

T(A) +T(B) = k(fa) + £(fB) = K(fa+ fB) = K(faup) = T(AU B).

K linedris tulajdonsédga szerint

Tehat T additiv és igy egy mérték a sik Gsszes részhalmazénak csaladjan.

Jeloljon most [J egy 1 oldald négyzetet. Ekkor f = 1, hiszen p az 1 oldala
négyzetekhez az 1 szamot rendeli. Ezért T'(O) = k(1) = 1, a kozép 1) tulajdonsdga
szerint. Tehat az 1 oldalt négyzetek T melletti képe 1.

Az eddigiek soran azt mutattuk meg, hogy a p mérték tulajdonsigait a k
kozép atorokiti a T fiiggvényre. Ellenérizniink kell még, hogy T egybevagdsig-
invarians. Legyen ezért A ismét egy tetszOleges ponthalmaz a sikon és vegyiink
egy £ € 7 egybevagdsigi transzformdciot. Be kell latnunk, hogy T'(A) = T(£(A)).
Figyeljiik meg, hogy tetszdleges v € 7 esetén:

feeay() = p(v(€(A))) = (& - v(A)) = fal§-7) = e fa(),

azaz feay = ¢—1fa. Magyardn az fe 4 fliggvény az fa balra-toltja a &1 értékkel.
Persze egy fiiggvény és annak balra-toltja egyszerre korlatos, igy nem korlatos fa
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esetén allitasunk nyilvanvalé. Végiil, ha f4 korlatos fliggvény, akkor allitasunk ko-
vetkezik a k k6zép balratolas-invarians voltdbdl. Ezzel belattuk, hogy a T fliggvény
egybevagbsag-invarians.

Az elébbiek soran megmutattuk, hogy T" Banach-mérték, ami igazolja a IV .4.
Tételt.

Lattuk, hogy a térfogatmérés nem terjeszthetd ki a tér minden ponthalma-
zara, am a sikon minden ,idomnak” tudunk teriiletet tulajdonitani. E két allitas
egy, a sik és a tér szerkezete kozott fennalld 1ényeges kiillonbségrol tanuskodik. E
kiilonbség leginkdbb a sik és a tér egybevagdsdgainak eltéro viselkedésében érhetd
tetten. Ezzel kapcsolatos zard gondolatunk.

Sziikségiink lesz egy érdekes fogalomra. Tekintstink egy G csoportot. Legyen
H C G és g egy elem G-ben. Jeldlje tovabbd ;H a H halmaz g-vel vett balra
toltjat, azaz legyen ;H = {gh : h € H}. Azt mondjuk, hogy G megkétszerezhetd, ha
feloszthaté véges sok diszjunkt halmaz, jelben mondjuk a Hy, Hs, ..., H, halmazok
egyesitésére ugy, hogy e halmazok alkalmas g1, ¢go,..., g, csoportelemekkel vett
balra toltjai a csoport kétszeres lefedérendszerét alkotjak: G minden eleme pontosan
két ,, H;-ben 1ép fel.

Emlékezziink vissza, hogy a sikbeli Banach-mérték 1étezésére az V.2. Tétel
allitasabol kovetkeztettiink, amely szerint a sik egybevdgdsagainak csoportja felett
létezik kozép. E fontos allitdsbol kiindulva az is meggondolhatd, hogy a sik egy-
bevagdsagainak csoportja nem megkétszerezheto. Am a térbe kilépve mar egészen
mast tapasztalunk. Kideriil ugyanis, hogy a tér egybevagdsagainak csoportjaban
fellép egy kicsiny — megszamlalhaté — részcsoport, amely megkétszerezhets.!6 In-
nen kiindulva jutott el Banach és Tarski a térbeli gombok megkétszerezhetoségéhez
és ezen keresztiil a térfogatprobléma megoldhatatlansdgdahoz.

Kalmdr Ddniel SzTE Matematika Tandrszak V. évf.
Kalmar. Daniel@stud.u-szeged. hu

16 Ez a két elem &ltal generalt szabad csoport.
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