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Egyenesektdl vald tavolsagokrol
(Megjegyzés egy KoMalL feladathoz)

SZALKAI ISTVAN

A KoMalL 2005. janudri szamédban jelent meg az aldbbi probléma:

B.3788. Adoit az ABC hdromszdg. Mi azon P pontok mértani helye a hdromszdg
belsejében, amelyeknek az AB oldal egyenesétél mért tavolsdaga szamtani kézepe a
BC és a CA oldalak egyenesétdl mért tavolsdganak?

Hasonlé kérdést tesz fel a Gordiusz tesztverseny 2005. évi megyei forduléjanak
9. osztédlyosoknak sz6l6 28. feladata:

Adott két metszd egyenes és egy d > 0 tdvolsdg. Mi azon pontok halmaza az egye-
nesek sikjaban, amelyeknek a két adott egyenestdl mért tdvolsagosszege d?

Vizsgaljuk meg a problémat kissé dltalanosabban is:

1. Altalanositott probléma: Legyenek adottak a sikon azeq,.. . e, tetszdleges egye-
nesek, tovabbd az ai,...,an, c tetszdleges (akdr pozitiv akdr negativ) valds szdmok.
Keresendd azon P pontok mértani helye, amelyekre

(1) ap-di 4+ Fandy,=c

ahol d; jeloli a P pontnak az e; egyenestdl valo tdvolsdgdt.

A fenti dltaldnos megfogalmazds nem csak a szogfelez6 egyenes, parhuzamos
egyenesek kozépvonala, haromszog érint6 korei kozéppontjai feladatat tartalmazza,
hanem rengeteg egyéb problémét is (pl.a Geometriai Feladatgyijtemény 1. kitet
162, 163, 208, 209, 211, 228, 280, 281, 283, 310, 346-348, 376, 640, 750, 858, 859,
869, ... feladatai).
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Az «a; = 0 eset is megengedett; ekkor az e; egyenessel nem kell fog-
lalkoznunk. Természetesen az (1)-hez hasonlé egyenletekbdl 4116 egyenletrend-
szer megolddsa a megfelel6 mértani helyek metszéspontja(i). Mint ,megszallott”
koordindtageometria-rajongd, gondolkodéds nélkiil(!) azonnal a Hesse képlet jut
eszembe:

Hesse: A P(x,y0) pont eldjeles tdvolsiga az e : Az + By = C' egyenestdl

d Az + Byo — C
P ATy B2

ahol d eldjele aszerint pozitiv vagy negativ, hogy P az egyenes dltal meghatdrozott
félsikok kozil abban van-e, amerre az (A, B) normdlvektor mutat vagy sem.

A képletet dltaldban csak roviden

d_‘Axo—l-Byo—C‘

Nye:

alakban idézik, azonban nekiink most sziikségiink van az abszolutértékek felbonta-
sara. Az (1) feltétel tehét {gy {rhato:

< Aiz + By — C;
Z&ai).ﬂ—yczg

i=1 VA? + B}

azaz

(oy) - 4; (oy) - B; (oy) - C;
2 ;
® Z B Z B Z A B
attol fiiggben, hogy P éppen az egyenesek altal meghatdrozott sikrészek koziil

melyik (véges vagy végtelen) sikrészben van (ezt mutatja «; eléjele).
A végeremény pedig azonnal 1atszik:

2. Tétel: Az (1) probléma megolddsa: Az egyenesek dltal alkotott minden sikrész-
ben egy-egy egyenesdarab (szakasz vagy fél- vagy egész- egyenes), amely egyenes-
darabok a siktartomdny egyik hatdrdtol mdsik hatdrdig terjednek — sem tobb, sem
kevesebb. Az egyenesdarabok zdrtak, azaz a siktartomdny hatdrdval vald metszetik
is a mértani hely része.

Elfajulé esetben a mértani hely (egy-egy sikrészben) lehet tres halmaz vagy az
egész sikrész is.

Az elfajulé esetekre kés6bb mutatunk példat. Az Olvasé gondolkozzon el
azon, hogy miért nincs pl. olyan eset, amikor a mértani hely nem az egész sikrész,
hanem annak csak egy kétdimenziés valédi részhalmaza.
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A fenti eredmény alapjan az (1) alakd problémékat mér konnyen megold-
hatjuk: mindGssze csak a sikdarabok hatdrain, vagyis az egyenesek szakaszain kell
a mértani hely pontjait megkeresnink, és a fenti dllitds szerint az dket Osszekdtd
szakaszok alkotjak a (teljes) mértani helyet.

Az elfajul6 eseteket is mér az egyenes-szakaszokon felismerhetjiik: legaldbb
kett6 hatarold szakaszon tobb pontja is van a mértani helynek, vagy egyiken sincs
egyetlen pont sem. De ez nem szép megoldds, és nem adja meg az egyenesdara-
bok jellemzésését sem. Az dltaldnos problémétdl nem is vadrom el, hogy csak elemi
geometriai eszkozokkel teljes és egyszerti diszkussziot talaljunk. Par egyszert, &l-
taldban is hasznos észrevételt azonban igen.

3. Allitds: Ha P, és Py mindketten kielégitik az (1) feltételt (azaz elemei a mértani
helynek), ugyanabban a stkrészben vannak, akkor a Py Py egyenesnek a megadott sik-
részbe esd teljes darabja (a Py Py szakaszon tili része is, egészen a sikrész hatdrdig)
a mértani helynek része.

Bizonyitas: Egyszeriien csak a parhuzamos szelok tételét kell alkalmaznunk. Jelolje
dgl) és dz@) a P illetve a P, pontoknak az e; egyenesektol valé tavolsagait. Ha a P
pont w : v ardnyban osztja a Py P» szakaszt (ha nem belil van, akkor u és v koziil
valamelyik negativ), akkor P-nek az e; egyenestél valé tavolsiga
gy = v e d?
u-+v

a feltételek szerint
ap-dV 4 a,-dD =,

a1.d§2)+...+an.dg):c

u

és a fenti egyenletek — s illetve Ty -Szereseit Osszeadva éppen az (1) feltételt kap-

juk. -

v

A fenti allitdsbol a 2. Tétel elemi tuton levezethets (kb. egy oldal), ha mar
van két kiillonb6z6 Pp, P, pontunk a mértani helyben. Vigyazzunk: a fenti alli-
tasbol nem kovetkezik, hogy a mértani hely minden sikrészben legfeljebb csak egy
egyenes(darab)! Tekintsiik példaul a kovetkez6 példat:

4. Példa: (Geom.Fgy.1.347.) Mi a mértani helye azon pontoknak, melyeknek egy
szabalyos hdromszdg oldalaitdl valé tdvolsagai dsszege a hdromszog magassdga?

Legyenek a hdromszog csticsai A(0,v/3), B(—1,0), C(1,0). Ekkor az oldale-
gyenesek a1y =0, b:y =3 -3z, ¢c:y=+3+3z. A hidromszog belsejében
(2) a kovetkezSképpen fest:

V3-a+y-Vv3 —V3.a+y-V3
v 2 B 2 =3
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rendezés utan:
0=0.

Ez pedig ugye azt jelenti, hogy a haromszog belsejének minden pontja a mértani
helyhez tartozik.
Egy madsik sikrészben (no melyikben?) pedig:

ﬁ-xgy—\/?+—\/§-x;y—\/§:\/§

azaz

vagyis tires halmaz. -

Geometriailag az a legérdekesebb, hogy az egyes esetekben milyen alakzatok
jonnek ki.

5. Az n = 2 eset: a teljes diszkusszié kellemes hétvégi (KoMaL) feladat, {zelit6iil
par gondolat. ¢ > 0 nyilvan feltehetd.

Legyen az egyenesek metszéspontja M (a parhuzamos esettel most nem fog-
lalkozunk). A mértani hely mindenképpen M -re (kézéppontosan) szimmetrikus
alakzat.

Ha ay, a9 > 0, akkor ¢ = 0 esetén nyilvan csak az M pont a mértani hely.

Tehat ¢ > 0. Ekkor a1, as > 0 miatt M kozépponti paralelogrammat kapunk,
melynek csticsai M -tél ¢/aq illetve ¢/ay tavolsdgra vannak.

Ha a3 > 0 > as és ¢ = 0 akkor M-re illeszkedd két, egymdasra merdleges
egyenes (azaz négy félegyenes) a mértani hely.

Ha a3 > 0 > ag és ¢ > 0 akkor e; egyenesen nincs pontja a mértani helynek,
mig es egyenesen két pontot konnyen megtaldlunk: M -t8l ¢/a; tévolsdgra vannak
amiket jeloljink @1, Q2 -vel. E két pontbdl kiindulé félegyeneseket kapunk mértani
helyként, melyek e; -gyel nem parhuzamosak és nem is metszik e;-et.
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