POLYGEON

XV.ko6t., 1.szam, 2006. nov.

Az /N (amikor nem egész), e és © szamok irracionalisok

MORICczZ FERENC*

0. Bevezetés. Mar a kozépiskolai matematika 6rakon bizonyitasra keriil, hogy
miért nem lehet /2 racionélis szam. Ugyanis annak a feltételezése, hogy /2 el84l-
lithato lenne két pozitiv egészszam hanyadosaként, ellentmondésra vezet. Roviden
vazoljuk a jolismert bizonyitast.

Tehat induljunk ki abbdl a feltevésbdl, hogy léteznek olyan p és ¢ pozitiv
egészszamok, amelyekre

V=2
q

Nyilvén feltehetjiik, hogy p-nek és ¢g-nak nincs 1-nél nagyobb koézos osztéja (ellen-
kez0 esetben a szamlalét és a nevezot osztanank p és g legnagyobb kozos osztdjaval,
amivel a tort értéke nem valtozna meg). A fenti egyenldséget négyzetre emeljiik és
rendezziik:

2¢% = p°.

Eszerint p? paros szdm. Mivel paratlan szam négyzete is paratlan, ebbdl kovetkezik,
hogy p-nek is parosnak kell lennie: p = 2p;, ahol p; egészszam. Ezt az el6bbi
egyenléségbe helyettesitve kapjuk, hogy

2¢° = (2p1)® = 4p7, amib8l ¢* = 2p7
kovetkezik. A fentihez hasonlé gondolatmenettel adédik, hogy ¢-nak is parosnak
kell lennie. Eszerint p-nek és g-nak a 2 k6zos osztdja, ami ellentmond annak, hogy
p-nek és g-nak nincs 1-nél nagyobb kozos osztdja. Ez az ellentmondés bizonyitja,
hogy v/2 nem lehet raciondlis szdm, azaz /2 irraciondlis szdm.

Mér az ékori gorogok is rajottek arra, hogy a /2 valami egészen mésféle
mennyiség, mint amit addig ismertek az aritmetika négy alapmiivelete: az Gssze-
adas, kivondas, szorzas és osztds haszndlata sordan. Ez a felismerés a geometridban

* Ez a dolgozat a T 046 192 sz. OTKA pélydzat tdmogatasdval késziilt.



26 Méricz Ferenc

a négyzet oldala és atléja hosszanak egyidejii mérésekor kovetkezett be. Neve-
zetesen, akdrmilyen médon is vélasztottdk meg az egységnyi hosszisiag mérték-
egységét és annak tortrészeit, a négyzet oldaldnak és atléjanak a hossza minden
esetben dsszemérhetetlennek (gorog eredetil széval: inkommenzurdbilis-nak) bizo-
nyult. Valéban, ha a négyzet oldaldnak hossza h egység (itt h egy pozitiv raciondlis
szamot jelol), akkor Pitagorasz tétele szerint atldjanak hossza hv/2. fgy az atlo és
az oldal hosszanak ardnya éppen /2, amely nem &llithaté el két egészszam ha-
nyadosaként. Marpedig a zenei hangok harménidjanak vizsgalatabdl kifejlodott
aritmetikaban az Okori gorogdk szamon a természetes szamokat és a kozonséges
torteket értették. Ebbe a szdmfogalomba a v/2 nem illett bele, és az gy felmeriilt
ellentmondést ugy probaltak elkeriilni, hogy az aritmetikat és geometridat mere-
ven elkiilonitették egymastél. Példaul azzal, hogy a geometridban elsésorban a
vonalzoval és korzével torténé szerkeszthetOséget vizsgaltak, mig az igy el6allo sza-
kaszok és korivek hosszanak pontos mérésével nem foglalkoztak. Ehelyett atvették
az 6kori Egyiptomban és Babilonban hasznélt kozelitéseket az egészszamokbdl vont
négyzetgyokokre, valamint a kor keriiletével és teriiletével kapcsolatos m szamra.

Jol ismert, hogy minden pozitiv raciondlis szam véges vagy végtelen szakaszos
tizedestort alakban is eloallithaté azaltal, hogy a tort szamlaldjat nevezdjével oszt-
juk és az osztdst minden hatdron tul folytatjuk (kivéve azokat az eseteket, amikor
véges sok 1épésben jutunk 0 maradékhoz). Példaul,

1—0125— 1+ 2 + >
§ 7710 100 1000
12
— =1, TT4285 T285 T35 ... ,
ahol a” ” jellel az ismétl6dd szakaszra utalunk.

Megjegyezziik, hogy a fenti els6 példaban is lehetséges végtelen szakaszos ti-
zedestort el6allitas:

1—0124999 —1+2+ 4 +9+9+ n
g 10 0 100 0 1000 10* 10 0 106 '

Valéban, ha a végtelen geometriai sor

1
1+x+x2+~~+x"+~-~:1—, ahol  [z] <1
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osszegképletét alkalmazzuk, akkor azt kapjuk, hogy

9+9+9+—91+1+1+ =

10*  10°  10° 10* 10 107 N
9 1 910 1
*1041 1 10*9 10°

10
és ennélfogva
1
0,124999...=0,124 + ik 0,124+ 0,001 = 0, 125.
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Az is j6l ismert, hogy minden szakaszos végtelen tizedestort egy pozitiv ra-
ciondlis szdm kifejtése. (Véges tizedestortek esetén ez az allitas trividlisan igaz.)
Ugyancsak a végtelen geometriai sor 0sszegképletét haszndlva latjuk be, hogy a

fenti masodik példa esetében

1,285 TS5 . =14 oy L L
’ T 10° 10° © 10'?
g 4285 1 714285 10°
B 106 1 10 10% -1
T
10
B +714285 B +5-142857_1+5 12
N 999999 7.142857 7T

A nemszakaszos végtelen tizedestortek a pozitiv irraciondlis szdmok tizedes-
tort kifejtései. Ezek esetében a tizedestort elGallitds egyértelmti. Ha két nemsza-
kaszos végtelen tizedestort akdrcsak egy tizedesjegyben is kiillonbozik egyméstol,
akkor azok két kiilonb6z6 valds szdm kifejtései. A pozitiv irraciondlis szdmok a
pozitiv raciondlis szamokkal egyutt alkotjak a pozitiv valés szamokat. Magat a
valds szamok Osszességét a pozitiv valds szamok, a zérus (vagy nulldnak is nevezik)

és a negativ valds szdmok (az utébbiak formailag a pozitiv valés szédmok negativ

elgjellel elldtott alakjai) alkotjak.

Példaképpen megadjuk a v/2 szam 31 tizedesjegyre pontos értékét:

V2 = 1,41421 35623 73095 04880 16887 24209 7. ... .
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Moricz Ferenc

1. Az X/N szam vagy egész vagy irracionalis. Hasonléan ahhoz, ahogyan a v/2
irracionalis voltat bizonyitottuk, azt is beldthatjuk, hogy a v/3,v/5 és altaldban v N
szamok is mind irracionalisok, ha N primszam. Ebben a részben ennél jéval alta-
lanosabban azt fogjuk bebizonyitani, hogy ha N és m olyan pozitiv egészszamok,
hogy /N nem egészszam, akkor X/N nem lehet racionélis szdm.

1. Tétel. Legyenek N és m tetszdleges pozitiv egészszdmok, amelyekre VN nem
egészszam. Akkor VN mem dllithaté eld két egészszam hdnyadosaként.

s sz

16ltink, ahol = tetszbleges valds szam lehet:

-1, ha —-1<z<0
_J0, ha 0<z<1
Pl=01 b 1<az<2
2, ha 2<z<3

és gy tovdbb mindkét irdanyban. Az aldbb bizonyitasban nekiink csak az x > 0
esetre lesz sziikségiink.

Definidljuk az a valés szamot a kdvetkezéképpen:
(1.1) a:= VN-—[VN].
A tétel feltevése, illetve az egészrész figgvény definicidja szerint 0 < a < 1. J6lis-
mert tétel szerint

lim a" = 0.
n— oo

(1.2)

Ezutdn megvizsgaljuk, hogy mi lenne a kévetkezménye annak, hogy ha VN
eldallithatd lenne két pozitiv egészszam p és ¢ hanyadosaként:

YN=".

q

A binomidlis tételt fogjuk alkalmazni, amely szerint

(x+y)" = <g>x" + (Tll

)

n
2

s

n
n—1

o

ahol x és y valds szamok, n pozitiv egész szam és az

n!

nn—1)Mn-2)...(n—k+1)

()= ()=

(n—k)!

1.2.3---k

L k=1,2,...

n

>y”,

7n’
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un. binomidlis egytitthatok mind pozitiv egészszamok. Megemlitjiik, hogy a bino-
mialis egyiitthatokat lehet rekurziv médon az tin. Pascal haromszog elrendezésben
is képezni, de erre nem tériink ki.

A binomidlis tételt fogjuk alkalmazni a™ kifejtésére, ahol a-t (1.1)-ben defini-
altuk, és a tovabbiakban /N helyett a tortkitevés N/™ alakot hasznéljuk, mivel
az utébbi alkalmasabb a hatvanyazonossdgok alkalmazédsa szempontjabdl. Tehat

@ = (N [Ny
= ()i (7 )aviimyp o

(1.3) (n

2) (Nl/m)n—Q([Nl/m])Q 4.

(e () e

Ha n-et m-mel osztjuk, a hanyadost g-val, a maradékot pedig r-rel jeloljiik:
n=mq+r, 0<r<m,
ahol g és r nemnegativ egészszamok, akkor irhatjuk, hogy
(NYmye = (NYmymas = Na(N ™y
Hasonlé médon jarunk el az (N'/™)»=1 (NYm™)n=2 hatvényok esetében is.

Ezen a médon olyan N9 (N/™)"t szorzatokhoz jutunk, amelyekben 0 < ¢y < q és
0 <r; <m.Igy (1.3)-at az

(1.4) a” = by + bpa NV 4+ bps(NV™)2 4o by (N1

alakba irhatjuk at, ahol b,1, bn2, bps, - - ., bym mindegyike egészszam.
Ha a tétel allitasaval ellentétben

NUm — p
q

lenne, ahol p és q pozitiv egészszdmok, akkor (1.4)-b8l azt kapnank, hogy

1
(1.5) a" = —— (bp1q™ " 4 bn2pg™ % + busp?d™ P+ + D™ ).

m

q
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A jobb oldalon a kerek zardjelben levé Gsszeg egészszam minden n-re. Mivel a > 0
és g > 0, ezért ez az Osszeg is pozitiv minden n-re. Tekintve, hogy a legkisebb
pozitiv egészszam az 1 (egyes), igy (1.5)-b8l kivetkezik, hogy

n=123,....

A most kapott egyenl6tlenség viszont ellentmond (1.2)-nek. Erre az ellentmondésra
azért jutottunk, mivel abbdl a feltevésbél indultunk ki, hogy N/™ eléallithaté két
pozitiv egészszam hanyadosaként. Tehét ez a feltevés nem lehet igaz. Mds szdval,
NY™ nem lehet raciondlis szém, azaz N'/™ irracionélis szdm.

2. Az e szam irracionalis. Az els6éves egyetemi Kalkulus el6adasaibdl ismert,
hogy a természetes alapi exponencidlis fliigguény e alapszamét a

n
) 1
lim (14 — =e
n—00 n

hatarértékkel definialjuk. A ”természetes” jelz6 hasznélatat az indokolja, hogy csak
az

f(z) =ce®, —oo<z<oo

alaku exponencidlis fiiggvények azok, amelyek minden z-re megegyeznek a deri-
valtjukkal:

f'(z) = (ce”) = ce” = f(x),

ahol c tetszoleges dllando lehet. Az y = e” fliggvény inverze a természetes alapi
logaritmus fiiggvény: x = Iny, y > 0, amelynek alapszdma szintén e, azaz Iny =
log, y.

Az e = 2,718... szam, amely szdmos matematikai tételben és gyakorlati
alkalmazdsban (példaul a radiéaktiv anyagok bomldsét vagy baktériumtenyészetek
novekedését leir6 differencidlegyenletek megolddsaban) alapveté szerepet jatszik,
szintén irracionalis szam. Ezt bizonyitjuk a koévetkezo tételben.

2. Tétel. Az e szam nem allithatd el két pozitiv egészszdm hdanyadosaként.
Bizonyitas. A bizonyitas a Kalkulusbol jolismert
2 "

e”:1+£+x_+...+_+...
1! 2! n!
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Taylor sorfejtésen alapul, amely sor tetszoleges x valds szamra konvergal. Nekiink
csak az x = 1 esetre lesz sziikségiink:

(2.1) —1+1+1+ +1+
’ € 1 2 n!

ahol a pozitiv egészszamokra értelmezett faktoridlis fliggvény definiciéja kozismert:

nl:=1-2-3---(n—1n, n=12,3,....

1
A (2.1) jobb oldaldn levs végtelen sor konvergenciajat az biztositja, hogy a sor —
n!

altalanos tagja rendkiviil gyorsan tart a zérushoz. S6t még az in. maradéksor

1 1 1 1
2.2 rp = — 4+ + + +--, n=1,23,...,
(22) n!l (m+1)! (n+2)! (n+3)!

Osszege is "majdnem olyan gyorsan” tart a zérushoz, mmt . Az alabbi becslésben

ismét a végtelen geometriai sor 6sszegképletét hasznéaljuk fel.

1 1 1 1
0<r,<— |1+ + + s+ | =
n!< n+l (n+1)? (n+1)> )

(2.3) 1 1 1n+1
= — = — 5 n:172,37....
n! 1 nl n

n+1

Ezen el6zmények utdn, a tétel dllitasaval ellentétben tegyiik fel, hogy az e
szam eléallithatd lenne két pozitiv egészszam p és ¢ hanyadosaként:

p
e="-.
q
Helyettesitsiik itt e helyébe a (2.1) képlet jobboldaldt, szorozzunk 4t g!-sal és cso-

portositsunk:

| | |
(q—l)!p=q!e=<q'+1,+q+q'+ +q—>+
3 q

q! q! q!
BRSPS
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Mivel mind a baloldal, mind a kerek zardjelben levé Gsszeg tagjai a jobb oldalon
egészszamok, ezért a jobb oldalon levd

q! q! q!
@+ @+ )

+o = glrgn

Osszegnek is pozitiv egészszdmnak kell lennie, ahol ryy;-et a (2.2) képlettel defini-
altuk. A (2.3) becslés szerint

q! q+2  q+2 1

2.4 0<qlrgyr < = < -
24 U@ Dlg L (@+1)? g

ahol az utolsé egyenldtlenség annak kovetkezménye, hogy
(q+2)g=q*+2¢< ¢ +2¢+1=(g+1)>

Mivel ¢ pozitiv egészszam, ezért ¢ > 1. Ezt figyelembe véve, (2.4)-bdl kovetkezik,

hogy
0<qlrg1 <1,

ami viszont lehetetlen, mivel fentebb mér megallapitottuk, hogy q!rq41 pozitiv
egészszam. Erre az ellentmondéasra azért jutottunk, mivel abbdl a feltevésbdl in-
dultunk ki, hogy az e szam el6éllithaté két pozitiv egészszam hanyadosaként. Ez a
feltevés hamisnak bizonyult. Tehat e irracionélis szam, amelynek 31 tizedesjegyre
pontos értéke

e = 2,71828 18284 59045 23536 02874 71352 7. ... .

3. A 7 szam irraciondlis. Maiar az iltaldnos iskoldban is tanitjik, hogy az r
sugarid kor keriiletét a 2rm, a teriiletét pedig az r2m képlettel szamitjuk ki és m-re
a 3, 14 kozelito értéket haszniljuk. Ez a kozelités annak a tobb ezer évvel ezelGtti
egyiptomi geometriai tudasnak felel meg, hogy

10 1 R
3,140845. .. = Sﬁ <m< 3; = 3,142857 142857 ...... .

Az els6éves egyetemi Kalkulus el6addsaibdl ismert, hogy az arctan z fliggvény

. x3+x5 x7+
arctant =0 — —+ — — — + -
3 5 7
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Taylor sora a —1 < x < 1 értékekre konvergens. Az x = 1 helyettesitéssel kapjuk,
hogy

1 1

=arctanl =1—-—-+-—=-+4--- .

3 5 7

Az itt szerepl6 végtelen sor azonban olyan lassan konvergdl, hogy m-nek ez az
eldallitasa nem alkalmas sem 7 értékének numerikus kiszamitasara, sem annak
bizonyitdsara, hogy 7 irracionélis szam.

Valamivel gyorsabb kozelitést kaphatunk 7-re, ha a

o0 .

m™T—x sin nx

5 NE m— 0<x<2m
n=1

Fourier sorra az un. Parseval formulat alkalmazzuk:

=01 12 (r—2\ 72
2_2:_/ do=".
—n T Jo 2 6

De m-nek ez az elballitasa sem alkalmas a fejezet cimében levé éllitas bizonyitasara.
Az érdekl6do olvasé a Taylor és Fourier sorokra vonatkozé fentebbi allitasoknak
példdul Szész Pél konyvében tud utdnanézni (ldsd az 1. kotet 3. fejezetének els6
hérom részében, illetve a 2. kotet 7. fejezetének els§ részében).

A kovetkezékben ismertetésre keriilé 6tletes bizonyitds elészor G.H. Hardy
és E.M. Wright kényvében jelent meg (ldsd a 46-47. oldalakon). Mi ennek egy
olyan modositasat mutatjuk be, amely jobban igazodik a Kalkulus magyarorszagi
tanitdsahoz.

3. Tétel. A 7 szam nem dllithatd el két pozitiv egészszdm hdnyadosaként.

Bizonyitas. A bizonyitas alapjat két hatarozott integral kiszamitasa képezi. Els6-
ként az

1 n(l — n
(3.1) I, ::/ S ) AP
0
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integralt szamitjuk ki n-szer ismételt parcialis integraldssal:

1
nll, = / 2™(1 —x)"dx =
0

1

1

x n

1

n

=n+1/0 "1 —z)" e =
1

n "2 n—1 [t
= (1—2)" 1 + /x””(l—x)”dda: =

n+1 n+2 0 n+2Jo
:M/lxm(l_@nzdm:...

(n+1)(n+2) Jo

nn—1)...(n—k+1)
S+ D)(n+2)...(nt+k

1
)/ "R — ) rde, k=1,2,...,n.
0

A k = n vilasztassal (az n-edik 1épésben) kapjuk, hogy

nn—1)...2-1 v, n!
nll, = / "dx = .
m+1)(n+2)...(2n) Jo m+1)(n+2)...2n+1)
Tehat
1 n 1_ n 1
(3.2) Inzz/ Gl Sk dr = , n=1,2....
0 n! m+1)(n+2)...(2n+1)
Ezutén a
1 ,.n 1— )"
(3.3) Jn :z/ usinwxdx, n=12,...
0 n!

integralt fogjuk vizsgalni, amelyben az integrandusz csak a sin wz tényezében kii-
16nbozik a (3.1)-beli integrandusztdél. Célunk annak megmutatasa, hogy

Cc1 C2 Cn+1
(3.4) nlJ, = —7 T + n+2 + -+ W’
ahol (és ez nagyon lényeges lesz majd szdmunkra) a ¢y, ¢, . . . , ¢p41 szdmldlék mind-

egyike egészszam.
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Ezt bizonyitandd, meghatarozzuk a

2" (1 —x)"
gn(x) = —— n=12...
n!

fiiggvény gﬁlk) (z) derivéltjainak az értékét az x = 0 és © = 1 pontokban, ahol

k=0,1,2,... lehet. (A nulladik derivalt megéllapodds szerint maga a fliggvény:
g () := gn(z).) A binomiélis tétel szerint

=) (o)
N

Ismételt differencidlassal és az x = 0 helyettesitéssel egybél adédik, hogy

(3.5) g®(0)=0, ha k=0,1,2,...,n—1;2n+1,2n+2,...;

miga k=mn,n+1,...,2n esetekben azt kapjuk, hogy

1

n!
g0 (0) = - (?) < ;1)! = - (711) (n+1),
720 = ()2~ (D) i +2),

és altaldban (a k = n + (k — n) esetben):

g (0) = (=1)F" (k " ) M (—1)Fn (k " n) (n+1)(n+2)...k

—n/n!

Innen jdl lathatd, hogy ggk) (0) az n < k < 2n esetekben is egészszam, amely

azonban negativ is lehet.
Vegyiik még azt is észre, hogy

gn(x) =gn(l—1z), 0<2 <1,
amibdl kovetkezik, hogy

(3.6) g (1) = (=1)*¢™(0) minden k — ra,
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specidlisan (3.5) szerint

(3.7) ¢gP1)=0, k=0,1,2,...,n—1.

A kovetkezOkben J,-et n-szer parcidlisan integraljuk. FEl6szor azt az ese-
tet tekintjiik, amikor n pératlan szédm. Az {rasmdd egyszeriisitése végett a g, ()
fiiggvény jelolésében elhagyjuk az n indexet. A kiintegrélt részek (3.5) és (3.7)
kovetkeztében eltiinnek:

ahol az utolsé integraljel elott 747 jel all, ha n-et 4-gyel osztva 1-et kapunk mara-
dékul; 7 =" jel pedig akkor all, ha n-et 4-gyel osztva 3-at kapunk maradékul.

Ha a fentebb kapott integréalt tovabb integraljuk parcidlisan, akkor a kiinteg-
ralt részek mar csak minden méasodik 1épésben tiinnek el, mig a kozbees6 1épésekben
(3.6)-ot kell alkalmaznunk:
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! cos T
+J, :/ g™ () dox =
0

|
| — |
Q/\
3
o
S—
&,
j_ =
3
Sl s
| S
—
|
N
>
Q/\
3
+
=
"
S—
&,
HEE
3
Sl s
5
Il

1 sin
= —/0 9"t () eS| dr =

1
COSTTX 1 COSTTX
— [g(n+1)(x) — ] _/0 g(n+2)(x) 2 dr =
0

™

_ 90 /1g<n+z>de _
0

7_rn+2 ﬂ_n+2

(n+1) i Yo :
g (0) 2 sin nt3 sinmx
=2m - [g( () sl B A 9" (@) —r3 @
0

(n+1) 1 i
g (0) 13 sin Tz
= —QWJF/O 9" (@) de =

7_‘_nJrZ 7Tn+4 7_‘_nJr4

g (0) (n3) . COSTT ' 1 (nd) .y COSTE
— 2l = @) S|+ [ g e S
0
0

=_9 de = - - -

g"(0) 29("+3)(0) Y ngay, . COSTE
2 AT g N (x)_ﬂ_n-l-4_

_ 9" gm0 L 992" (0)
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Hasonlé moédon jarunk el akkor is, amikor n péaros szam. Ebben az esetben

azt kapjuk, hogy

sin x

X = - -

! 1
JIn = / g(x) sinrrdr =--- = :I:/ g(n)(x) u
0 0 ™

=42 { g™ ¢ g (0)}

,n_n—i-l 7Tn+3 7r2n+1

Osszefoglalva, akdr pdratlan, akdr pdros az n, mindkét esetben a (3.4)-ben
jelzett alakhoz jutunk, amelyben a c1,ca,...,cpy1 szamlalok egészszamok, mivel
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azt mar kordbban lattuk, hogy a g™ (0), g"*+1)(0),..., ¢ (0) derivalt értékek
mindegyike egészszam.

A parcidlis integrédlas fenti kimerité ”ujjgyakorlatai” utdn minden készen all
arra, hogy a 3. Tételt elegdnsan bebizonyitsuk. A tétel allitdsdval ellentétben
tegytik fel, hogy 7 elééllithaté lenne két pozitiv egészszam p és ¢ hanyadosaként:

Megmutatjuk, hogy ez a feltevés ellentmondéasra vezet. Ezen célbdl valasszuk
az n egészszamot olyan nagyra, hogy fennalljon a

p2n+1
(3.8) m+1)(n+2)...2n+1) <!

egyenl6tlenség. Példdul az n = p? vélasztds erre mar megfeleld, hiszen
P2+ D)(P2+2) .. (P2 +p% +1) > (p2)P T = p2" D) 5 27
Egyrészt, (3.4)-bél kovetkezik, hogy
P = ap "t e T e

egészszadm. Mésrészt (3.2)-bdl, (3.3)-bdl és (3.8)-bdl az kovetkezik, hogy

2n+1
pn

0< 2n+1J< 2n+1I:
b s Dt 2)... (2n+ 1)

<1

)

ami ellentmondés, hiszen a (0, 1) nyitott intervallumban nincs egészszam. Ez az el-
lentmond&s megint annak a kévetkezménye, hogy 7-t racionalis szamnak tételeztiik
fel. Tehat 7 irraciondlis szam, amelynek 31 tizedesjegyre pontos értéke

m = 3,14159 26535 89793 23846 26433 83279 5. ... .
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4. Tovabbi megjegyzések. Egy valds szamot akkor neveziink algebrai szdmnak,

ha olyan
(4.1) ant™ + ap_12" 1+ +ax+ag=0
algebrai egyenletnek gyoke, amelyben az a,,a,—1,...,a1,aq egyitthatok minde-

gyike egészszam; itt az n fokszam tetszOleges természetes szam lehet.
A definiciébdl nyilvanvalé, hogy minden raciondlis szam egyuttal algebrai

szam is, hiszen a I—; racionalis szam gyoke a
qr —p=20
els6foki egyenletnek. De v/2 is algebrai szdm, mivel az
2 —2=0

mésodfoki egyenletnek gyoke; és természetesen —v/2 is algebrai szam.

Ha a (4.1) egyenletben a flegyiitthaté a, = 1, akkor ezen egyenlet gyokeit
algebrai egészszdmoknak nevezziik. Nyilvanvald, hogy minden egészszam algebrai
egészszam is. SOt +4/2 is algebrai egészszamok. Tovabba az un. aranymetszés
problémajiban szerepet jatszo

V5 —1 3-v5
2 2

=0,618... és

=0,382...

irraciondlis szamok is algebrai egészszamok, mivel az
2 _ . 2 _
z+x—1=0, iletve 2°—32z+1=0

masodfoki egyenletek gyokei. Viszont

1 1++V3
+ és

NG 2

mér nem algebrai egészszamok (bér algebrai szdmok), mivel a
202 —1=0, illetve 222 —22x—1=0

masodfoku algebrai egyenletek gyokei.
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Azokat a valds szamokat, amelyek nem algebrai szdmok, transzcendens szd-
moknak nevezzik. Masszdval, egy transzcendens szam egyetlen egész egytitthatéju
algebrai egyenletnek sem gyoke.

Mar a 18. szazad végén felmeriilt az a sejtés, hogy az e és m szamok transzcen-
densek. Lindemann német matematikusnak sikeriilt ezt a sejtést 1882-ben el6szor
bizonyitania. Az érdekl6d6 olvasé Szokefalvi-Nagy Gyula konyvében taldlhatja
meg a bizonyitdst magyar nyelven (1dsd a 137-142. oldalakon).

Az aldbbi halmazelméleti megfontoldsbol kideriil, hogy végtelen sok transz-
cendens szam van. SOt, a transzcendens szamok halmazdnak szamossdga nagyobb,
mint az algebrai szamok halmazéanak szamosséaga.

Definici6 szerint egy végtelen elemii halmazt akkor neveziink megszdimldlha-
toan végtelen szamossdgunak, ha az adott halmaz elemeit sorozatba lehet rendezni,
azaz ha az adott halmaz elemei egy-egyértelmi médon le tudjuk képezni a ter-
mészetes szdmok {1,2,...,n,...} halmazdra. Jl ismert, hogy a raciondlis szdmok
halmaza megszamlalhatéan végtelen szamossagu, mig a valds szamok halmaza nem
megszdmlalhatéan végtelen szdmossdgu ("tobb anndl”). Azt is mondhatjuk, hogy
tobb irracionalis szam van, mint racionalis szam.

Kihasznélva azt a jolismert tényt, hogy ha a Hi, Ho,..., Hy,,... halmazok
mindegyike megszamlalhatéan végtelen szdmossdgu, akkor ezek fj H,, egyesitése

n=1
is megszamlalhatéan végtelen szdmossagu, egyszerlien belathatd, hogy az algeb-

rai szamok halmaza is megszamlalhatéan végtelen szdmossdgi. Ebbol viszont az
kovetkezik, hogy a transzcendens szamok halmaza nem lehet megszamlélhatdan
végtelen szamossagi. Valdjaban, a transzcendens szamok halmazanak szamossaga
megegyezik a valds szamok halmazdnak szamossagaval.
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Az utébbi cikk szerzoje Niven médszerét hasznédlva a kovetkezo lényegesen dltald-
nosabb tételt bizonyitja be:
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(a) Ha cosr és sinr mindketten raciondlis szdmok valamely radidnban mért r
nagysagu szogre és 0 < |r| <, akkor r irraciondlis szam.
(b) Ha r # 1 pozitiv raciondlis szém, akkor Inr irracionélis.

Vegytik észre, hogy az (a) allitdsbol egybdl kovetkezik, hogy 7 irraciondlis
szém, mivel cosm = —1 és sinm = 0. A (b) §llitdsbdl szintén egybdl kovetkezik,
hogy e irraciondlis szam. Ugyanis, ha azt tessziik fel, hogy e racionalis szam, akkor
a Ine = 1 szdmnak irraciondlisnak kellene lennie, ami ellentmondés.
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