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Az ötödfokú egyenlet megoldása

Lóczi Lajos

Az egyváltozós anx
n + an−1x

n−1 + . . . + a1x + a0 = 0 polinomegyenletek

megoldásainak keresése évszázadokon át az érdeklődés középpontjában állt.

Az első- és másodfokú egyenletek megoldóképleteivel mindannyian magunk is

találkoztunk, ám már a középkor óta ismeretesek a harmad-, valamint a negyedfokú

egyenletek megoldási módszerei is. Szerkezetüket tekintve ezek a képletek mind al-

gebrai megoldóképletek, vagyis az egyenletek megoldásait az egyenlet együtthatóival

fejezik ki a négy alapművelet és gyökvonások véges sokszori alkalmazásával. A kez-

deti sikereken felbuzdulva eleinte tévesen azt gondolták, hogy előbb-utóbb minden

polinomegyenletnek meg fogják találni az algebrai megoldóképletét. (Minden bi-

zonnyal erre vezethető vissza, hogy az ,,egyenlet megoldása” és az ,,egyenlet gyöke”

kifejezéseket ma is egymás szinonimájaként használjuk.)

Az 1800-as évek kezdetétől aztán nagy hatású algebrai elméletek születtek.

A Ruffini-Abel-tétel szerint az általános ötöd- és magasabbfokú egyenletek algeb-

rai megoldóképlettel nem oldhatók meg. (Az ,,általános” jelző itt arra utal, hogy

bizonyos speciális esetekben persze lehetnek (és vannak is) algebrai megoldóképle-

tek.) A csoportelmélet és a Galois-elmélet létrejötte óta az is pontosan eldönthető,

hogy egy konkrét n-edfokú polinomegyenlet megoldható-e algebrai megoldóképlet-

tel vagy sem. Az 1990-es években pedig sikerült megtalálni a konkrét algebrai

megoldóképleteket (lásd pl. [1] és [2]) mindazokban a speciális esetekben, amikor a

racionális együtthatós ötödfokú egyenlet ilyen képletekkel egyáltalán megoldható.

Természetes módon felmerül a kérdés, hogy mi mondható az egyéb, nem-

algebrai megoldóképletekről. A megoldások létezése és a megoldások száma jól is-

mert: az algebra alaptétele kimondja, hogy a komplex számok körében egy n-edfokú

polinomegyenletnek pontosan n darab megoldása van (feltéve, hogy az esetlegesen

egybeeső, többszörös gyököket megfelelő számban tekintjük). E tétel a fenti for-

májában azonban csak egy egzisztenciatétel: a megoldások létét garantálja ugyan,

de nem ad útmutatást ezek megkereséséhez. Az előzőeket is figyelembe véve tehát

úgy fogalmazhatunk, hogy a komplex számkörben a polinomegyenletek megoldásai

minden n ∈ N esetén léteznek, ám n ≥ 5 esetén a megoldások véges sok alapműve-

lettel és gyökvonással általában nem ı́rhatók fel.
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Az 1800-as évek második felében számos matematikus munkája nyomán lé-

nyeges előrehaladás történt a polinomegyenletek nem-algebrai megoldóképleteinek

feldeŕıtésében [3]. Kiderült, hogy az anaĺızis eszközeivel – tehát a határérték, a

deriválás és az integrálás seǵıtségével – analitikus megoldóképletek nyerhetők. (Az

analitikus megoldóképletek mindegyike a határérték fogalmára épül, tehát e megol-

dóképletekben – véges sok helyett – megengedjük végtelen sok művelet elvégzését.)

Az ötödfokú egyenlet megoldására például az idők folyamán többféle analiti-

kus megoldóképletet is kifejlesztettek [4]. Ezek közé tartoznak például a különféle

iterációs módszerek, a ϑ-függvények (olv.: ,,theta-függvények”) seǵıtségével tör-

ténő megoldás, a Klein-féle ikozaéder-egyenleten alapuló megközeĺıtés [5], vagy a

megoldás előálĺıtása hipergeometrikus sorok seǵıtségével.

Mindazonáltal fontos szem előtt tartanunk, hogy akár az algebrai-, akár az

analitikus megoldóképletek jelentősége ma már inkább csak elvi – gyakorlati hasz-

nuk csekély, hiszen már a harmad- és negyedfokú egyenletek megoldóképletei is

túl bonyolultak ahhoz, hogy belőlük közvetlenül konkrét információt olvassunk

ki a megoldásokkal kapcsolatban. A ,,gyakorlati” problémák főleg olyan kérdé-

sek megválaszolását igénylik, mint például a legnagyobb abszolút értékű megoldás

meghatározása, a megoldások előjelének vizsgálata, vagy a megoldások komplex

számśıkon való elhelyezkedésének jellemzése, illetve adott pontosságú közeĺıtése.

A numerikus matematika keretein belül a közeĺıtő módszerek használatával mód

nýılik az ilyen kérdések hatékony és praktikus megválaszolására – bármiféle meg-

oldóképlet feĺırása nélkül. Mindezen algoritmusok tárházát pedig a számı́tógépes

matematikai programcsomagok megjelenése mindenki számára elérhető közelségbe

hozta.

E bevezető után cikkünk három fő részre tagolható. Először a teljesség ked-

véért röviden áttekintjük a harmad- és negyedfokú egyenletek algebrai megoldó-

képleteit (a képletek levezetését persze nem tárgyalva), majd rátérünk az ötödfokú

egyenlet megoldására – az egyszerűśıtett ötödfokú egyenlet egyik megoldását fogjuk

feĺırni hipergeometrikus sor seǵıtségével. A levezetés fő segédeszköze a Lagrange-féle

inverziós képlet [6] lesz. Végül – hogy jobban megviláǵıtsuk a Lagrange-képlet lé-

nyegét és erejét – az inverziós képletet először egy jól ismert szituációban alkalmaz-

zuk: a másodfokú egyenlet megoldását álĺıtjuk vele elő, majd pedig megkeressük

az xm − x+ t = 0 m-edfokú egyenlet egyik megoldását is.

A cikkben szokás szerint n ∈ N esetén n! = 1 · 2 · . . . · n jelöli n faktoriálisát

(megállapodás szerint 0! = 1), mı́g
(
n
k

)
jelenti az n!

k!(n−k)! binomiális együtthatót

nemnegat́ıv egész 0 ≤ k ≤ n számok esetén. A cikkben ı jelöli a komplex képzetes

egységet, melyre tehát ı2 = −1 teljesül.

A szereplő egyenletekről nyilván mindig feltehető, hogy an = 1, hiszen az

eredeti egyenlet mindig ilyen alakra hozható, ha a nemnulla an főegyütthatójával
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végigosztjuk.

1. A harmad- és negyedfokú egyenletek algebrai megoldóképletei

Az x3+ax2+bx+c = 0 általános harmadfokú egyenlet megoldása alkalmas új

változók bevezetésével visszavezethető egy másodfokú egyenlet (az ún. másodfokú

rezolvens) megoldására. Nem túl bonyolult, de azért ötleteket igénylő számolások

után végeredményül a fenti harmadfokú egyenlet három megoldására ezt kapjuk:

x1 = −a

3
−

3
√
2U

3W
+

W

3 3
√
2
,
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3
+
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√
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x3 = −a
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√
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√
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ahol
U = −a2 + 3b,

V = −2a3 + 9ab− 27c,

W =
3

√
V +

√
4U3 + V 2.

Megjegyzés. A fenti, x1,2,3-ra vonatkozó, általános képletek W = 0 esetén nem

használhatók (hiszen ekkor nullával osztás lépne fel), könnyen megállaṕıtható azon-

ban, hogy ez a probléma csak b = a2

3 esetén jelentkezik. Külön megvizsgálva ezután

az x3+ax2+ a2

3 x+c = 0 egyenletet, ennek három megoldására az alábbi egyszerűbb

formulákat kapjuk:

−a

3
+

3
√
S

3
, illetve − a

3
− 1± i

√
3

2
·

3
√
S

3
,

ahol S = a3 − 27c.

Szintén dióhéjban vegyük most szemügyre az általános

x4 + ax3 + bx2 + cx+ d = 0

negyedfokú egyenlet megoldóképletét. Az alapgondolat itt is ugyanaz, mint előbb:

ügyes helyetteśıtések alkalmazásával az egyenlet megoldása visszavezethető egy har-

madfokú egyenlet (a harmadfokú rezolvens) megoldására, a számı́tások – és a vége-

redmény – azonban már jóval bonyolultabb, mint az általános harmadfokú egyenlet

esetén. Az általános negyedfokú egyenlet négy megoldása az alábbi formula:

x1,2,3,4 = −a

4
± F

2
± 1

2

√
−2C − F 2 ∓ 2D

F
,



16 Lóczi Lajos

ahol
A = b2 − 3ac+ 12d,

B = 2b3 − 9abc− 72bd+ 27c2 + 27a2d,

C = −3

8
a2 + b,

D =
1

8
(a3 − 4ab+ 8c),

E =
3

√
B +

√
−4A3 +B2,

F =

√
−2

3
C +

3
√
2A

3E
+

E

3 3
√
2
.

A képletben három helyen szereplő kettős előjelek közül az első és a harmadik

tartozik össze, a második pedig tőlük függetlenül választható meg – tehát a kérdéses

helyeken az előjelek sorrendje (+,+,−), (+,−,−), (−,+,+) vagy (−,−,+) lehet.

A fenti A,B,C,D,E, F rövid́ıtésekkel könnyen át tudjuk tekinteni a megol-

dóképlet szerkezetét, próbáljuk azonban elképzelni, mekkora helyet foglalna el a

képlet ezen rövid́ıtések nélkül, azaz ha x1,2,3,4 képletét pusztán az a, b, c, d együtt-

hatókkal ı́rnánk fel!

Megjegyzés. Az x1,2,3,4-ra vonatkozó képletben ismét előfordulhatnak bizonyos

paraméterkombinációk, amikor nullával osztás lépne fel. Ez akkor következik be,

ha E = 0 vagy F = 0. Ilyenkor a megadott megoldóképlet helyett más, valamivel

egyszerűbb képletek alkalmazhatók – ezekkel azonban most nem foglalkozunk.

2. Az ötödfokú egyenlet egyszerűśıtett alakja

Adott a, b, c, d, e (komplex) számok esetén tekintsük az

(1) x5 + ax4 + bx3 + cx2 + dx+ e = 0

általános ötödfokú egyenletet. Az egyenlet megoldási módszere egyszerűsödni fog,

ha az egyenletet sikerül valamilyen értelemben egyszerűbb alakban feĺırni.

Több matematikus kitartó munkája nyomán kiderült, hogy ebből az 5 para-

métert tartalmazó egyenletből különféle ötletes helyetteśıtések és új változók be-

vezetésével a negyed-, harmad-, sőt másodfokú tagok egyszerre kiküszöbölhetők,

amivel elérhető, hogy az egyenlet az alábbi egyszerű alakot öltse:

(2) x5 − x+ t = 0,

ahol a t (komplex) szám az eredeti (1) egyenlet a, b, c, d, e együtthatóiból véges sok

alapművelet és gyökvonás seǵıtségével fejezhető ki. A két egyenlet közötti átme-

netet a Tschirnhaus–Bring–Jerrard transzformáció [7] biztośıtja. Keményen meg
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kell azonban dolgozni azért, hogy az (1) egyenletet az egyszerű (2) alakra hozhas-

suk: a Tschirnhaus-transzformáció során többek között egy negyedfokú egyenletet

kell megoldani – nem meglepő tehát, hogy tucatnyi oldalra rúg a t paramétert az

eredeti a, b, c, d, e együtthatókkal kifejező képlet [8].

Elvileg elegendő tehát a (2)-t́ıpusú, egyszerűśıtett ötödfokú egyenletekre szo-

ŕıtkoznunk, illetve ezek megoldásait ismernünk, mert ezekből a Tschirnhaus-

transzformáció ford́ıtottjával (inverzével) az eredeti (1) egyenlet megoldásai már

előálĺıthatók.

A továbbiakban a (2) egyenlet egyik megoldását fogjuk megadni egy nagyon

egyszerű képlet formájában. (A többi megoldás természetesen ebből már megha-

tározható, hiszen tudjuk, hogy egy egyenlet valamely α megoldásának ismeretében

az egyenletből az (x−α) tényező kiemelhető, ami után egy eggyel alacsonyabb fokú

egyenlet marad vissza. Jelen esetben a visszamaradó egyenlet negyedfokú, s ı́gy

algebrai megoldóképlettel is kezelhető.)

3. A Lagrange-féle inverziós képlet és az ötödfokú egyenlet analitikus megol-

dása hipergeometrikus sorral

Ismerkedjünk meg először röviden egy fontos és sok helyen jól használható

segédeszközzel.

Jelöljön ϕ egy adott függvényt, melyre ϕ(0) = 1, és tekintsük az alábbi egyenletet

(3) u(t) = t · ϕ(u(t)).

Azt szeretnénk megtudni, hogy van-e olyan, és ha igen, melyik az az u függvény,

amely a fenti egyenletet teljeśıti a t változó tetszőleges megválasztása mellett. (A

(3) egyenlet tehát egy függvényegyenlet: az ismeretlen mennyiség ugyanis maga az

u függvény, melynek változója t.)

A Lagrange-féle inverziós képlet azt álĺıtja, hogy ha az adott ϕ függvény anali-

tikus (vagyis bizonyos végtelen összeg alakjában előálĺıtható), akkor a (3) egyenlet-

nek létezik pontosan egy u analitikus megoldása, amelyet az alábbi végtelen összeg

ad meg:

(4) u(t) =
∞∑

n=1

(ϕn)
(n−1)

(0)

n!
tn,

ahol a számlálóban a ϕ függvény n-edik hatványa (n− 1)-edik deriváltjának 0-beli

értéke áll. A (4) képlet első néhány tagja részletesen kíırva tehát ı́gy fest (a felső

vessző szokás szerint szintén a deriválást jelenti):

u(t) = ϕ(0) t+

(
ϕ2
)′
(0)

2
t2 +

(
ϕ3
)′′

(0)

6
t3 +

(
ϕ4
)′′′

(0)

24
t4 +

(
ϕ5
)′′′′

(0)

120
t5 + . . .
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A Lagrange-inverziós képlet birtokában térjünk most vissza az egyszerűśıtett

ötödfokú egyenlethez. A t paraméter nagyságára tett megszoŕıtás mellett fel fogjuk

ı́rni (2) egyik megoldását.

A (2) egyenlet nyilván könnyen megoldható, ha t = 0. Ha viszont t 6= 0, akkor

(2) át́ırható, mint

x = t · ϕ(x),

ahol

ϕ(x) =
1

1− x4
.

Ha itt x-re úgy tekintünk, mint a t együttható függvényére, akkor x ≡ x(t) játssza

az ismeretlen u ≡ u(t) függvény szerepét a (3) Lagrange-féle képletben.

A képlet alkalmazásához induljunk ki az |x| < 1 esetén érvényes mértani sor

1

1− x4
= 1 + x4 + x8 + x12 + x16 + x20 + . . . =

∞∑

k=0

x4k

összegképletéből, amelyből bebizonýıtható, hogy |x| < 1 mellett

ϕn(x) =

(
1

1− x4

)n

=

∞∑

k=0

(
n− 1 + k

k

)
x4k.

(Megjegyezzük, hogy a fenti végtelen összegben az x-hatványok együtthatója éppen

az n elem k-ad osztályú ismétléses kombinációja.) E képlet (n− 1)-szeri deriválá-

sával viszont az adódik, hogy ha n = 4k + 1 alakú természetes szám, akkor

(ϕn)
(n−1)

(0)

n!
= (4k)!

(
4k + 1− 1 + k

k

)
1

(4k + 1)!

= (4k)!

(
5k

k

)
1

(4k + 1)!
=

(
5k

k

)
1

4k + 1
,

mı́g ha n 4-gyel maradékosan osztva nem 1 maradékot ad, akkor

(ϕn)(n−1) (0)

n!
= 0.

Helyetteśıtsük most be ezeket a mennyiségeket a (4) Lagrange-képletbe.

Az x5 − x + t = 0 egyszerűśıtett ötödfokú egyenlet egyik x megoldására t-

függvényében az alábbi, figyelemre méltóan egyszerű megoldóképletet nyertük:

(5) x(t) =

∞∑

k=0

(
5k

k

)
t4k+1

4k + 1
.
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A binomiális együtthatók kiszámolása után a végtelen összeg első néhány tagja

részletesen kíırva ı́gy fest

x(t) = t+ t5 + 5 t9 + 35 t13 + 285 t17 + 2530 t21 + 23751 t25 + 231880 t29 + . . .

Két egyszerű példát követően ennek a megoldóképletnek néhány tulajdonsá-

gával foglalkozunk a továbbiakban.

1. példa. Az x5 − x+ 1
2 = 0 egyenlet egyik megoldására

x1 =

∞∑

k=0

(
5k

k

)
1

(4k + 1) · 24k+1
≈ 0, 550607

adódik. A többi 4 megoldás egyébként x2 ≈ 0, 7691, x3 ≈ −1, 09833 és x4,5 ≈
−0, 110687±1, 0309 i. Megjegyezzük, hogy az iménti végtelen összeg első 35 tagját

összeadva a

95929182099087523761435658184061314775069

174224571863520493293247799005065324265472
≈ 0, 550607

értéket kapjuk.

2. példa. Az x5 − x + 1 = 0 egyenletre alkalmazva az (5) képletet szomorúan

tapasztaljuk, hogy az nem ad véges értéket (noha az egyenletnek mind az öt gyöke

2-nél kisebb abszolút értékű).

4. Az ötödfokú egyenlet megoldóképletének vizsgálata

Az (5) megoldóképlet a ck :=
(
5k
k

)
t4k+1

4k+1 jelöléssel röviden
∑∞

k=0 ck alakban

ı́rható. Ebből t 6= 0 esetén némi egyszerűśıtés után látható, hogy

(6)
ck+1

ck
=

5 (1 + 5 k) (2 + 5 k) (3 + 5 k) (4 + 5 k) t4

8 (1 + k) (1 + 2 k) (3 + 4 k) (5 + 4 k)
.

Ez a kifejezés a k változó két polinomjának hányadosa, ezt más szavakkal úgy mond-

juk, hogy k-nak racionális törtfüggvénye. Az olyan
∑∞

k=0 ck végtelen összegeket,

melyekre igaz, hogy a ck+1

ck
hányados k-nak racionális törtfüggvénye, hipergeomet-

rikus soroknak nevezzük. A hipergeometrikus sorok tehát a közönséges mértani

sorok általánośıtásai, és az anaĺızisben fontos szerepet játszanak, mert velük sok

(algebrai- és differenciál-) egyenlet megoldása kifejezhető.

A ck+1

ck
hányados megadása azért sem volt haszontalan, mert seǵıtségével meg-

válaszolhatjuk azt a kérdést, hogy az (5) megoldóképlet mely t számokra ad véges
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értéket, azaz mi x(t) értelmezési tartománya. A ck+1

ck
határértékét (6) alapján

kiszámolva

lim
k→∞

ck+1

ck
=

55 t4

44

adódik, amiből a hányados-kritérium és a Raabe-kritérium alapján azt kapjuk,

hogy az egyszerűśıtett ötödfokú egyenlet általunk megadott (5) megoldóképlete

pontosan 55 t4

44 ≤ 1, vagyis |t| ≤ 4

5
√

[4]5
esetén értelmezhető. Ha |t| > 4

5
√

[4]5
, akkor

a megoldóképlet nem ad véges értéket. (Persze az egyszerűśıtett egyenletnek ezen

(komplex) t számok esetén is létezik megoldása – a fentiek csupán azt jelentik, hogy

megoldóképletünk nem alkalmas a megoldás megkeresésére a |t| > 4

5
√

[4]5
esetben.)

Az értelmezési tartomány tisztázása után felmerülhet bennünk a kérdés, hogy

|t| ≤ 4

5
√

[4]5
esetén a megoldóképlet az egyszerűśıtett ötödfokú egyenlet 5 lehet-

séges megoldása közül éppen melyiket fogja megadni. Ennek eldöntéséhez h́ıvjuk

seǵıtségül a számı́tógépet: jól alkalmazható eszköz például a [9] cikk 20. példájá-

ban kidolgozott komplexgyokrajzoloMathematica-parancs [10], ami egy n-edfokú

polinom n darab megoldását ábrázolja a komplex számśıkon:

komplexgyokrajzolo[polinom ] :=

ListPlot[Cases[NSolve[polinom==0][[All,1,2]],

z:( Complex| Real)→ {Re[z],Im[z]}], PlotStyle→PointSize[0.03]]

Ennek seǵıtségével az alább következő 1. Ábrán szisztematikusan felrajzoljuk jó

néhány ötödfokú egyenlet megoldásait. (A részábrák számozása balról jobbra, il-

letve fentről lefelé növekszik.) Mivel egy ötödfokú egyenletnek 5 megoldása van a

komplex számok körében, az ábrákon egy-egy pont-ötös tartozik minden ötödfokú

egyenlethez.

Az első ábra az x5 − x + 0 egyenlet megoldásait tünteti fel (amelyek nyilván

a 0, 1, i, −1 és −i számok).

A második ábrán azon x5 − x+ t ötödfokú egyenletek megoldásainak összes-

ségét ábrázoltuk, amelyeknél a t paraméter bizonyos lépésközzel befutja az 1

5
√

[4]5
-

sugarú, origó középpontú körvonalat a komplex számśıkon. (Ezt gyakorlatilag úgy

valóśıtottuk meg, hogy t helyett az eis 1

5
√

[4]5
paraméterezést ı́rtuk a polinomba,

illetve a komplexgyokrajzolo parancsba, amint s 1
10 -es lépésközökkel befutja a

[0, 2π] intervallumot – lásd a megadott programkódot alább. Itt e természetesen a

természetes alapú logaritmus alapszámát jelenti.)

Az ezután következő ábrákon azon ötödfokú egyenletek megoldásseregét áb-

rázoltuk, amelyekben |t| = r

5
√

[4]5
, és rendre r = 2, r = 3, 9, r = 4, r = 4, 1, r = 5,

r = 10, illetve r = 15. Az utolsó részábra Mathematica-kódja például egyszerűen
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Show[Table[komplexgyokrajzolo[x5-x+eIs 15
5 4
√
5
],{s,0,2π,0.1}]]

Az ábrák tehát összesen több mint 500 darab ötödfokú egyenlet megoldásait tün-

tetik fel. (Az ábrák elkésźıtése a Mathematica-nak mindössze néhány másodpercig

tartott.)
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1. ábra. A komplex számśıkon különböző t paraméterértékek mellett
ábrázoltuk az x5 − x+ t = 0 egyenlet megoldásait.

Az ábrák tanulmányozásából kitűnik, hogy az (5) megoldóképlet |t| ≤ 4

5
√

[4]5

esetén az egyszerűśıtett ötödfokú egyenlet legkisebb abszolút értékűmegoldását szol-

gáltatja. A legkisebb abszolút értékű megoldások összessége az első 5 ábrán mint

,,belső” alakzat látszik.

Az is kiolvasható továbbá a középső ábrából (amely a |t| = 4

5
√

[4]5
kritikus

értékhez tartozó egyenletek megoldásainak összességét tünteti fel), valamint a Mat-

hematica által szolgáltatott adatokból, hogy amikor t = ± 4

5
√

[4]5
vagy t = ± 4i

5
√

[4]5
,

akkor az x5 − x+ t = 0 egyenlet legkisebb abszolút értékű megoldása a hozzá leg-

közelebbi megoldással kétszeres gyökké olvad össze, amit az ábrán úgy érzékelünk,

hogy a belső alakzat találkozik a 4 külső alakzattal. (Az összeolvadáskor egyéb-

ként az összeolvadó gyökök algebrai megoldóképlettel pontosan meghatározhatók:

a többszörös gyökök értékei a t = ± 4

5
√

[4]5
vagy t = ± 4i

5
√

[4]5
paraméterértékek

mellett rendre x = ± 1√
[4]5

, illetve x = ± i√
[4]5

.)

A kritikus |t| paraméterértéken túl, vagyis közvetlenül az öt alakzat egybeol-

vadása után válik az általunk megadott (5) megoldóképlet alkalmatlanná az egy-

szerűśıtett ötödfokú egyenlet megoldására. (Természetesen az ábrák elkésźıtéséhez

használt NSolveMathematica-parancs minden további nélkül jól teljeśıt ezekben az

esetekben is. Az NSolve a Jenkins-Traub algoritmus alapján közeĺıti (a felhasználó

által igényelt pontossággal) az egyváltozós polinomegyenletek megoldásait. Az

algoritmusról és matematikai hátteréről részletesen olvashatunk a [11] webćımen

fellelhető további hivatkozásokban. Az NSolve parancs kifinomultságát mutatja,

hogy csak a ritkamátrixú lineáris egyenletrendszerek közeĺıtő megoldásának prog-

ramkódja több 250 oldalnál.)
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5. A Lagrange-inverziós képlet és a másodfokú egyenlet megoldása. Általáno-

śıtás m-edfokú egyenletre.

A (4) Lagrange-inverziós képlet nyilván nem csak az ötödfokú egyenlet megol-

dására használható. Ennek illusztrálására vegyük szemügyre, hogyan alkalmazható

Lagrange módszere az

(7) x2 − x+ t = 0

másodfokú egyenlet megoldására, ahol t adott paraméter. Figyeljük meg, hogy

ha a p = 0 triviális esetet kizárjuk, akkor a szokásos x2 + px + q = 0 alaknál

semmivel sem speciálisabb a (7) alak, abban az értelemben, hogy az általános

másodfokú egyenlet megoldása visszavezethető az x2 − x + t = 0 alakú egyenlet

megoldására, mert a t = q
p2 választás mellett ez utóbbi egyenlet megoldásainak

(−p)-szerese éppen x2 + px + q = 0 megoldásait adja. Ugyanazt látjuk tehát,

mint amit a Tschirnhaus-transzformációnál láttunk, amikor az (1) általános alakú

egyenlet megoldását visszavezettük a (2) speciális alakú egyenlet megoldására.

Tegyük fel, hogy t 6= 0 (különben a megoldás nyilvánvaló). Ekkor a ϕ(x) =
1

1−x
választással a (3) egyenlet és a megoldandó x2−x+t = 0 egyenlet egyenértékű,

ha x-et a t paraméter függvényének tekintjük, és persze u(t) ≡ x(t).

Innen az előzőekhez hasonlóan eljárva belátható (a számolások ellenőrzését az

érdeklődő Olvasóra b́ızzuk), hogy a (4) képlet az alábbi alakot ölti:

(8)
x(t) =

∞∑

k=0

(
2k

k

)
tk+1

k + 1
= t+ t2 + 2 t3 + 5 t4 + 14 t5 + 42 t6 + 132 t7+

+ 429 t8 + 1430 t9 + 4862 t10 + . . . ,

amely x ≡ x(t) szám tehát az x2 − x+ t = 0 egyenlet egyik megoldása.

A (8) képletről megmutatható, hogy |t| ≤ 1
4 esetén ad véges értéket. A bino-

miális sorfejtésre vonatkozó tétel felhasználásával viszont ellenőrizhető, hogy |t| ≤ 1
4

mellett ∞∑

k=0

(
2k

k

)
tk+1

k + 1
=

1−
√
1− 4t

2
.

Ez utóbbi alak pedig – legalábbis |t| ≤ 1
4 esetén – nem más, mint az x2 − x+ t = 0

egyenlet egyik megoldása, amint azt a szokásos másodfokú egyenlet megoldóképlete

mutatja.

Végül a (8) képletet összevetve az (5) képlettel gyönyörű analógiára lelhetünk,

és megsejthetjük (sőt, be is bizonýıthatjuk), hogy tetszőleges, rögźıtett m > 1

pozit́ıv egész esetén az xm − x+ t = 0 egyenlet egyik megoldása előálĺıtható

x(t) =

∞∑

k=0

(
mk

k

)
t(m−1)k+1

(m− 1)k + 1
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alakban. Figyeljük meg, hogy az egyenlet fokszámának változása ellenére mennyire

egységesek és egyszerűek ezek a megoldóképletek – összevetve őket például a

harmad- és negyedfokú egyenletek szokásos algebrai megoldóképleteinek rohamo-

san bonyolódó szerkezetével. Sőt, tovább menve, az összefüggések igazi szépségét

az mutatja, hogy a legutolsó képletben (a binomiális együtthatók értelmezési tar-

tományát megfelelően kiterjesztve) az m > 1 számnak nem is kell egésznek lennie:

a képlet valós m > 1 esetén is megadja az xm − x + t = 0 transzcendens egyenlet

egyik megoldását.
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