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Az otodfoku egyenlet megoldasa
Locz1 LAJos

Az egyvaltozds a,z” + an_12" ' + ... + a1z + ap = 0 polinomegyenletek
megoldasainak keresése évszazadokon at az érdeklédés kozéppontjaban &llt.

Az els6- és masodfoku egyenletek megolddképleteivel mindannyian magunk is
talalkoztunk, &m mar a kozépkor 6ta ismeretesek a harmad-, valamint a negyedfoku
egyenletek megoldasi mddszerei is. Szerkezetiiket tekintve ezek a képletek mind al-
gebrai megoldoképletek, vagyis az egyenletek megoldasait az egyenlet egyiitthatoival
fejezik ki a négy alapmiivelet és gyokvonasok véges sokszori alkalmazasaval. A kez-
deti sikereken felbuzdulva eleinte tévesen azt gondoltak, hogy elébb-utébb minden
polinomegyenletnek meg fogjdk taldlni az algebrai megolddképletét. (Minden bi-
zonnyal erre vezethet6 vissza, hogy az ,egyenlet megoldasa” és az ,,egyenlet gycke”
kifejezéseket ma is egymads szinoniméjaként hasznaljuk.)

Az 1800-as évek kezdetétdl aztan nagy hatdsi algebrai elméletek sziilettek.
A Ruffini-Abel-tétel szerint az dltaldnos 6t6d- és magasabbfoki egyenletek algeb-
rai megolddképlettel nem oldhaték meg. (Az ,éltaldnos” jelzé itt arra utal, hogy
bizonyos specidlis esetekben persze lehetnek (és vannak is) algebrai megoldéképle-
tek.) A csoportelmélet és a Galois-elmélet 1étrejotte dta az is pontosan eldonthetd,
hogy egy konkrét n-edfokid polinomegyenlet megoldhaté-e algebrai megoldéképlet-
tel vagy sem. Az 1990-es években pedig sikeriilt megtaldlni a konkrét algebrai
megolddképleteket (14sd pl. [1] és [2]) mindazokban a speciélis esetekben, amikor a
raciondlis egylitthatds 6todfoku egyenlet ilyen képletekkel egyéltalan megoldhatd.

Természetes médon felmeriil a kérdés, hogy mi mondhaté az egyéb, nem-
algebrai megolddképletekrél. A megoldasok létezése és a megoldasok szama jol is-
mert: az algebra alaptétele kimondja, hogy a komplezr szamok korében egy n-edfoku
polinomegyenletnek pontosan n darab megoldédsa van (feltéve, hogy az esetlegesen
egybeesd, tobbszoros gyokoket megfelels szémban tekintjiik). E tétel a fenti for-
majaban azonban csak egy egzisztenciatétel: a megoldasok 1étét garantalja ugyan,
de nem ad utmutatast ezek megkereséséhez. Az el6zbeket is figyelembe véve tehat
ugy fogalmazhatunk, hogy a komplex szamkorben a polinomegyenletek megoldasai
minden n € N esetén léteznek, &m n > 5 esetén a megolddsok véges sok alapmiive-
lettel és gyokvonassal altalaban nem irhatdk fel.
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Az 1800-as évek méasodik felében szdmos matematikus munkéja nyomdan 1é-
nyeges elérehaladds tortént a polinomegyenletek nem-algebrai megolddképleteinek
felderitésében [3]. Kideriilt, hogy az analizis eszkozeivel — tehdt a hatdrérték, a
derivélds és az integralds segitségével — analitikus megolddképletek nyerhetdk. (Az
analitikus megoldéképletek mindegyike a hatarérték fogalmara épiil, tehat e megol-
ddképletekben — véges sok helyett — megengedjiik végtelen sok miivelet elvégzését.)

Az 6todfokt egyenlet megolddsara példaul az idék folyamén tobbféle analiti-
kus megoldéképletet is kifejlesztettek [4]. Ezek kozé tartoznak példdul a kiilonféle
iterdciés médszerek, a ¥-fiiggvények (olv.: ,theta-fiiggvények”) segitségével tor-
ténd megoldds, a Klein-féle ikozaéder-egyenleten alapulé megkozelités [5], vagy a
megoldas el6allitdsa hipergeometrikus sorok segitségével.

Mindazonaltal fontos szem el6tt tartanunk, hogy akéar az algebrai-, akar az
analitikus megoldoképletek jelentOsége ma mér inkdabb csak elvi — gyakorlati hasz-
nuk csekély, hiszen mar a harmad- és negyedfoku egyenletek megolddoképletei is
tul bonyolultak ahhoz, hogy beléliik kozvetleniil konkrét informéciét olvassunk
ki a megolddsokkal kapcsolatban. A ,gyakorlati” problémak féleg olyan kérdé-
sek megvalaszolasat igénylik, mint példaul a legnagyobb abszolut értékii megoldés
meghatarozasa, a megoldasok elGjelének vizsgalata, vagy a megoldasok komplex
szamsikon valé elhelyezkedésének jellemzése, illetve adott pontossagi kozelitése.
A numerikus matematika keretein beliil a kozelité mddszerek haszndlatdval méd
nyilik az ilyen kérdések hatékony és praktikus megvélaszolasara — barmiféle meg-
oldéképlet felirdsa nélkiil. Mindezen algoritmusok tarhézat pedig a szamitégépes
matematikai programcsomagok megjelenése mindenki szamara elérhetd kozelségbe
hozta.

E bevezetd utdn cikkiink harom {6 részre tagolhaté. Eldszor a teljesség ked-
véért roviden dttekintjiik a harmad- és negyedfoki egyenletek algebrai megoldé-
képleteit (a képletek levezetését persze nem targyalva), majd ratériink az 6todfoku
egyenlet megoldasara — az egyszeriisitett 6todfoki egyenlet egyik megoldasat fogjuk
felirni hipergeometrikus sor segitségével. A levezetés {6 segédeszkoze a Lagrange-féle
inverzids képlet [6] lesz. Végiil — hogy jobban megvildgitsuk a Lagrange-képlet 1é-
nyegét és erejét — az inverzids képletet el6szor egy jol ismert szitudciéban alkalmaz-
zuk: a masodfoki egyenlet megoldasat allitjuk vele el6, majd pedig megkeressiik
az ™ — x + t = 0 m-edfoku egyenlet egyik megoldasat is.

A cikkben szokés szerint n € N esetén n! = 1-2 ... n jeloli n faktoridlisdt
(megéllapodés szerint 0! = 1), mig () jelenti az ﬁlk), binomidlis egyttthatdt
nemnegativ egész 0 < k < n szdmok esetén. A cikkben 1 jeloli a komplex képzetes
egységet, melyre tehat 12 = —1 teljesiil.

A szerepl6 egyenletekrdl nyilvdn mindig feltehetd, hogy a, = 1, hiszen az
eredeti egyenlet mindig ilyen alakra hozhatd, ha a nemnulla a,, féegyiitthatéjaval
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végigosztjuk.

1. A harmad- és negyedfoki egyenletek algebrai megolddképletei

Az 2 +ax? +bxr+c = 0 dltaldnos harmadfoki egyenlet megoldasa alkalmas 1j
valtozok bevezetésével visszavezethetd egy masodfokd egyenlet (az un. mdsodfoki
rezolvens) megolddsdra. Nem til bonyolult, de azért Stleteket igényld szdmolasok
utdn végeredményiil a fenti harmadfoku egyenlet hdrom megoldasara ezt kapjuk:

a Y2U W

=3 3w T3
2y 2 1+i\/§.\‘°/§U_1—i\/§. w
3 2 3W 2 32
2y = O 1—iV3 V2U 1+iV3 W
3 2 3W 2 3¢/2
ahol
U= —a®+ 3b,

V = —2a® 4 9ab — 27c,

W=V Vit Ve

Megjegyzés. A fenti, 22 3-ra vonatkozd, altalanos képletek W = 0 esetén nem

hasznalhatdk (hiszen ekkor nulldval osztés 1épne fel), konnyen megéllapithaté azon-
2

ban, hogy ez a probléma csak b = % esetén jelentkezik. Kiilon megvizsgdlva ezutan

az 23 +ax’+ %—Qx—i—c = 0 egyenletet, ennek harom megoldasara az aldbbi egyszertibb
formulakat kapjuk:

Js a 1+iV/3 VS
+ —, illetve —-—-———.-—
3 3 2 3

wle

ahol S = a3 — 27¢c.

Szintén didhéjban vegyilik most szemiigyre az dltaldnos
st +ard + b2’ +cx+d=0

negyedfoki egyenlet megolddképletét. Az alapgondolat itt is ugyanaz, mint el6bb:
iigyes helyettesitések alkalmazasaval az egyenlet megoldasa visszavezethet6 egy har-
madfoki egyenlet (a harmadfoki rezolvens) megolddsara, a szdmitdsok — és a vége-
redmény — azonban mér jéval bonyolultabb, mint az dltalanos harmadfoki egyenlet
esetén. Az altalanos negyedfoki egyenlet négy megoldédsa az aldbbi formula:

a  F 1 2D
T1234= — £ 5 15\/—20—1724:?7
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ahol
A =b%—3ac+ 12d,

B = 2b3 — 9abc — 72bd + 27¢* + 27a2d,

C:—gaQ—f—b,

1, .
D= g(a‘3 — 4ab + 8¢),
E= \3/B+\/—4A3+BQ,

- \/_A E
N T

A képletben harom helyen szereplé kettés elojelek koziil az els6 és a harmadik

tartozik 6ssze, a mésodik pedig tolik fiiggetleniil vdlaszthat6é meg — tehat a kérdéses
helyeken az el8jelek sorrendje (+,+, =), (+,—,—), (—,+,+) vagy (—, —, +) lehet.

A fenti A, B,C, D, E, F roviditésekkel konnyen 4t tudjuk tekinteni a megol-
doképlet szerkezetét, probaljuk azonban elképzelni, mekkora helyet foglalna el a
képlet ezen réviditések nélkiil, azaz ha 1 2 3.4 képletét pusztan az a,b, ¢, d egytitt-
hatdkkal irndnk fel!

Megjegyzés. Az x93 4-ra vonatkoz6 képletben ismét el6fordulhatnak bizonyos
paraméterkombindciék, amikor nulldval osztas 1épne fel. Ez akkor kovetkezik be,
ha F = 0 vagy F' = 0. Ilyenkor a megadott megoldéképlet helyett mas, valamivel
egyszeriibb képletek alkalmazhaték — ezekkel azonban most nem foglalkozunk.

2. Az otodfoku egyenlet egyszerisitett alakja

Adott a, b, c,d, e (komplex) szdmok esetén tekintsiik az
(1) 25 +azt +ba® +ca® +dr+e=0

dltaldnos otodfoki egyenletet. Az egyenlet megoldasi médszere egyszertisddni fog,
ha az egyenletet sikeriil valamilyen értelemben egyszeriibb alakban felirni.

T6bb matematikus kitarté munkaja nyoman kideriilt, hogy ebbdl az 5 para-
métert tartalmazé egyenletbdl kiilonféle Gtletes helyettesitések és 1j véltozok be-
vezetésével a negyed-, harmad-, st masodfoku tagok egyszerre kikiiszobéolhetdk,
amivel elérhetd, hogy az egyenlet az alabbi egyszerli alakot Gltse:

(2) 2’ —x+t=0,

ahol a t (komplex) szdm az eredeti (1) egyenlet a, b, ¢, d, e egyiitthat6ibol véges sok
alapmiivelet és gyokvonds segitségével fejezheto ki. A két egyenlet kozotti dtme-
netet a Tschirnhaus—Bring—Jerrard transzformdcié [7] biztositja. Keményen meg
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kell azonban dolgozni azért, hogy az (1) egyenletet az egyszer(i (2) alakra hozhas-
suk: a Tschirnhaus-transzformacié soran tébbek kizdtt egy negyedfoku egyenletet
kell megoldani — nem meglep6 tehdt, hogy tucatnyi oldalra rig a ¢ paramétert az
eredeti a, b, ¢, d, e egyiitthatékkal kifejezs képlet [8].

Elvileg elegendé tehét a (2)-tipusi, egyszerdsitett otodfoki egyenletekre szo-
ritkoznunk, illetve ezek megolddsait ismerniink, mert ezekbdl a Tschirnhaus-
transzformécié forditottjaval (inverzével) az eredeti (1) egyenlet megolddsai mér
eléallithatdk.

A tovabbiakban a (2) egyenlet egyik megoldasat fogjuk megadni egy nagyon
egyszeril képlet formdjdban. (A tobbi megoldds természetesen ebbdl mér megha-
tarozhato, hiszen tudjuk, hogy egy egyenlet valamely o megoldasanak ismeretében
az egyenletbdl az (z — a) tényez6 kiemelhetd, ami utdn egy eggyel alacsonyabb foki
egyenlet marad vissza. Jelen esetben a visszamaradd egyenlet negyedfokd, s igy
algebrai megoldéképlettel is kezelhetd.)

3. A Lagrange-féle inverzids képlet és az 6todfoki egyenlet analitikus megol-
dasa hipergeometrikus sorral

Ismerkedjiink meg el6szor réviden egy fontos és sok helyen jél hasznalhaté
segédeszkozzel.
Jeloljon ¢ egy adott fiiggvényt, melyre p(0) = 1, és tekintsiik az aldbbi egyenletet

(3) u(t) =t - e(u(t)).

Azt szeretnénk megtudni, hogy van-e olyan, és ha igen, melyik az az u fliggvény,
amely a fenti egyenletet teljesiti a ¢ valtozd tetszéleges megvilasztdsa mellett. (A
(3) egyenlet tehét egy fiigguényegyenlet: az ismeretlen mennyiség ugyanis maga az
u fiiggvény, melynek valtozéja t.)

A Lagrange-féle inverzids képlet azt allitja, hogy ha az adott ¢ fiiggvény anali-
tikus (vagyis bizonyos végtelen Gsszeg alakjaban eléallithat), akkor a (3) egyenlet-
nek létezik pontosan egy u analitikus megoldasa, amelyet az alabbi végtelen Gsszeg
ad meg:

> ny(n—1)
(4) u(t) — Z M tn,

ahol a szdmlaléban a ¢ fiiggvény n-edik hatvénya (n — 1)-edik derivaltjdnak 0-beli
értéke all. A (4) képlet elsé néhdny tagja részletesen kifrva tehdt igy fest (a felsd
vessz6 szokds szerint szintén a derivaldst jelenti):

@) ©) 5 @) 5 ("0 , ©)" 0
2 "+ 6 t3+ 24 "+ 120

u(t) = o(0)t + 5+
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A Lagrange-inverzids képlet birtokdban térjiink most vissza az egyszeriisitett
otodfoku egyenlethez. A t paraméter nagysdgéra tett megszoritas mellett fel fogjuk
frni (2) egyik megoldésdt.

A (2) egyenlet nyilvdn kénnyen megoldhatd, ha ¢t = 0. Ha viszont ¢ # 0, akkor
(2) 4tirhatd, mint

x=t-p(x),
ahol
!
1=t
Ha itt z-re Ggy tekintiink, mint a t egyiitthat6 fliggvényére, akkor x = x(t) jatssza
az ismeretlen u = u(t) fliggvény szerepét a (3) Lagrange-féle képletben.
A képlet alkalmazdsdhoz induljunk ki az |z| < 1 esetén érvényes mértani sor

o()

e8]
1_x4:1+J)4+J)8+$12+J)16+$20+...:Z$4k
k=0

osszegképletébdl, amelybdl bebizonyithatd, hogy |z| < 1 mellett

o () B

(Megjegyezziik, hogy a fenti végtelen 6sszegben az x-hatvényok egyiitthatéja éppen
az n elem k-ad osztélyd ismétléses kombindcidja.) E képlet (n — 1)-szeri derivalé-
saval viszont az addédik, hogy ha n = 4k + 1 alakt természetes szam, akkor

@)™ ) dk+1-14+k\ 1
nl - (4k>!< k )(4k+1)!

() = (P

mig ha n 4-gyel maradékosan osztva nem 1 maradékot ad, akkor

()" (0)
n!

=0.

Helyettesitsiik most be ezeket a mennyiségeket a (4) Lagrange-képletbe.
Az 2° —x 4+t = 0 egyszerdsitett otodfoki egyenlet egyik x megoldaséra t-
fliggvényében az aldbbi, figyelemre méltdéan egyszeri megolddoképletet nyertiik:

> 5k t4k+1
(5) x(t)—Z(k>4k—+1.

k=0
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A binomidlis egyiitthatok kiszdmoldsa utdn a végtelen Osszeg els6 néhany tagja
részletesen kiirva igy fest

x(t) =t +1° +5¢7 + 35413 + 285417 + 2530 12! + 23751 %5 + 231880 % 4. ..
Két egyszerti példat kovetéen ennek a megolddképletnek néhany tulajdonsa-

gaval foglalkozunk a tovabbiakban.

1. példa. Az z° —z + % = 0 egyenlet egyik megoldasara

— (5k 1
= — =~ 0,550607
o kz_o(k> (ke + 1) 28K+ 0
adddik. A t6bbi 4 megoldds egyébként zo ~ 0,7691, x5 ~ —1,09833 és z45 ~
—0,110687+1,0309i. Megjegyezziik, hogy az iménti végtelen Gsszeg els6 35 tagjat
Osszeadva a

95929182099087523761435658184061314775069
174224571863520493293247799005065324265472

~ 0, 550607

értéket kapjuk.

2. példa. Az 2° — x + 1 = 0 egyenletre alkalmazva az (5) képletet szomortian
tapasztaljuk, hogy az nem ad véges értéket (noha az egyenletnek mind az 6t gyoke
2-nél kisebb abszolit értéki).

4. Az otodfokia egyenlet megolddoképletének vizsgalata

Az (5) megolddképlet a ¢i := (5kk) ﬁcﬁ jeloléssel roviden "7 ¢k alakban

irhat6. Ebbdl ¢ # 0 esetén némi egyszertsités utan lathatd, hogy

(©) chp1 5 (1+5k) (2+5k) (3+5k) (4+5k) t*
ek S8(L+k) (1+2k) (3+4k) (5+4k)

Ez a kifejezés a k valtozd két polinomjanak hanyadosa, ezt mas szavakkal igy mond-
juk, hogy k-nak raciondlis tortfiggvénye. Az olyan Y ,- ¢ végtelen Osszegeket,

Ck+1
c

melyekre igaz, hogy a hényados k-nak raciondlis tortfiiggvénye, hipergeomet-
rikus soroknak nevezzitk. A hipergeometrikus sorok tehat a kozonséges mértani
sorok altalanositdsai, és az analizisben fontos szerepet jatszanak, mert veliikk sok
(algebrai- és differenciél-) egyenlet megolddsa kifejezheté.

A % héanyados megaddasa azért sem volt haszontalan, mert segitségével meg-

vélaszolhatjuk azt a kérdést, hogy az (5) megolddképlet mely ¢ szdmokra ad véges
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értéket, azaz mi x(t) értelmezési tartomdnya. A % hatdrértékét (6) alapjan

kiszamolva

. Cpp1 DOt
lim =
k—oo Ck 44

adddik, amibdl a hanyados-kritérium és a Raabe-kritérium alapjan azt kapjuk,
hogy az egyszerlisitett 6todfokd egyenlet dltalunk megadott (5) megoldéképlete
544
< 4 s 4 5. 4
[t] < T esetén értelmezhets. Ha || > YR akkor

a megolddképlet nem ad véges értéket. (Persze az egyszeriisitett egyenletnek ezen
(komplex) t szdmok esetén is létezik megolddsa — a fentiek csupédn azt jelentik7 hogy
megoldéképletiink nem alkalmas a megoldds megkeresésére a [t| > esetben.)

\ﬂ4]5
Az értelmezési tartomény tisztazasa utdn felmeriilhet benniink a kérdés, hogy
[t] < 5\}[4]5 esetén a megoldoképlet az egyszeriisitett 6todfoku egyenlet 5 lehet-

séges megoldasa koziil éppen melyiket fogja megadni. Ennek eldéntéséhez hivjuk

segitségiil a szamitégépet: jol alkalmazhat6 eszkoz példdul a [9] cikk 20. példaja-
ban kidolgozott komplexgyokrajzolo Mathematica-parancs [10], ami egy n-edfoku
polinom n darab megoldédsat abrazolja a komplex szamsikon:

komplexgyokrajzolo[polinom] :=
ListPlot [Cases[NSolve [polinom==0] [[A11,1,2]],
z: (_Complex| Real)— {Rel[z],Im[z]}], PlotStyle—PointSize[0.03]]

Ennek segitségével az alabb koévetkezd 1. Abran szisztematikusan felrajzoljuk jé
néhdny otodfoki egyenlet megoldédsait. (A részébrak szdmozdsa balrél jobbra, il-
letve fentrl lefelé novekszik.) Mivel egy otodfokd egyenletnek 5 megolddsa van a
komplex szamok korében, az abrakon egy-egy pont-6t0s tartozik minden 6todfoku

egyenlethez.

5

Az els6 dbra az x° — x 4+ 0 egyenlet megolddsait tiinteti fel (amelyek nyilvdn

a0, 1,1, —1 és —i szdmok).

5 — x +t 6tddfoku egyenletek megolddsainak Gsszes-

ségét abrazoltuk, amelyeknél a t paraméter bizonyos lépéskozzel befutja az . \h4]5_

A mésodik 4bran azon x

sugaru, origd kézépponti koérvonalat a komplex szdmsikon. (Ezt gyakorlatilag tgy

valdsitottuk meg, hogy t helyett az 6i55\/1[4]5 paraméterezést irtuk a polinomba,

illetve a komplexgyokrajzolo parancsba, amint s 1—10—es lépéskozokkel befutja a
[0, 27] intervallumot — 14sd a megadott programkddot aldbb. Itt e természetesen a
természetes alapu logaritmus alapszdmét jelenti.)

Az ezutdn kiévetkezd dbrakon azon 6tddfokd egyenletek megoldédsseregét ab-
razoltuk, amelyekben [t| = 5\/ ,ésrendrer =2, r=3,9,r=4,r=4,1,r =5,

r =10, illetve r = 15. Az utolsé részabra Mathematica-kddja példaul egyszeriien
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Show [Table [komplexgyokrajzolo [x°-x+e!* S 13%] ,{s,0,27,0.1}1]
Az abrak tehat osszesen tobb mint 500 darab 6todfoku egyenlet megoldasait tiin-

tetik fel. (Az dbrdk elkészitése a Mathematica-nak mindossze néhany médsodpercig
tartott.)
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1. abra. A komplex szdmsikon kiilénbozd t paraméterértékek mellett
abrézoltuk az x5 — z 4+t = 0 egyenlet megoldésait.

4

5+/14]5
esetén az egyszerisitett 6todfoki egyenlet legkisebb abszoliut értékii megolddsat szol-
galtatja. A legkisebb abszolut értékii megolddsok Osszessége az els6é 5 dbran mint
,belsd” alakzat latszik.

Az is kiolvashat6 tovdbbd a k6zéps6 dbrabdl (amely a [t| = . 4[4]5 kritikus
értékhez tartoz6 egyenletek megolddsainak Osszességét tiinteti fel), valamint a Mat-
4i
54/[4]5°
akkor az 2% — x + ¢ = 0 egyenlet legkisebb abszolit értékii megolddsa a hozz4 leg-

Az gbrak tanulmdnyozasabdl kitlinik, hogy az (5) megolddképlet |t| <

hematica altal szolgaltatott adatokbdl, hogy amikor ¢t = is\}m vagyt = +

kozelebbi megoldassal kétszeres gyokké olvad Ossze, amit az abran gy érzékeliink,
hogy a bels§ alakzat taldlkozik a 4 kiils§ alakzattal. (Az Gsszeolvadaskor egyéb-
ként az Osszeolvadd gyokok algebrai megoldéképlettel pontosan meghatarozhatdk:

4 paraméterértékek
5/[4]5

. o e ey e , , . . 4 —_
a tobbszoros gyokok értékei a t = i—5 s vagy t = +

— 1_ 1 = C
mellett rendre x = + s’ illetve x = + NIE )

A kritikus || paraméterértéken til, vagyis kozvetleniil az 6t alakzat egybeol-
vaddsa utdn vélik az dltalunk megadott (5) megoldéképlet alkalmatlannd az egy-
szeriisitett 6todfoku egyenlet megoldédsdra. (Természetesen az abrak elkészitéséhez
hasznalt NSolve Mathematica-parancs minden tovabbi nélkiil j6l teljesit ezekben az
esetekben is. Az NSolve a Jenkins-Traub algoritmus alapjin kozeliti (a felhasznalé
altal igényelt pontossdggal) az egyvdltozds polinomegyenletek megolddsait. Az
algoritmusrdl és matematikai hatterérél részletesen olvashatunk a [11] webcimen
fellelhet6 tovabbi hivatkozédsokban. Az NSolve parancs kifinomultsagat mutatja,
hogy csak a ritkamétrixu linedris egyenletrendszerek kozelité megoldasanak prog-
ramkédja t6bb 250 oldalnél.)
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5. A Lagrange-inverziés képlet és a masodfoki egyenlet megoldasa. Altalano-
sitas m-edfoku egyenletre.

A (4) Lagrange-inverziés képlet nyilvan nem csak az 6todfoku egyenlet megol-
déasara hasznalhaté. Ennek illusztralasara vegyiik szemiigyre, hogyan alkalmazhaté
Lagrange médszere az

(7) 2~z +t=0

masodfoki egyenlet megolddsara, ahol ¢ adott paraméter. Figyeljik meg, hogy
ha a p = 0 trividlis esetet kizdrjuk, akkor a szokdsos x? + px + ¢ = 0 alakndl
semmivel sem specidlisabb a (7) alak, abban az értelemben, hogy az altaldnos
mésodfoki egyenlet megolddsa visszavezetheté az 2 — x +t = 0 alaki egyenlet
megoldédsara, mert a t = p% valasztas mellett ez utébbi egyenlet megoldasainak
(—p)-szerese éppen 22 + pr + ¢ = 0 megoldédsait adja. Ugyanazt latjuk tehat,
mint amit a Tschirnhaus-transzformdcional 1dttunk, amikor az (1) dltaldnos alaki
egyenlet megolddsdt visszavezettitk a (2) specidlis alakd egyenlet megolddsdra.

Tegyiik fel, hogy ¢t # 0 (kiilonben a megoldds nyilvanvalé). Ekkor a ¢(z) =
ﬁ valasztéssal a (3) egyenlet és a megoldandé 2 —z+t = 0 egyenlet egyenértékii,
ha z-et a t paraméter fliggvényének tekintjiik, és persze u(t) = z(t).

Innen az eléz6ekhez hasonléan eljérva belathatd (a szdmoldsok ellendrzését az
érdekl6dé Olvasora bizzuk), hogy a (4) képlet az aldbbi alakot olti:

(2K Rt
a(t) =y =t 2263 4 5t 144° + 4205 + 13247+
(8) — kE)k+1

+ 42915 +1430¢° 4 486210 + ...,

amely x = z(t) szam tehdt az 22 — x +t = 0 egyenlet egyik megolddsa.

A (8) képletrél megmutathaté, hogy [¢| < 1 esetén ad véges értéket. A bino-
mialis sorfejtésre vonatkozé tétel felhasznélésaval viszont ellenérizhetd, hogy [t < +

mellett
i 2k\ tPt1 11— 4t
k)k+1 2 '

k=0

Ez ut6bbi alak pedig — legalabbis [¢| < % esetén — nem més, mint az 22 —x +t =0
egyenlet egyik megolddsa, amint azt a szokdsos masodfoki egyenlet megoldéképlete
mutatja.

Végiil a (8) képletet Osszevetve az (5) képlettel gyonyorii analégidra lelhetiink,
és megsejthetjitk (s6t, be is bizonyithatjuk), hogy tetszdleges, rogzitett m > 1
pozitiv egész esetén az " — x + t = 0 egyenlet egyik megoldasa eléallithato

o0 Hm=1)k+1

=3 (%) o

k=0
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alakban. Figyeljik meg, hogy az egyenlet fokszamanak valtozasa ellenére mennyire

egységesek és egyszeriiek ezek a megolddképletek — Osszevetve Gket példaul a

harmad- és negyedfoku egyenletek szokasos algebrai megoldéképleteinek rohamo-

san bonyolodé szerkezetével. S6t, tovabb menve, az Osszefiiggések igazi szépségét

az mutatja, hogy a legutolsé képletben (a binomidlis egylitthatdk értelmezési tar-

toményat megfeleléen kiterjesztve) az m > 1 szdmnak nem is kell egésznek lennie:
a képlet valos m > 1 esetén is megadja az 2™ — x +t = 0 transzcendens egyenlet
egyik megoldésat.
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