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Négyzethdlés fraktalmodellek
(egy elemi bevezetés a fraktaldimenziokba)

MATE LASZLO

A Budapesti Miiszaki és Gazdasdgtudoméanyi Egyetem Matematikai Intézete
2006 tavaszatdl havonta Osszejoveteleket szervez kozépiskolai tandrok részére, ahol
a matematika olyan aktudlis eredményeirdl beszéliink, amelyek érdekesek lehetnek
az oktatasban. Kezdtiik valészinliségszamitassal és amikor megkérdeztilk a részt-
vevokt6l, hogy milyen témakkal folytassuk, akkor azt a majdnem egyontetii valaszt
kaptuk, hogy a grafelmélet mellett fraktalokrdl szeretnének hallani.

A masik inditéka ennek az frasnak a Yale Egyetem honlapjdn taldlhaté és
kényvalakban is megjelent kozépiskoldsoknak is szant fraktdlgeometria ([2],[7]). Ez
érdekes és hasznos anyag, azonban a magyar matematikaoktatds keretében ennél
tovabb lehet menni.

A fraktdlgeometridnak két alapvetd koncepcidja van, az Onhasonlésag és a
fraktaldimenziok. Ezek koziil a fraktaldimenzié a fontosabb és nehezebb fogalom
és ezért esett erre a valasztds. A kiilonboz6 fraktdldimenzidk koziil a boxdimen-
ziot targyaljuk. Ez elemi eszkozokkel szamithatd és eléggé altalanos azoknak a
halmazoknak a kore, amelyeknek van és kénnyen kiszamithaté a boxdimenzidja.
Olyan halmazokon fogjuk bemutatni a boxdimenzié tulajdonsigait és kiszamitdsat,
amelyek szerkezetét tetszéleges finomsagu négyzethaldk hatdrozzak meg gy, hogy
beldliik, kiilonbozéd rekurziv szabéllyal, négyzetek sorozatat toroljilkk. Amint 1atni
fogjuk, ezek a halmazok eléggé valtozatosak ahhoz, hogy a boxdimenzié minden
problémaéja bemutathaté rajtuk, viszont eléggé szabalyosak, hogy bemutatasukhoz
a matematikai analizis és mértékelmélet elkeriilhetd.

Bevezet6 irasként nem keriilhetjiik el hogy roviden kitérjiink a boxdimenzié
szokdsos targyalasara és néhdny alkalmazasara. A genetikabdl majd a geodéziabol
vett egy-egy példan megmutatjuk, hogy milyen értelemben léteznek tortdimenzids
halmazok.

A négyzethélds fraktdlmodellek szerkesztése és vizsgélata (példaul az [5] hon-
lapon taldlhat6 ,FRACTALSHIFT” nevii szoftverrel) része lehet fraktdlokkal kap-
csolatos matematikai kisérleteknek és feladatoknak.
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A négyzethalés modell

A négyzethalok szerkesztését az 1. dbra mutatja be. Az egységnégyzetet a
0,1,2,3 jelekkel latjuk el, igy ahogy azt az 1.a abran latjuk, majd a kovetkezo
rekurziv szaballyal folytatjuk. Ha &, a sorozat n-edik eleme, akkor az &, min-
den négyzetét linedrisan felezziik, majd az igy kapott négy négyzethez jelsorozatot
rendeliink gy hogy a felosztas elotti négyzet C' jeléhez, az 1.c dbra szerint, hozza-
flizziik a 0,1, 2, 3 jel egyikét A négyzetekhez rendelt jelsorzatokat kddoknak fogjuk
nevezni.
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1. abra

Tortdimenzios részhalmazokat fogunk kijelolni igy, hogy rekurziv médon tor-
link adott kédokhoz tartozé négyzeteket.

1. Elsé példaként toroljiik mindazokat a négyzeteket, amelyek kédjaban a 3
szerepel. Ez példdul a 2. dbran szemléltetett eljardssal végezhetd el. A rekurziv
szabaly ekkor az lesz, hogy minden 1épés utdn, a linedris felezéssel kapott négy
négyzet koziil pontosan egyet (a linedris felezés utdn kapott jobbfels§ négyzetet)
toroljik. Ugyanis, a rekurziv 1épéssel kapott négy négyzet kozil, pontosan ennek
a kodja tartalmaz 3 jelet.

A 3 jelet tartalmazd dsszes négyzet torlésével kapott részhalmaz, a Sierpinski
haromszog teriilete csak 0 lehet. Ugyanis a rekurziv szaballyal kapott négy j
négyzet koziil pontosan egy olyan van, amelynek kédja tartalmazza a 3 jelet. Ezért
minden lépésben, a 3 jelet tartalmazé négyzetek torlése utdn megmaradé halmaz
teriilete az el6z6 haromnegyede lesz.

A szerkesztés sordn kapott sokszogek keriilete egyre novekszik, mindegyik ko-
zelités keriilete az elézOnek legaldbb mésfélszerese (2. dbra). Ezért minden M po-
zitiv szamhoz van n, hogy az n-edik rekurziv 1épés utan kapott sokszogek keriilete
nagyobb mint M.
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2. abra. A 3 torlése a Sierpinski haromszéghoz vezet

A Sierpinski haromszég méretére vonatkozé megéllapitasainkat roviden igy
fejezziik ki

(MM) ,a tertilet 0, a kertlet co”.

Megjegyzés. Ha pontosak akarunk lenni a ,teriilete csak 0 lehet” indokolasaban,
akkor még hozza kell tenniink azt, hogy a Sierpinski haromszog a rekurziv szer-
kesztéssel kapott halmazok k6zos része és a részhalmasz tertilete nem lehet nagyobb,
mint az eredeti halmazé.

2. Most toroljiik az dsszes olyan négyzetet, amelyek kédjaban egy megadott
kétjegqyti szam szerepel. Legyen ez példaul 20. A 3. dbra sziirke halmazai azoknak
a négyzeteknek az unidja, amelyek kodja tartalmazza a 20 jelet. Ellentétben a
Sierpinski hdromszog esetével, itt mar nem nyilvanvald, hogy a négyzetek torlése
utdn mennyi lesz a megmaradé halmaz teriilete.

Ha viszont csupan azokat a négyzeteket toroljik, amelyek kodja pdros hosszi-
sdgu és 20-ra végzddik, akkor a Sierpinski hdromszog mintdjara jarhatunk el (4.
abra).
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3. abra

NEM minden olyan négyzetet torlink,
amelynek a kédjaban a 20 szerepel

11 | 13 | 31 | 33

10 | 12 | 30 | 32

01 | 03 |21 |23 hogyan tovédbb?

00 | 02 20 | 22

a négyzetek kédja a négyzetek kédja
kétjeqyi négyjeqyti
teriilet: 15 tertilet: 15)*
T eriilet: | =
15 3
keriilet: 9 keriilet > — . °
2 4 4
4. abra

A rekurziv szabdly pdros szamai alkalmazdsdval minden el6z6 négyzet helyére
16 1j négyzet keriil, amelyek koziil pontosan egy olyan van, amelynek kédja 20-
ra végzodik. fgy ezek torlésével, a megmaradd halmaz teriilete az el6z6 halmaz
teriiletének tizenot tizenhatod része lesz. Ebbdl kévetkezik, pontosan gy, ahogy a
Sierpinski hdromszognél, hogy az eljards végén megmaradd halmaz teriilete csak 0
lehet.

A keriilet hosszanak vizsgdlatdnal is ugyanugy jarhatunk el, ahogyan azt a
Sierpinski haromszognél tettiik. A szerkesztés soran kapott sokszogek keriiletének
az éppen most torolt négyzetekkel hataros részei legaldabb tizenotnegyedszeresen
novekednek (4. dbra utolsé sor). fgy akarmilyen nagy pozitiv szdmot mondunk,
elég sok rekurziv 1épés utan, a kapott sokszogek keriiletei ennél is nagyobba valnak.
Ezért a ,a terulet 0, a kerilet co” tulajdonsag itt is érvényes.

Ez a tulajdonsag akkor is érvényes, amikor azt a halmazt tekintjiik, amely
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akkor marad meg az egységnégyzetbOl, ha az dsszes 20 jelet tartalmazé négyze-
tet toroljik. Hiszen tobb négyzet torlésével a kapott halmaz tertilete csokken és
keriilete pedig novekedik.

3. Az 5. dbran az egységnégyzet kiillonbozé részhalmazait 1atjuk, amelyek gy
keletkeztek, hogy tordltiik mindazokat a négyzeteket, amelyek kodja azokat az egy
vagy tobb kétjegyi szamot tartalmazza, amelyek a halmaz képe alatt lathatok. Az
elmondottak alapjan, mindegyik halmazra érvényes

»a terilet 0, a kertlet co.”

A bemutatott modellel, azzal hogy tetszéleges finomsdgi négyzethalébdl az
osszes olyan négyzetet toroljik, amelyek kédja eléirt egy vagy kétjegyu szamokat
tartalmaz, a legvéltozatosabb mintazatokat kapjuk (példdul az [5] honlapon taldl-
haté ,FRACTALSHIFT” szoftverrel). Mdr az 1-3 példdban bemutatott halmazok
is nagyon kiilonboz6 kiterjedéstiiek, kiillonb6z6 méretiinek latszanak.

A szokéasos teriilet, vagy keriiletméréssel nem hatdrozhaté meg ez a méret
hiszen minden ilyen halmazra (MM) érvényes. Hogyan lehet méret szerint megkii-
lonboztetni az ilyen halmazokat?

A boxdimenzié

Legyen r =27"; (n=1,2,...) és N, azoknak az r-élii négyzeteknek a szdma,
amelyek a megadott jelet (vagy jeleket) tartalmazo, r-élii négyzetek torlése utdn
maradnak az egységnégyzetben. Az (N,,r) értékparok hatdrozzak meg a széban-
forg6 halmazok teriiletét. Ugyanis

N,r?

a szébanforgd halmazok teriiletének a kozelit6 értéke. Mégpedig ez az érték annal
pontosabb minél kisebb az r. Esetiinkben ez a képlet cs6dét mondott, hiszen a
legvaltozatosabb kiterjedésii halmazokra ugyanazt az értéket, a nullat adja. Mégis,
az intuiciénk azt sugalhatja, hogy tovabbi meggondolasainkat erre az értékparra
épitsiik, hiszen az r-éli négyzeteknek a szdma, kiilonboz6 r értékek mellett szoros
kapcsolatban van, mondhatndm jellemzi, a szébanforgé halmazok kiterjedését.

Az ilyenmddon ,,megmeérhetetlen” halmazok megmeérettetésére a dontd észre-
vétel az, hogy a (—logr,log N,.) pontok egy egyenesen vannak.
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5. abra
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A Sierpinski hdromszognél, amikor a 3 jelet tartalmazd Osszes négyzetet t6-
roltiik, a rekurziv szerkesztésbol kovetkezik

1
ha r= 7 akkor N, =3"

és ekkor a (—logr,log N,.) pontok egy

meredekségli egyenesen vannak.
Hasonldéan kapjuk, hogy a (—logr,log N,.) pontok egy

log 15
log 4

=1.95342...

meredekségli egyenesen vannak, amikor a négyzethal6kbdl csupdn mindazokat a
négyzeteket torcljiik, amelyek kédja 20-ra végzodik és pdros hosszisagi. Hiszen
minden egyes rekurziv 1épésnél, a negyedakkora élii négyzetek szdma 15-szoros lesz.

Ha az dsszes olyan négyzetet toroljik, amelyek kédjaban a 20 szerepel, akkor
az N, meghatarozasa mar nem ilyen egyszeri. Kozvetlen szamlalassal kapjuk a
kovetkezd tablazat értékeit

1
r = Z N, =15
1
r = g N, = 56
po L N, =209
= 16 A
amelyekbdl
M:l.%%... M:Lgooo...
10g2 10g2

meredekséget kapunk aszerint, hogy melyik pontparral szamolunk.
Finomabb szamitassal, az

(R) NQ*'IL = 4N27n+1 - N27n+2; N272 = 157 Ngfs =56
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s =1.5849... s =1.8999... (1.9534...)
ha N,r? = ¢ # 0 akkor s = 2
6. abra

rekurziv formula alapjin (amit késébb igazolni fogunk), azt kapjuk, hogy n > 5
esetén ez az érték 1.8999.. ..

Az elmondottakat, megfelel6en kiegészitve, a 6. abran illusztraljuk. Az Olva-
sora bizzuk annak az ellenérzését, hogy az 6sszes olyan négyzetet torove, amelynek
kédjaban 3 vagy 0 van, egy egyenesszakaszt, a négyzet atléjat kapjuk. Véges sok
négyzet torlése utan megmaraddé halmaz teriilete egy ¢ # 0 pozitiv szam. Ek-
kor a (—logr, log N,) pontok, legaldbbis kis r értékekre, olyan egyenesen vannak
amelynek s meredeksége 2.

Azt tapasztaljuk, hogy a (—logr, log N,) pontok olyan egyenesen vannak,
amelynek s meredeksége koveti a halmaz kiterjedését (7. abra). fgy az s értékével
méret szerint meg tudjuk kiilonboztetni azokat a halmazokat, amelyek teriilete csakis
nulla lehet.

Megjegyzés. A 7. dbrédn log-log rendszerben (N,,r) pontokat dbrazoltunk. Kony-
nyen belathato, hogy ez ugyanazt a grafikont adja mintha az N,., r koordindtarend-
szerben a (—logr,log N,.) pontokat dbrdzoljuk. Ez a szokdsos eljards, mivel ekkor
az N, értékek kozvetleniil olvashatdk le a grafikonrdl.

Az s értéke, a (—logr,log N,) pontsorozattal adott egyenes meredeksége, a
halmaz boxdimenziéja. Ez a név arra utal, hogy az s értékét, a halmazt lefed6 r
él1 négyzethdld mérete hatarozza meg és egy sima gorbénél s = 1 és egy korlapndl,
vagy egy szabalyos sokszognél s = 2.
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7. abra

Lemma. Har = 0 esetén N,1r? = ¢ # 0 akkor a (—logr,log N,.) pontok, legaldbbis
kis r értékekre, olyan egyenesen vannak amelynek s meredeksége 2.

Bizonyitas. Ekkor
log N,.r2
—logr
és
log N,.r? _ log N, 9

—logr —logr

Rekurziv formula. A 20 jelet tartalmazé Gsszes r él{i négyzet torlése utdn megma-

radé r €l négyzetek szama
(R) szn = 4N27n+1 - N27n+2; N272 = 157 Ngfs =56

az (R) igazolasa: Legyen
Ny, =2%" — Ny

vagyis Ngn. az egységnégyzetbdl az n-edik 1épés utan torolt négyzetek szama. Ekkor

N2on - 4N§n,1 + N27L—2.



34 Maté Ldszlo

Ugyanis fele akkora éli négyzetekben mérve, az eddig torolt négyzetek szama négy-
szeres lesz, amihez hozzdjonnek azok a négyzetek, amelyek éle r = 2~ (1) és kédja
20-ra végzodik, tovabba egyetlen 20 jelet tartalmaz. Ugyanis a 20 jelet tartalmazd
tobbi négyzetet, a 20 jelet tartalmazo6 nagyobb négyzetek részeként, mar toroltik.

Mit mér a boxdimenzig?

Ha r elég kicsi akkor
(T) N,r? ~ ¢ - (teriilet).
A (T) osszefiiggéshol rogton kovetkezik, hogy ha ¢ # 0, akkor
(T*) N, ~cr 2.

A (T*)-nak azonban egészen mds olvasata van mint a (T') teruletformuldnak.

(T*) szerint N, — oo ha r — 0 mégpedig tigy, ahogyan cr—2. Ezen azt értjiik,
hogy ha r kozeledik a 0-hoz és ¢ # 0, akkor N, egyre nagyobb lesz, tetszélegesen
naggya valhat, mégpedig ha r felére, harmadara, negyedére csokken, akkor N, kb.
négyszerese, kilencszerese, tizenhatszorosa lesz az eredeti értékének.

Mi érvényes az elmondottakbdl a Sierpinski haromszogre és a négyzethalds
modellel elééllitott halmazokra, ahol ¢ =0 7

Ekkor is nyilvanvaléan N, — oo ha r — 0. Nem nyilvdnvalé azonban az a
tapasztalat, hogy ekkor is egy hatvdnyszabdly érvényes. Ez azt jelenti, hogy van
olyan s > 0 hogy

(B) N, =ar™®

(ekkor s < 2, amint példdk sordn latni fogjuk). Ez az s megegyezik a boxdimenzi-
6val.
Ugyanis a (B)-bdl

(B*) log N, ~ —slogr +loga

ami azt jelenti, hogy a (—logr,log N,) pontok egy s irdnytangens(i egyenesen van-
nak, vagy legaldbbis az egyenes korul csoportosulnak, ha r elég kicsi.

Az elmondottakbdl kévetkezik hogy az s boxdimenzié az N, — 0o sebességét
méri. Pontosabban, egy eléggé siirti négyzetracsbol, nagyobb s boxdimenzié mel-
lett, tobb négyzet sziikséges a halmaz lefedéséhez még akkor is, ha a halmazok c
terilete nulla. Nagyobb s esetén N, rohamosabban novekszik, ha r kozeledik a
nulldhoz, mint kisebb s esetén. Ez rogton leolvashaté a 7. abréardl.
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Egy kevésbé matematikus valasz arra, hogy mit mér a boxdimenzi6. Egy hal-
mazt adott felbontds mellett tudunk csak megfigyelni. A szamitégép képernydjén
megjelen6 kép megfigyelésének a képernyd pixelmérete, egy ,valésdgos” targy meg-
figyelésének pedig a szemink felbontéképessége szab hatart. Legyen h-atmér6ji
az a legkisebb objektum, amelyet megfigyelni tudunk. Ez a nulldhoz nagyon kozeli
érték. fgy az elmondottak alapjdn nagyobb s mellett tobb lesz a halmazt lefedd
h éli négyzetek N}, szama és igy tobb ilyen négyzetet tudunk megfigyelni mint
kisebb s boxdimenzié esetén. Igy valéban nagyobbnak latjuk a halmazt. Ez akkor
is érvényes, amikor s < 2, vagyis a halmaz teriilete nulla. FEzzel méret szerint is
ktilonbséget tudunk tenni olyan halmazok kozott is, amelyek mindegyikének teriilete
nulla.

Eddig csak a négyzethalds modellel elééallithaté halmazokrdl beszéltink. Fz-
zel a modellel el6allithaté halmazok eléggé valtozatosak ahoz, hogy a boxdimenzid
minden probléméaja bemutathaté rajtuk, viszont eléggé szabalyosak, hogy bemuta-
tasukhoz a matematikai analizis és mértékelmélet elkeriilhet6. Ezért esett ezekre
a halmazokra a vélasztds. Kés6bb, a , Kitekintés” c. részben, tetsz8leges (sikbeli)
halmazok boxdimenzidjara is kitériink.

Egy genetikaval kapcsolatos példa

A négyzetbe irt tortdimenziés halmazok DNS lancok vizsgalatara is alkal-
mazhatdk [3]. A DNS lanc génbankban tarolt alakjat (8. dbra) az egységnégyzetbe
transzformadlva, a kapott halmaz mintdzata jelzi bizonyos révid szavak hidnyat a
DNS lancbdl. Ez a transzformécié a kovetkezéképpen torténhet (10. dbra).

9 c g c g

o

Ptag

Py
P, ta

10. abra

A négyzet kdzéppontjat 6sszekotjiik a négyzetnek a ldnc elsé betiijéhez tartozd
csucspontjaval. Ennek a szakasznak a felezOpontja lesz az els6 betiinek megfelel
P, pont. Ha mér az els6 k betiib6l 4ll6 szénak megfelels {P;, ¢ = 1,2,...,k}
pontokat megszerkesztettiik, akkor a lanc k+ 1-edik bet{ijének megfelel6 Py11 pont
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TAGTITCITT

TTATTAOTTE
TTATTALTTC

TTCARAGTTTU
TICAMGTTTC
ATTCIGEAGA
ANTTCTOGRGA
FoAGETADTG
EEAGGTAGTS
ACAMTTGERE
RCRATTGGRG
ARGCTOGTAS
BAGCTOHT A

TTACTTTGAG
TTACTTTGAG

TTCTATTITS
TICTATITIG

ARTTCTTAGN
ARTTCTTAGR

GRIRTCGARGR
FORTCRRAGH

ETCCTTEMGE
CICCTTCRED

8. abra

OSTATICOTY
GESTATTCOTT

TRAAACTRTC
TRAARCCATT
TEALCTTATCA
TGACCTATCA

GEGARGITTEA
FEAGTITGR

ACRAGRAATA
ATRRTRAMTR
GRCAROTCTG
GECRAGTCTG

TIGEATTITT
TTSRATTTTT

ARRATTAGAE
ARRATTRGRE

TIGGTTTETG
TIGETITGTG

TTIGTTRRAC
TTTGTTRARG

COGRTCRGATR
CGRTCREATE

ACCTTRRAGHG
ACCTTRAGAD

TICCATOONT
TICCATOONT

CCTTTIOGT &
CCTTTTOETT

QCTTOADGIT
ECTTOACGOT
CAANCTGUCTA
GARACGECTA

ATAATEIAGE
ACRAT NCAGG

ETRCONGCRG
GTEOCTAGOAG

GCETGOTETT
GOUTOOTETT

TOTTTCAAGT
TATITORAGT

ARCUTTRGTA
AROCTTAGTA
ACCARCTACT
RCGRRCTRCT

CCOTCnTAET
CCOTCOTART

ARNTORRAGT
ARATCRARCT

BACCUTGCTR
ACCUTRETR

TICGETRATT
TICOATGATT

AGCOTATTAR
ALCGTATTOO

CTACKTOCAR
CTRCKTCCRR
GCARTTUTCT
CEARTTGTCT

CORRGOTRAT
CCRCOOTAAT

BATATTGACT
BATRTTUMT

AGARCTTTTGT
AERETTTTOT

ATGFTTARTA
ATGSTTAATA

CUGRARCTRT
GCGRARGCRT
ECTRACCRTHA
ECTRACTATA

CTTTEGGTTE
ETTTREGTTC
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a [ckt1, Px] szakasz felezOpontja lesz, ahol ¢i11 a ldnc k + 1-edik betiijéhez tartozé

csics (a 10. dbra a  tag...

kezdetii ldnc dbrdzoldsat mutatja). Ezzel minden n

betiib6l allé lancnak egy n-elemii pontsorozat felel meg. Igy egy nagyon hosszi,
tébbezer betiibél 4ll6 lancnak a képe egy mintdzattd tomoril (9. dbra).

HE S

9. abra. human beta globin region on CHROMOSOME 11

A mintazatbél kiolvashaté a DNS lancbdl gyakorlatilag hidnyzé révid sz6é és a
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mintazat boxdimenzidja ,a hidny mértékére” ad felvildgositast. A 11. abra alsé és
fels6 soranak Gsszehasonlitasaval torténhet a hidnyzo szavak felderitése. Figyeljiik
meg a g, ¢, a,t betitkkkel kddolas és a négyzethdlés fraktalmodell szerkesztésének a
kapcsolatét.

g ¢ g . )
999 cgg|gcg | ccg
99 | cg | gc | cc
agyg |tgg |acg | tcg
g c
t t gag |cag | gtg | ctg
a ac c
g g aag | tag|atg | ttg
ga ca | gt ct
a t
aa | ta | at | it
a + a . u .
g c g g .
Ptag
Py
Pta,
a t a " “ ,
11. abra

Fraktaldimenzié a geodéziaban

A geodézidban szokdsos eljards egy partvonal (vagy egy foly6 hosszanak) mé-
résére, hogy egymdstol ugyanakkora d tavolsdgban, pontokat (u.n. mérési sarok-
pontokat) jelolnek ki a partvonal mentén (12. dbra). Legyen az igy kijelolt pontok
szama M (d) 4+ 1. Ekkor a partvonal kozelit6é hosszdnak az

(1) L(d) = M(d).d

értéket tekinthetjik. Ezt a mérési sokszog hosszanak nevezik. Nagyon zeg-zugos
partvonalak esetén, mint amilyen példaul Norvégia, vagy Izland partvonala, vagy
egy zeg-zugos folyd, a mérési soksz6g hosszaval nem kaphat6 meg a partvonal hossza
megfelel6 pontossaggal. Ennek oka egyrészt az, hogy a méréseknél felvehetd ugyan-
azon d tdvolsdgban, de kiilonbozd helyeken kijelolve ezeket a mérési pontokat az (1)
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értékek lényegesen eltérnek egymdstol, ha a partvonal nagyon zegzugos, masrészt,
ekkor a d csokkentésével a mérési sokszog hossza lényegesen megvaltozik. fgy a
mérési sokszog hossza nem ad kell6 tdjékoztatdst a partvonal hosszardl. Ebben
az esetben, ha a mérési sokszog hossza mellett a gorbe egy fraktaldimenzidjat is
feltiintetjik, akkor felvildgositast adunk a mérés pontossagarol is.

12. abra

A gorbének ez a fraktdldimenzidja, amit kompasz (t4jold) dimenzionak neve-
ziink, hasonléan épiil fel az L(d),d pérra, mint ahogyan a boxdimenzi6é az N, r
parra. Itt is a lényeges észrevétel az, hogy a (log M (d),log d) pontok (kozelit6leg)
egy egyenesen vannak. Az egyenes meredeksége a gorbe dimenzidja.

A dimenzié megallapitasdnak a legegyszeriibb médja, hogy kiilonb6z6 dy és do
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mellett meghatdrozzuk a hozzajuk tartozé mérési sokszogek L(dy) és L(dz) hosszat.
Osszevetjiik a sokszogek éleinek a csokkenését a hozzajuk tartozo ivhossz néveke-
désével. Pontosabban az

M
(1) g 4 aranyéat

2 lo és lo
@) gM(d2) da

2

szamitjuk a mért dy, ds parra.
A (2) a kovetkezbvel egyenld

log M (dy) — log M (da)
log do — 10g dy

ami a (—logd, log M(d)) pontokkal meghatérozott egyenes h irdnytangense, vagyis
a gorbe dimenzidja.

Megjegyzés. (2) a mérési sokszogek hosszdnak a relativ névekedését adja, ami
gazdagabb informdcié mintha csupdn az L(dy) és L(d2) hényadosidt adjuk meg,
hiszen tekintetbe veszi azt is, hogy a d milyen valtozasahoz tartozik a novekedés.
A logaritmus bevetését a hatvanyszabaly indokolja.

Térképek készitésénél a kovetkezd szerepe lehet a kompasz dimenziénak. Ha
egy kisebb 1éptékii térkép alapjan egy nagyobb Iéptékit készitiink, akkor a térkép
vonalai ,,megrovidiilnek”. Rovid, éles kanyarok a folydkon, vagy egy partvonal
kisméretii 6blei eltiinhetnek a nagyobb 1éptékii térképen. A vonalhossz megvélto-
zasanak a mértékét ekkor a kompasz dimenzi6 adja és a térképszerkesztés josaganak
egyik paramétere, hogy a szerkesztés soran mennyire valtozik meg a gérbék dimen-
zibja.

Kitekintés

A fraktdldimenzidk elmélete a matematikai analizis és a mértékelmélet fo-
galmaira épit. A négyzethalds fraktdlmodellel kisérletet tettiink arra, hogy ezek
felhasznaldsa nélkiil megvilagitsuk a fraktaldimenzidk lényegét és hasznalhaté is-
mereteket adjunk ezen a teriileten. Befejezésiil megadjuk a boxdimenzié eredeti

e s s

rél a jelen cikkben irtunk.

Definicié. Legyen H C R? az euklideszi sik korldtos részhalmaza. Legyen Nj a H
halmazt lefed6, minimalis szamu d atmérdji halmazok szama. Ekkor a H halmaz
boxdimenzidja (capacity dimension)

log N3
BD = li 4.
(BD) i —logd
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Kozvetleniil ezzel a definicidval lehetetlen az s kiszdmitdsa, hiszen ha csupén
d atméréju korlapokra korlatozodunk, a szamtalan ilyen lefedésekbdl is reményte-
lennek latszik kivélasztani a minimalis szamut. Meglepének latszik, hogy minden
d-hez elegendd egyetlen d-€li négyzetrdccsal lefedni a H halmazt és megszdmolni
mindazon négyzetek Ny szdmdt, amelyek belemetszenek a halmazba.

Ezt helyettesitve az N helyébe, a (BD) ugyanazt az s értéket adja ([1],[6]).
A legtobb forrds ezt a négyzethalés meghatarozast tekinti boxdimenzionak, pedig
ez a mar végrehajthaté szamitas, csak akkor tekintheté matematikai definiciénak,
ha azonosithaté a (BD) formuldval meghatdrozott értékkel. Ugyanis

a H halmazt lefedd d-éli négyzetrdacs négyzeteinek a Ny szdma amelyek bele-
metszenek a halmazba

NEM egyértelmii matematikai megallapitas.

Ha H a négyzethdlés fraktdlmodellel szerkesztett halmaz, akkor az egyre
hosszabb kédokkal rendelkezé négyzetek torlése utdn megmaradé halmazok N,
értékét helyettesitve azNj helyébe, az igy kapott

log N, 1

BD° =— n=12,...
( ) —logr ST

sorozat hatdrértéke lesz az s boxdimenzié. A (—logr,log N;.) pontok, jé kozelités-
sel, egy s meredekségii egyenesen vannak.

Tétel.[4] Ha H a négyzethdlds fraktdlmodellel szerkesztett halmaz, akkor a boxdi-
menzidja a (BD°) alsd hatdra (minimuma).

Nem minden halmaznak van boxdimenzioja. Vannak olyan halmazok, ame-
lyekre a (—logr,log N,) pontok sorozata még nulldhoz kozeli r-ekre sem kovet egy
egyenest.

Természetes médon adédnak a kovetkezd kérdések:

1. Feladat. Van-e olyan szd, amelynek az a tulajdonsdga, hogy tordlve minden
olyan négyzetet, amelynek kédja ezt a szét tartalmazza, pozitiv teriiletii halmaz
marad az egységnégyzetb6l? Ha igen, akkor adjunk meg ilyen szavakat.

2. Feladat. Mivel egy egyenest, vagy sima gorbét egydimenziésnak tekintiink,
elvarhato, hogy ha egy goérbének van ivhossza, vagyis a gorbe beirt poligonjai
{L(d); d > 0} hosszisagainak van (véges) felsé hatéra, akkor a kompasz dimenzié
1. Igaz-e ez az elvaras?

3. Feladat. A 20 jelet tartalmazé négyzetek torlésével kapott halmaz mintdjara,
a tobbi tdrgyalt mintdzatra is adjunk meg rekurziv formuldt az {N,; r = 27"}
értékekre.
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