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Ezt az egyenlőtlenségláncot a következőképpen értékelhetjük. Egyrészt F (π)+F (0)

pozit́ıv egészszám. Másrészt a legutolsó jobboldali kifejezés 0-hoz konvergál ha n →
∞; ugyanis n! ,,sokkal” gyorsabban tart a ∞-be, mint bármely adott szám n-edik

hatványa. (Erre a korábbi cikkünkben már adtunk egy szemléletes bizonýıtást.)

Tehát az n egészszám választható olyan nagyra, hogy

pnπn+1

22nn!
< 1

legyen. Az n ilyen megválasztása esetén az a furcsa helyzet áll elő, hogy az F (π)+

F (0) olyan egészszám, amely a 0 és 1 közé esik, ami nyilvánvaló ellentmondás.

Az is világos, hogy erre az ellentmondásra az (1)-beli feltételezés következtében

jutottunk. Így az (1)-beli feltételezés, amely szerint π racionális szám, hamisnak

bizonyult. Tehát π irracionális szám. Ezzel a tétel bizonýıtását befejeztük.

Köszönetnyilváńıtás. Ezúttal is szeretném Dr. Pintér Lajos és Dr. Krámli And-

rás kollégáimnak köszönetemet kifejezni, hogy figyelmemet I. Niven dolgozatára

felh́ıvták.
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A háromszög Fermat féle pontjától a Kiepert

hiperbola rendḱıvüli bizonýıtásáig

Csiba Péter

A Polygon egy korábbi számában megjelent A háromszögek Fermat- és Napó-

leon-féle pontjainak általánośıtása [3] cikkem továbbgondolásával bukkantam az ott

talált pontok mértani helyét megadó hiperbolára, mely Kiepert1 nevét viseli. A hi-

perbola létezésének és tulajdonságainak bizonýıtáshoz vezető út talán van annyira

tanulságos, hogy másoknak is szolgál pár olyan ötlettel, amelyeket be tudnak éṕı-

teni oktatói vagy kutatói munkájukba.

1 Friedrich Wilhelm August Ludwig Kiepert (1846-1934).
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Bevezetés. Lássuk azt a két alapvető álĺıtást – a háromszög Fermat- és Napóleon-

féle pontjaira vonatkozóakat – amelyek az egész gondolatmenetet elind́ıtották (lásd

[1]-ben):

1. Tétel. Ha a śıkban egy tetszőleges háromszög (jelöljük ABC-vel) oldalaihoz

egyenlő oldalú háromszögeket illesztünk (úgy, hogy vagy mindhárom nyitott három-

szögtartomány diszjunkt az ABC háromszögtartománnyal, vagy egyik sem), akkor

a szabályos háromszögeknek az alapháromszög csúcsaival nem egyező csúcsait az

alapháromszög átellenes csúcsaival összekötő egyenesek egy közös ponton haladnak

keresztül, amit az alapháromszög Fermat-féle pontjának nevezünk (1. Fermat-féle

pont, illetve 2. Fermat-féle pont).

Ezt szemlélteti az 1. ábra.

1. ábra Az 1. Fermat-féle pont, és a 2. Fermat-féle pont

2. Tétel. Ha az előző tétel alapháromszögének oldalaihoz illeszett szabályos három-

szögek középpontjait (súlypont ≡ magasságpont ≡ . . . ) az alapháromszög átellenes

csúcsaival kötjük össze, akkor ezek az egyenesek egy közös ponton haladnak keresz-

tül, amit az alapháromszög Napóleon-féle pontjának (pontjainak) nevezünk.

Mivel mindkét esetben az alapháromszög oldalai fölé egymással hasonló egyen-

lőszárú háromszögeket emeltünk, magától érthetődőnek tűnik ezt a tulajdonságot

megtartva általánośıtani a fenti álĺıtásokat:

3. Tétel. Ha a śıkban egy tetszőleges ABC háromszög oldalai fölé AB, BC, CA

alapokkal egyenlő szárú, egymással hasonló ABC′, BCA′, CAB′ háromszögeket

emelünk (úgy, hogy vagy mindhárom nyitott háromszögtartomány diszjunkt az ABC

háromszögtartománnyal, vagy egyik sem), akkor az AA′, BB′, CC′ egyenesek egy

K ponton haladnak keresztül.
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2. ábra. Az 1. Napóleon-féle pont

A fenti tétel megfelelő koordinátarendszer válaszásával könnyedén bizonýıt-

ható (a bizonýıtás megtalálható [3]-ban).

Sőt egyszerűen belátható az is, hogy megfelelő alakú egyenlőszárú három-

szögeket illesztve az alapháromszög oldalaihoz, az alapháromszögnek a Fermat- és

Napóleon-féle pontjain ḱıvül több nevezetes pontja is adódik. Csak a legnevezete-

sebbeket emĺıtve:

• a súlypont (S), ha a hozzáillesztett háromszögek magassága 0,

• mindhárom csúcs (A,B,C), ha a hozzáillesztett háromszögek alapon fekvő

szögei megegyeznek az alapháromszög valamelyik szögével és a hozzáillesztett

háromszögek nem diszjunktak az alapháromszöggel,

• a magasságpont (M), ha a hozzáillesztett háromszögek alapon fekvő szögei

elérnék a derékszöget.

Eddig jutott hát az előző ı́rás.

Mértani hely keresése. Az előző tétel K pontjáról látjuk, hogy az felveheti az

ABC alapháromszög néhány nevezetes pontját. Vajon milyen pontokat vehet fel

ezeken ḱıvül? Szinte adja magát az ötlet:

Vizsgáljuk meg az összes ilyen K pontok halmazát!

4. Tétel. A 3. tétel K pontjának a mértani helye derékszögű hiperbola2, mely

általános esetben áthalad az ABC alapháromszög csúcsain, súlypontján, magasság-

pontján, Fermat- és Napóleon-féle pontjain.

2 A mértani hely általános ABC háromszög esetén reguláris hiperbola, ám egyenlőszárú
vagy egyenlőoldalú alapháromszög esetén a hiperbola egyenessé illetve ponttá fajul el.
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A tételünkben szereplő derékszögű hiperbolát az alapháromszög Kiepert-féle

hiperbolájának nevezzük, amit a 3. ábra szemléltet.

3. ábra. A Kiepert féle hiperbola

Bizonýıtás. A 2. lábjegyzet alapján a bizonýıtás majd három esetre bomlik, előbb

azonban lássuk azt, ami mindhárom esetben azonos.

A tétel igazolásához analitikusan fogunk hozzá. Helyezzük el az alaphárom-

szöget egy arra alkalmas derékszögű (Descartes-féle) koordinátarendszerben (az

alapháromszöghöz illesztendő háromszögek metrikus tulajdonsága miatt)!

Az egyszerűbb számolás érdekében válasszuk a koordinátarendszer kezdőpont-

jául az A pontot, illetve az x koordinátatengely egységpontjának a B pontot. A

koordinátarendszer másik tengelyét válasszuk meg úgy, hogy a C csúcs az első

śıknegyedbe kerüljön és ı́gy az [e, f ] rendezett valós számpárral reprezentálható.

Ekkor f > 0, lévén a C pont az első śıknegyed pontja. Az e paraméterről továbbá

feltehető, hogy 0 < e < 1, hiszen ha nem ı́gy lenne, akkor a háromszög csúcsa-

inak átnevezésével előálĺıtható ilyen helyzet (tompaszögű háromszögek esetében

feltesszük, hogy AB a leghosszabb oldal).

Összefoglalva tehát az alapháromszög csúcsainak koordinátái:

(1) A = [0, 0] , B = [1, 0] , C = [e, f ] .

Az A′, B′, C′ pontok koordinátáinak meghatározásához abból indulunk ki, hogy

azok az A0, B0, C0 oldalfelezési pontokból az oldalvektorok kifelé mutató, az oldal-

hosszokkal arányos hosszú normálvektorainak végpontjai. Az arányossági tényező
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legyen t. Így az A′, B′, C′ pontok koordinátái:

A′ =

[
e+ 1

2
+ ft,

f

2
+ t(1− e)

]
,

B′ =

[
e

2
− ft,

f

2
+ te

]
,

C′ =

[
1

2
,−t

]
.

Az AA′, BB′, CC′ egyenesek aK pontban metszik egymást, amelynek koordinátáit

egy kis számolás után a következő alakban kapjuk:

(2)

K =

[
ef + 2f2t+ f + 2et+ 2e2t+ 4eft2

3f − 4et+ 4f2t+ 4e2t+ 4t+ 4ft2
,

(f + 2et)(2et− f − 2t)

3f − 4et+ 4e2t+ 4f2t+ 4t+ 4ft2

]
.

Az ABC háromszög súlypontjának (S) és magasságpontjának (M) koordinátái

(3) S =

[
1 + e

3
,
f

3

]
,

illetve

(4) M =

[
e,

e(1− e)

f

]
.

Lássuk akkor most a bizonýıtás speciális eseteit.

i.) Az ABC háromszög egyenlőoldalú háromszög

Amennyiben az ABC háromszög egyenlőoldalú, akkor e = 1/2, és f =
√
3/2.

Ezeket a (2) és (3) formulákba behelyetteśıtve azt kapjuk, hogy

K =

[
1

2
,

√
3

6

]
, illetve S =

[
1

2
,

√
3

6

]
.

A keresett mértani hely tehát a súlypont, ami tulajdonképpen egy szinguláris hi-

perbola.

ii.) Az ABC háromszög egyenlőszárú háromszög

Amenyiben az ABC háromszög egyenlőszárú, akkor e = 1/2, f pedig tetsző-

leges pozit́ıv érték.

Ezeket a (2) képletbe helyetteśıtve azt kapjuk, hogy

(5) K =

[
1

2
,− (f + t)(f + t)

(3 + 4ft)(f + t)

]
.
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Tehát a keresett mértani hely minden pontjának x koordinátája 1/2. Az f+t
3+4ft

racionális törtkifejezésről pedig látjuk, hogy a t = −3/(4f) körül minden valós

értéket felvesz, ezért a mértani hely az x = 1/2 egyenletű egyenes.

iii.) Az ABC háromszög általános háromszög

A 3. tétel alapján a keresett mértani hely tartalmazza az ABC háromszög

csúcsait, az S súlypontját és az M magasságpontját. Ezek nem esnek egy egye-

nesre (azokat az előző esetekben tárgyaltuk)3, ezért ez az öt pont egyértelműen

meghatároz egy reguláris κ kúpszeletet. Bizonýıtandó ezek után, hogy

– a K pont rajta van a κ kúpszeleteten, és

– a κ kúpszelet hiperbola.

Az egyszerűbb alak kedvéért jelöljük az A,B,C,M, S,K pontok x koordinátáit

sorra xA, xB , xC , xM , xS , xK -val, és yA, yB, yC , yM , yS , yK-val az y koordinátáit.

Ekkor az, hogy a K pont a κ kúpszeletre esik ekvivalens azzal az álĺıtással, hogy

az

M =




x2
A xAyA y2A xA yA 1

x2
B xByB y2B xB yB 1

x2
C xCyC y2C xC yC 1

x2
F xF yF y2F xF yF 1

x2
S xSyS y2S xS yS 1

x2
K xKyK y2K xK yK 1




mátrix determinánsa 0 (lásd [2]-ben a 48.§-t).
A koordináták (1), (3), (4) és (2)-ből való behelyetteśıtése után a kiszámı́tandó

hatodrendű mátrix első sora szerinti kifejtéssel ötödrendű mátrixszá válik. Ezt

megintcsak az első sor szerint kifejtve s további (hosszas) algebrai átalaḱıtások

után megkapjuk, hogy bármilyen e, f , t valós paraméterek esetén |M| = 0, azaz a

K pontok mértani helye azonos a κ kúpszelettel.4

Azt, hogy κ hiperbola, szintén belátható volna algebrai módszerekkel: az

|M| = 0 egyenletbe a K pont koordinátái helyett az általános [x, y] koordinátákat

helyetteśıtve és kifejtve a mátrixot az utolsó sora szerint, megkaphatjuk a kúpszelet

általános egyenletét. Az együtthatók kiszámı́tásával (két paramétert tartalmazó

ötödrendű determinánsok) további algebrai eszközök használatával eldönthetővé

válna annak hiperbola volta.

3 További kivételt képezhetnek a derékszögű háromszögek – azM magasságpont egybeesik
valamelyik csúccsal – ennek elkerülése céljából az M magasságpont helyett használhat-
nánk az ABC háromszög F Fermat-féle pontját, lévén azzal nem áll elő ilyen probléma.
A megoldás menetét azonban ez a csere nem változtatná meg, csak a számı́tást tenné
igényesebbé.
4 Megjegyezzük, hogy az M mátrix determinánsának értéke szimbolikusan számoló
computer-algebrai (Maple, Mathematica, . . .) rendszerekkel könnyedén kiszámı́tható.
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Az algebrai módszer helyett azonban mi más megoldást választunk: Az euk-

lideszi śıkot kibőv́ıtjük annak ideális (végtelenbeli) egyenesével és igazoljuk, hogy

a κ kúpszeletnek két különböző ideális pontja van.

A κ kúpszeletnek, mint a K pontok mértani helyének csakis akkor lehet vég-

telenbeli pontja, ha az AA′, BB′, CC′ egyenesek párhuzamosak, lévén hogy a K

pont ezek metszéspontja. Az egyenesek párhuzamossága pedig ekvivalens azzal,

hogy a
−−→
AA′,

−−→
BB′,

−−→
CC′ vektorok csak skalár szorzótényezőben térhetnek el egymás-

tól. Az
−−→
AA′ és

−−→
CC′ koordinátáihoz, tehát az e, f , és t paraméterekhez léteznie kell

olyan µ valós számnak, amelyre teljesül, hogy

e+ 1

2
+ ft = µ

(
e − 1

2

)

f

2
+ (1− e) t = µ (f + t) .

Az egyenletrendszert µ kiküszöbölésével t-re megoldva egy másodfokú egyenletet

kapunk, amelynek megoldásai:

(6) t1,2 =
e− 1− f2 − e2 ±

√
D

2f
,

ahol az egyenlet diszkriminánsa

D = 3e2 − 2e− 2ef2 − 2e3 + 1− f2 + f4 + 2e2f2 + e4.

Ez esetben bizonýıtandó, hogy a diszkrimináns értéke minden esetben pozit́ıv,

ugyanis ekkor két különböző gyököt kapunk, ami két ideális pontnak felel meg

– vagyis jelen esetben κ hiperbola kell legyen. A D = 0 egyenlet megoldásával

megtalálhatók lesznek mindazon tartományok, ahol D pozit́ıv.

Kezeljük a D diszkriminánst e függvényeként. Oldjuk meg tehát az

(7) 3e2 − 2e− 2ef2 − 2e3 + 1− f2 + f4 + 2e2f2 + e4 = 0

egyenletet az e ismeretlenre! Ekkor a gyököket az

e1,2,3,4 =
1± ı

(√
3± 2f

)

2

alakban kapva jól látjuk, hogy azok csak akkor valósak, ha
√
3 ± 2f = 0, azaz ha

f = ±
√
3
2 , s ı́gy e = 1

2 . A C pont ezen koordinátákat csak akkor veheti fel ha az

ABC egyenlőoldalú háromszög volna, ám azt már megtárgyaltuk az i.) esetben.
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Ha azonban az ABC háromszög nem egyenlőoldalú, akkor f 6= ±
√
3
2 , és ekkor

(7)-nek nem lehetnek valós gyökei e-re nézve. Ebből következik, hogy D minden

e-re nézve vagy mindig pozit́ıv, vagy mindig negat́ıv.

A kérdés eldöntéséhez elégséges egy tetszőleges megfelelő C pontot választa-

nunk. Legyen hát e = 1
3 és f = 1

3 . Ekkor D = 37
81 , ami pozit́ıv szám.

Mindezeket összevetve azt kapjuk, hogy a D diszkimináns minden megfelelő

esetben pozit́ıv, vagyis két különböző valós t paraméterérték is van, amelyre a

κ kúpszeletnek K az ideális pontja lesz, ezért a vizsgált esetben a κ reguláris

hiperbola!

Az aszimptoták irányvektorai megegyeznek a CC′ egyenes
−−→
CC′ irányvektorá-

val, ha abba a kiszámı́tott t1 és t2 értékeket helyetteśıtjük be. A kapott

(
1

2
+ e, f + t1

)
,

(
1

2
+ e, f + t2

)

irányvektorok skaláris szorzata

(8)

(
1

2
+ e, f + t1

)(
1

2
+ e, f + t2

)
=

(
1

2
+ e

)2

+ (f + t1) (f + t2)

amibe (6) megfelelő értékeit helyetteśıtve (8)-ra azt kapjuk, hogy az a paraméterek-

től függetlenül mindig 0, tehát a κ hiperbola aszimptotái egymásra merőlegesek.

Befejező megjegyzések. A fenti álĺıtás bizonýıtása nem haladja meg az egyetemi

tanulmányok tudásszintjét, tehát a léırtak prezentálásának nincsenek ismereti kor-

látai.

A témával kapcsolatban ajánlanám az érdeklődők figyelmébe az alábbi in-

ternetes oldalakat: [5], [6], [7], ahol a Kiepert hiperbolán ḱıvül további érdekes

háromszög-geometriai álĺıtások, hivatkozások is találhatók. Az [5] hivatkozás math-

world.wolfram.com/KiepertHyperbola.html oldalán megtalálható a jelen cikk 4.

tételének bizonýıtása is trilineáris koordináták felhasználásával.

Végezetül pár szóban két rövid módszertani gondolatot jegyeznék meg:

1. A fentiek kiindulási alapjául egy álĺıtás továbbgondolása szolgált. Ekkor

tulajdonképpen egy matematikai gondolkodási műveletet az általánośıtást alkal-

maztuk [4]. A matematika tańıtása közben nem árt néha felh́ıvni a figyelmet az

ilyen műveletekre, amelyek a matematikai gondolkodás alapjait képezik. Egy-egy

feladat, matematikai probléma további vizsgálata nem csupán ismereteink szapoŕı-

tásában játszhat szerepet, hanem a matematikai gondolkodásunk mélyreható elem-

zésének is hasznos eszköze lehet!



62 Csiba Péter

2. A Kiepert hiperbola létének és tulajdonságának bizonýıtása során több ma-

tematikai diszcipĺına elemeit is használtuk: analitikus geometria, lineáris algebra,

projekt́ıv geometria és valós függvénytan. Amint ez látszik, az egyes részterületek

kiegésźıtik egymást, csak ı́gy együtt képeznek egységet. A matematikát nem csak

mint izolált részterületek összeségét kell tańıtani, hanem megmutatni azt is, hogy

ezek egymással kölcsönösen összefüggnek!
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