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Ezt az egyenl8tlenséglancot a kvetkez6képpen értékelhetjitk. Egyrészt F/(m)+F(0)
pozitiv egészszam. Masrészt a legutolsé jobboldali kifejezés 0-hoz konvergédl ha n —
00; ugyanis n! ,sokkal” gyorsabban tart a co-be, mint barmely adott szam n-edik
hatvanya. (Erre a kordbbi cikkiinkben mér adtunk egy szemléletes bizonyitdst.)
Tehat az n egészszam valaszthaté olyan nagyra, hogy

pn,n_nJrl

22np) <1

legyen. Az n ilyen megvalasztdsa esetén az a furcsa helyzet all el6, hogy az F(7) +
F(0) olyan egészszédm, amely a 0 és 1 kozé esik, ami nyilvdnvalé ellentmondds.
Az is vildgos, hogy erre az ellentmonddsra az (1)-beli feltételezés kovetkeztében
jutottunk. fgy az (1)-beli feltételezés, amely szerint 7 raciondlis szdm, hamisnak
bizonyult. Tehat 7 irraciondlis szam. Ezzel a tétel bizonyitdsat befejeztiik. -

Koszonetnyilvanitas. Ezittal is szeretném Dr. Pintér Lajos és Dr. Kramli And-
ras kollégaimnak koszonetemet kifejezni, hogy figyelmemet I. Niven dolgozatara
felhivték.
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A haromszog Fermat féle pontjatél a Kiepert
hiperbola rendkiviili bizonyitasaig

CsiBA PETER

A Polygon egy korabbi szamaban megjelent A hdromszogek Fermat- és Napd-
leon-féle pontjainak dltaldnositdsa [3] cikkem tovabbgondoldsaval bukkantam az ott
talalt pontok mértani helyét megadé hiperboldra, mely Kiepert! nevét viseli. A hi-
perbola létezésének és tulajdonsigainak bizonyitashoz vezetd 1t talan van annyira
tanulsdgos, hogy méasoknak is szolgal par olyan oOtlettel, amelyeket be tudnak épi-
teni oktatoi vagy kutatéi munkajukba.

! Friedrich Wilhelm August Ludwig Kiepert (1846-1934).
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Bevezetés. Lassuk azt a két alapvetd dllitast — a haromszog Fermat- és Napdleon-
féle pontjaira vonatkozdakat — amelyek az egész gondolatmenetet elinditottak (lasd
[1]-ben):

1. Tétel. Ha a sikban egy tetszdleges hdromszdg (jeloljik ABC-vel) oldalaihoz
egyenld oldali hdromszigeket illesztink (dgy, hogy vagy mindhdrom nyitott hdrom-
szogtartomdny diszjunkt az ABC hdromszégtartomdnnyal, vagy egyik sem), akkor
a szabdlyos hdromszogeknek az alaphdromszog csucsaival nem egyezd csucsait az
alaphdromszog dtellenes csucsaival 0sszekdtd egyenesek eqy kozos ponton haladnak
keresztil, amit az alaphdromszdg Fermat-féle pontjdnak neveziink (1. Fermat-féle
pont, illetve 2. Fermat-féle pont).

Ezt szemlélteti az 1. 4bra.

1. abra Az 1. Fermat-féle pont, és a 2. Fermat-féle pont

2. Tétel. Ha az eldz6 tétel alaphdromszogének oldalaihoz illeszett szabdlyos hdrom-
szogek kozéppontjait (silypont = magassdgpont = ... ) az alaphdromszdg dtellenes
csucsaival kotjik ossze, akkor ezek az egyenesek eqy kozos ponton haladnak keresz-
til, amit az alaphdromszég Napdleon-féle pontjdnak (pontjainak) nevezink.

Mivel mindkét esetben az alapharomszog oldalai f61é egymassal hasonlé egyen-
16szari haromszogeket emeltiink, magatdl érthetédének tiinik ezt a tulajdonsigot
megtartva altaldnositani a fenti allitasokat:

3. Tétel. Ha a sikban egy tetszéleges ABC' hdromszog oldalai folé AB, BC, CA
alapokkal egyenld szdri, egymdssal hasonlé ABC’, BCA', CAB’' hdromszigeket
emeliink (1igy, hogy vagy mindhdrom nyitott haromszogtartomdny diszjunkt az ABC
haromszogtartomdnnyal, vagy egyik sem), akkor az AA’, BB', CC" egyenesek egy
K ponton haladnak keresztiil.
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2. abra. Az 1. Napdleon-féle pont

A fenti tétel megfeleld koordindtarendszer valaszdsaval konnyedén bizonyit-
haté (a bizonyitds megtaldlhaté [3]-ban).

S6t egyszeriien belathato az is, hogy megfelel alaku egyenlészéari harom-
szogeket illesztve az alapharomszog oldalaihoz, az alapharomszognek a Fermat- és
Napéleon-féle pontjain kiviil tobb nevezetes pontja is adodik. Csak a legnevezete-
sebbeket emlitve:

e a silypont (5), ha a hozzdillesztett hdromszogek magassaga 0,

e mindhdrom csiics (A4, B, C), ha a hozzdillesztett haromszogek alapon fekvo
szogei megegyeznek az alapharomszog valamelyik szogével és a hozzéillesztett
haromszogek nem diszjunktak az alapharomszoggel,

e a magassagpont (M), ha a hozzaillesztett hdromszogek alapon fekv szogei
elérnék a derékszoget.

Eddig jutott hat az el6z6 iras.

Mértani hely keresése. Az el6z6 tétel K pontjardl 1latjuk, hogy az felveheti az
ABC' alaphdaromszog néhény nevezetes pontjat. Vajon milyen pontokat vehet fel
ezeken kiviil? Szinte adja magat az otlet:

Vizsgdljuk meg az dsszes ilyen K pontok halmazdt!

4. Tétel. A 3. tétel K pontjdnak a mértani helye derékszogii hiperbola®, mely
dltaldnos esetben dthalad az ABC' alaphdromszég csucsain, silypontjdn, magassdg-
pontjin, Fermat- és Napdleon-féle pontjain.

2 A mértani hely altaldnos ABC héromszdg esetén reguléris hiperbola, 4m egyenlSszéri
vagy egyenléoldali alaphdromszog esetén a hiperbola egyenessé illetve ponttd fajul el.
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A tételliinkben szerepld derékszogli hiperboldt az alaphdromszog Kiepert-féle
hiperboldjanak nevezzik, amit a 3. abra szemléltet.

3. abra. A Kiepert féle hiperbola

Bizonyitas. A 2. ldbjegyzet alapjan a bizonyitds majd harom esetre bomlik, el6bb
azonban lassuk azt, ami mindharom esetben azonos.

A tétel igazolasahoz analitikusan fogunk hozzd. Helyezziik el az alaphdrom-
szoget egy arra alkalmas derékszogli (Descartes-féle) koordindtarendszerben (az
alaphdromszoghoz illesztendé haromszogek metrikus tulajdonsiga miatt)!

Az egyszeriibb szamolés érdekében vélasszuk a koordinatarendszer kezdSpont-
jéul az A pontot, illetve az x koordindtatengely egységpontjanak a B pontot. A
koordinatarendszer mésik tengelyét valasszuk meg gy, hogy a C csics az els6
siknegyedbe keriiljon és igy az [e, f] rendezett valds szdmpérral reprezentélhato.
Ekkor f > 0, 1évén a C pont az els siknegyed pontja. Az e paraméterrdl tovabba
felteheto, hogy 0 < e < 1, hiszen ha nem igy lenne, akkor a haromszog csicsa-
inak dtnevezésével eldallithatd ilyen helyzet (tompaszogli haromszogek esetében
feltessziik, hogy AB a leghosszabb oldal).

Osszefoglalva tehét az alaphdromszog csicsainak koordinétai:

(1) A:[an]v B:[].,O], C:[evf]'

Az A’, B’,C’ pontok koordindtdinak meghatdrozdsihoz abbdl indulunk ki, hogy
azok az Ag, By, Cy oldalfelezési pontokbdl az oldalvektorok kifelé mutatd, az oldal-
hosszokkal ardnyos hosszi normalvektorainak végpontjai. Az aranyossagi tényezo
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legyen t. Igy az A’, B',C’ pontok koordinatai:

,_fetl /
Af_ 5 —|—ft,2-|—t(1 e)},
B = € _ i
E ft72+te],
1
C/: 5,—t:|

Az AA’, BB', CC’ egyenesek a K pontban metszik egymdst, amelynek koordinétait

egy kis szamolds utan a kovetkez6 alakban kapjuk:

@)
K- ef +2f%t + f + 2et + 2e2t + deft? (f + 2et)(2et — f — 2t)

| 3f —det +4f2t +4e2t + At + A4ft2° 3f — det + 4e2t + 4f2t + At + Aft2

Az ABC héromszog silypontjdnak (S) és magassiagpontjanak (M) koordinatai

) s= |54,
illetve
(4) M= {e, e(lf_ 6)} .

Lassuk akkor most a bizonyitas specidlis eseteit.

i.) Az ABC haromszog egyenl6oldali haromszog
Amennyiben az ABC' héaromszog egyenléoldali, akkor e = 1/2, és f = v/3/2.
Ezeket a (2) és (3) formuldkba behelyettesitve azt kapjuk, hogy

e[ ]

=, — i1l =|=,—
2’6]’ illetve S 56

A keresett mértani hely tehat a silypont, ami tulajdonképpen egy szingularis hi-
perbola.

ii.) Az ABC haromszog egyenl6szari haromszog

Amenyiben az ABC haromszog egyenldszarid, akkor e = 1/2, f pedig tetsz6-
leges pozitiv érték.

Ezeket a (2) képletbe helyettesitve azt kapjuk, hogy

_[r U+
() E=13 B+4ft)(f+1t)]
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Tehdt a keresett mértani hely minden pontjdnak z koordindtdja 1/2. Az 3{;1;%

raciondlis tortkifejezésrdl pedig latjuk, hogy a t = —3/(4f) koriil minden valds
értéket felvesz, ezért a mértani hely az x = 1/2 egyenletil egyenes.

iii.) Az ABC haromszog altalanos haromszog
A 3. tétel alapjan a keresett mértani hely tartalmazza az ABC hiromszog

csucsait, az S sulypontjat és az M magassagpontjat. Ezek nem esnek egy egye-
nesre (azokat az el6z6 esetekben targyaltuk)?, ezért ez az 6t pont egyértelmiien
meghataroz egy regularis xk kupszeletet. Bizonyitandé ezek utan, hogy

— a K pont rajta van a k kupszeleteten, és

— a k kupszelet hiperbola.
Az egyszeriibb alak kedvéért jeloljiikk az A, B,C, M,S, K pontok z koordinatiit
SOITa X A,TB,TC,TM,TS,Tr-val, és ya,yB,yc,Ym,Ys,yir-val az y koordinatait.
Ekkor az, hogy a K pont a k kupszeletre esik ekvivalens azzal az allitdssal, hogy

az
2 2
Tha TAYA Yy TA YA

v TBYB Y B YB
M — xg; zcyc y% rc Yo
I XFYF Yp ITF YF
oy wsys YE s Ys
vk TKYK Yk K YK
métrix determindnsa 0 (ldsd [2]-ben a 48.8-t).
A koordindtak (1), (3), (4) és (2)-bél valé behelyettesitése utdn a kiszamitandé
hatodrendi matrix els6 sora szerinti kifejtéssel 6todrendii matrixsza valik. Ezt

—_ = e

megintcsak az elsd sor szerint kifejtve s tovdbbi (hosszas) algebrai dtalakitdsok
utdn megkapjuk, hogy barmilyen e, f, ¢t valds paraméterek esetén |M| = 0, azaz a
K pontok mértani helye azonos a s kipszelettel.*

Azt, hogy k hiperbola, szintén beldthaté volna algebrai mdédszerekkel: az
M| = 0 egyenletbe a K pont koordindtai helyett az dltaldnos [z,y] koordindtékat
helyettesitve és kifejtve a matrixot az utolsé sora szerint, megkaphatjuk a kipszelet
altaldnos egyenletét. Az egyiitthatok kiszdmitdsdval (két paramétert tartalmazéd
otodrendil determindnsok) tovabbi algebrai eszk6zok haszndlatdval eldonthetévé
valna annak hiperbola volta.

3 Tovabbi kivételt képezhetnek a derékszogii hdromszogek — az M magassagpont egybeesik
valamelyik csiccsal — ennek elkertilése céljabol az M magassdgpont helyett hasznéalhat-
nink az ABC hiaromszog F' Fermat-féle pontjat, 1évén azzal nem &ll el$ ilyen probléma.
A megoldds menetét azonban ez a csere nem véltoztatnd meg, csak a szamitdst tenné
igényesebbé.

4 Megjegyezziik, hogy az M métrix determindnsinak értéke szimbolikusan szadmold
computer-algebrai (Maple, Mathematica, . ..) rendszerekkel konnyedén kiszamithato.
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Az algebrai médszer helyett azonban mi mas megoldast valasztunk: Az euk-
lideszi sikot kib&vitjiik annak idedlis (végtelenbeli) egyenesével és igazoljuk, hogy
a k kuipszeletnek két kiillonbozo6 idedlis pontja van.

A k kupszeletnek, mint a K pontok mértani helyének csakis akkor lehet vég-
telenbeli pontja, ha az AA’, BB, CC’ egyenesek parhuzamosak, 1évén hogy a K
pont ezek metszéspontja. Az egyenesek parhuzamossiga pedig ekvivalens azzal,
hogy a A_A;, BB’, CC" vektorok csak skaldr szorzétényezében térhetnek el egymés-
t6l. Az AA” és CW koordinéataihoz, tehat az e, f, és t paraméterekhez léteznie kell
olyan p valds szamnak, amelyre teljesiil, hogy

e+1 1
t= — -
5 +f u(e 2)

FU—e)t=pu(f+1).

DO |~

Az egyenletrendszert p kikiiszobolésével t-re megoldva egy mésodfokt egyenletet
kapunk, amelynek megoldasai:

129
(6) t1,2:e ! f2fei\/5’

ahol az egyenlet diszkriminansa
D:362—26—2€f2—263+]__f2_|_f'4+262f2_’_e4.

Ez esetben bizonyitandd, hogy a diszkriminans értéke minden esetben pozitiv,
ugyanis ekkor két kiilonb6zé gyokot kapunk, ami két idedlis pontnak felel meg
— vagyis jelen esetben k hiperbola kell legyen. A D = 0 egyenlet megoldasdval
megtalalhaték lesznek mindazon tartoméanyok, ahol D pozitiv.

Kezeljik a D diszkriminédnst e fiiggvényeként. Oldjuk meg tehdt az

(7) 32 — 2 —2ef?—23+1—f2+ fA422f 2+t =0
egyenletet az e ismeretlenre! Ekkor a gyokoket az

1+ (V3£2f)

€1,2,34 = )

alakban kapva jél 1atjuk, hogy azok csak akkor valésak, ha /3 + 2f = 0, azaz ha

f= i@, s {gy e = % A C pont ezen koordinatakat csak akkor veheti fel ha az

ABC egyenléoldali hdromszog volna, &m azt méar megtargyaltuk az i.) esetben.
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Ha azonban az ABC haromszog nem egyenl6oldalu, akkor f # i@, és ekkor
(7)-nek nem lehetnek valds gyokei e-re nézve. Ebbdl kovetkezik, hogy D minden
e-re nézve vagy mindig pozitiv, vagy mindig negativ.

A kérdés eldontéséhez elégséges egy tetszbleges megfelel§ C' pontot valaszta-
nunk. Legyen hat e = % és f = % Ekkor D = %, ami pozitiv szam.

Mindezeket Gsszevetve azt kapjuk, hogy a D diszkiminans minden megfelel¢
esetben pozitiv, vagyis két kiillonboz6 valds ¢ paraméterérték is van, amelyre a
k kupszeletnek K az idedlis pontja lesz, ezért a vizsgalt esetben a k reguldris
hiperbolal!

Az aszimptoték irdnyvektorai megegyeznek a CC’ egyenes CW irdnyvektora-
val, ha abba a kiszamitott ¢, és to értékeket helyettesitjiik be. A kapott

(%'*—evf"f'tl)a <%+67f+t2>

irdnyvektorok skalaris szorzata

(8) (%+e,f+t1) (%+e,f+t2> = (%+e)2+(f+t1)(f+t2)

amibe (6) megfeleld értékeit helyettesitve (8)-ra azt kapjuk, hogy az a paraméterek-
t6l fiiggetleniil mindig 0, tehdt a x hiperbola aszimptotai egymdsra merdlegesek. g

Befejez6 megjegyzések. A fenti allitas bizonyitasa nem haladja meg az egyetemi
tanulmanyok tudasszintjét, tehat a leirtak prezentalasanak nincsenek ismereti kor-
latai.

A téméval kapcsolatban ajénlandm az érdeklédék figyelmébe az aldbbi in-
ternetes oldalakat: [5], [6], [7], ahol a Kiepert hiperboldn kiviil tovdbbi érdekes
héromszog-geometriai allitdsok, hivatkozdsok is taldlhaték. Az [5] hivatkozds math-
world.wolfram.com/KiepertHyperbola.html oldalan megtaldlhaté a jelen cikk 4.
tételének bizonyitasa is trilinedris koordinatak felhasznaldsaval.

Végezetiil par széban két rovid modszertani gondolatot jegyeznék meg:

1. A fentiek kiindulési alapjdul egy allitas tovdbbgondolédsa szolgdlt. Ekkor
tulajdonképpen egy matematikai gondolkodasi miiveletet az dltaldnositdst alkal-
maztuk [4]. A matematika tanitdsa kozben nem &rt néha felhivni a figyelmet az
ilyen muveletekre, amelyek a matematikai gondolkodds alapjait képezik. Egy-egy
feladat, matematikai probléma tovabbi vizsgdlata nem csupan ismereteink szapori-
tasdban jatszhat szerepet, hanem a matematikai gondolkodasunk mélyrehat6 elem-
zésének is hasznos eszkoze lehet!
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2. A Kiepert hiperbola létének és tulajdonsdganak bizonyitasa sordn tobb ma-
tematikai diszciplina elemeit is haszndltuk: analitikus geometria, linedris algebra,
projektiv geometria és valds fliggvénytan. Amint ez latszik, az egyes részteriiletek
kiegészitik egymast, csak igy egyiitt képeznek egységet. A matematikat nem csak
mint izoldlt részteriiletek Osszeségét kell tanitani, hanem megmutatni azt is, hogy
ezek egymassal kolesonosen Osszefiiggnek!
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